Wyklad §

Podstawy szczegolnej teorii wzglednosci

Zasada wzglednosci

Na wyktadzie drugim udowodniliSmy, Zze gdy jeden inercjalny uktad odniesienia
porusza si¢ ze stata predkoscia wzgledem drugiego inercjalnego uktadu odniesienia to kazde
przeprowadzone przez nas doswiadczenie przebiega tak samo w jednym i drugim uktadzie.
Jednoczesnie jakakolwiek zmiana predkosci uktadu natychmiast jest przez nas zauwazana. To
prawo przyrody znane jest jako zasada wzglednosci bylo sformutowano jeszcze za czasow
Galileusza:

Prawa przyrody (fizyki rowniez) sq takie same bez wzgledu na to, czy obserwujemy je
z uktadu inercjalnego nie poruszajqcego sie, czy z ruchomego uktadu inercjalnego (czyli
uktadu poruszajacego si¢ wzgledem pierwszego uktadu bez przyspieszenia).

Jezeli rozwazymy dwa inercjalne uktady odniesienia K i XK' i uklad K’ porusza si¢

wzgledem uktadu K =ze stata predkoscia V' wzdhiz osi Ox (Oy = Oy',0z =07 ), to z

mechaniki klasycznej wynika, ze wzory przektadajqce wyniki obserwacji jednego

obserwatora na spostrzezenia drugiego maja postac
X'=x-Vt, y'=y, z'=z, t'=t . (V.1)

Te rownania nosza nazwe transformacji Galileusza.

Prawie do konca dziewigtnastego wieku uwazano, ze stosujac powyzsze wzory do
opisu doswiadczen, otrzymamy takie same wyniki, niezaleznie od uktadu inercjalnego w
ktorym to doswiadczenie opisujemy. Okazalo si¢ jednak, ze nie jest to prawda. Najpierw
stwierdzono, ze przeksztalcenia Galileusza zastosowane do rownan Maxwella —
podstawowych rownan teorii elektromagnetyzmu, nie daja tych samych wynikow dla réznych
uktadow inercjalnych. W szczegdlnosci z rownan Maxwella wynika, Zze predkos¢ swiatta,
okreslajqca predkosc rozchodzenia sie fal elektromagnetycznych w prozni, jest podstawowq
stalq przyrody i powinna by¢ taka sama w kazdym ukladzie odniesienia. Oznacza to na
przykiad, ze gdy impuls $wiatla rozchodzacy si¢ w prozni w kierunku osi Ox jest
obserwowany przez dwdch obserwatoréw, to zaroOwno obserwator nieruchomy jak poruszajacy
si¢ z predkoscia V' (wzgledem pierwszego) zmierza identyczna predkos$¢ impulsu ¢ = 2.998[]

10 m/s. Tymczasem zgodnie z transformacja Galileusza i ze zdrowym rozsadkiem
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powinnismy otrzyma¢ wartos¢ (¢ —V'). Wszystkie prowadzone doswiadczenia, w ktorych
probowano podwazy¢ réwnania Maxwella, daly wynik negatywny i musimy uznaé, ze
predkos¢ swiatta w prozni jest jednakowa we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia.

Rozpatrzmy teraz niektore wnioski wynikajace ze stalosci predkosci §wiatla.
Dylatacja czasu

Zatézmy, ze w rakiecie znajduje si¢ przyrzad wysylajacy impuls $§wiatta z punktu A4,
ktéry nastgpnie odbity przez lustro Z, odleglte od 4 o d powraca do punktu A4, gdzie jest
rejestrowany (rys.V.1 po lewej stronie). Czas Af¢ jaki uptywa miedzy wyslaniem $wiatla, a
jego zarejestrowaniem przez obserwatora bedacego w rakiecie jest oczywisScie rowny
At =2d/c. Teraz to samo zjawisko opisujemy z ukladu nieruchomego, wzgledem ktorego
rakieta porusza si¢ w prawo z predkoscia V. Chcemy, w tym ukladzie, znalez¢é czas At/
przelotu $wiatla z punktu A4 do zwierciadla i z powrotem do 4. Jak wida¢ na rysunku (po
prawej stronie) $wiatlo przechodzac od punktu 4 do zwierciadla Z porusza si¢ po linii o

dtugosci S :
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\/BKAt/§+(At)2. (V.2)

(e

Zatem czas potrzebny na przebycie drogi AZA (tj. dwdch odcinkow S) wynosi: At =25 /¢. Z

uwzglednieniem (V.2) znajdujemy:

At :\/%Aﬂg +(oe)
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Skad

2
I

|G (V.3)

albo

A=At J1-— . (V.4)

Ze wzoru (V.4) wynika, ze warunek stato$ci predkosci $wiatta w réznych uktadach
odniesienia moze by¢ speliony tylko wtedy gdy, czas pomiedzy dwoma zdarzeniami
obserwowanymi i mierzonymi z r6znych uktadow odniesienia jest rézny. A zatem, kazdy
obserwator stwierdzi, ze poruszajqcy sie zegar idzie wolniej (At < At') niz identyczny zegar
w spoczynku. To zjawisko dylatacji czasu jest wlasno$cia samego czasu i1 dlatego
spowolnieniu ulegaja wszystkie procesy fizyczne gdy sa w ruchu. Dotyczy to rowniez reakcji

chemicznych, wigc 1 np. biologicznego starzenia sig.
Transformacja Lorentza i skrocenie dlugosci

Jezeli rozwazmy dwa inercjalne uktady odniesienia K i K’ i uktad K porusza si¢

wzgledem uktadu K’/ ze stata predkoscia ¥ wzdhuz osi Ox’ (Oy =0y’ ,0z = 0z'), to wzory
przektadajqce wyniki obserwacji jednego obserwatora na spostrzeZenia drugiego, ktore

uwzgledniaja statos¢ predkosci swiatta, maja postaé

;. x+1t t+K2x
ro= [1_ 2’ y/:ya Z/:Z, f/:#’ (VS)

B 1_ﬁ2

_x = ) , ¢ _sz/
SR el y=y, z=z, r=—~5—- (V-6)

l_ﬁ l_ﬁZ

Tu B=V/c. Réwnania (V.5) i (V.6) nosza nazwe réwnan transformacji Lorentza. Latwo

sprawdzi¢, ze jezeli B = (V/c) — 0 przeksztatcenia Lorentza przechodza w przeksztalcenia

Galileusza (V.1).
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Omoéwimy teraz niektore wnioski wynikajace z transformacji Lorentza. Jako przyktad,
rozwazmy rakietg, poruszajaca si¢ z predkoscia ¥V, wzdluz osi Ox =Ox’' 1 niech w tej
rakiecie (uktad K) lezy pret o dtugosci L =Ax =x, —x,. Dlugos¢ preta L w ukladzie, w
ktorym pret spoczywa bedziemy nazywali wlasng diugosciq preta. Znajdziemy, jaka dtugosé
tego preta L' = Ax' = x) — x| zaobserwuje obserwator w ukladzie nieruchomym K.

Zatézmy, ze pomiar dlugosci preta polega na zarejestrowaniu dwoch zjawisk
zachodzacych rownocze$nie (wzgledem uktadu nieruchomego K’) na koncach preta (np.
zapalenie si¢ zarowek). Poniewaz zarowki zapalaja si¢ w tym samym czasie (dla obserwatora
w ukladzie nieruchomym K’) to As =0. Uwzgledniajac te warunki otrzymujemy na

podstawie transformacji Lorentza (V.6)

L=Ax= Nx' =

albo

L'=LJ1-— . (V.7)

A zatem dtugos$¢ preta I/ oceniana z uktadu, wzgledem ktorego pret sie porusza, jest krotsza

od jego wilasnej dtugosci L.
Czas wlasny i efekt dylatacji czasu
Ze wzoru (V.4) wynika, ze jezeli jako uktad K rozwazymy uktad sztywno zwiazany z

poruszajaca sie czastka, to czas ¢ jest zwiazany z czasem ¢/ dowolnego ukladu inercjalnego

K' za pomoca wzoru

t=t' G/1-B* =const . (V.8)

Ze wzoru (V.8) wynika, Zze czas ! ma wyrdznione znaczenie: ten czas obliczony wedlug
wzoru (V.8) nie zalezy od zadnego obserwatora inercjalnego, chociaz kazdy z obserwatorow
bedzie miat swoj czas ¢, a predko$¢ czastki V' wzgledem réznych ukladow bedzie rozna.
Czas ?, czyli czas mierzony w uktadzie odniesienia, w ktorym czastka spoczywa, nazywamy

czasem witasnym 1 bedziemy oznaczali ten czas litera 7. Ze wzoru (V.68) wynika, Zze czas
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wlasny ruchomej czastki ,,ptynie” wolniej niz czas ¢ mierzony w uktadzie odniesienia K . Ten

efekt zmniejszenia tempa uptywu czasu nosi nazwe dylatacji czasu. Ze wzoru (V.8) wynika,

ze dla $wiatta (U = ¢) czas »wlasny” w ogdle ,,nie ptynie”.

Relatywistyczne dodawanie predkosci

Znajdziemy teraz wzory taczace predkosci ruchomej czastki w dwoch inercjalnych
uktadach odniesienia. Niech znéw uktad K porusza si¢ wzgledem uktadu K’ wzdtuz osi Ox’
z predkoscia V. Ze wzordow (V.5) mamy

v
, _dx+Vdt dt + —dx

>, &' =dyv, d=d:, g-__c . (V.9)
l_ﬁ l_ﬂz

dx

Predkosci czastki w ukladach K i K’/ okre$laja wzory: U =dF/dt, §' = g7’ /dt/- A zatem

dzielac pierwsze trzy rownosci (V.9) przez czwarta otrzymujemy

U/,:_dx/:u"-l_V U/:_dy/:—Uy 1_'82 U/:_dZ/:—UZ“l_ﬁ2

x dt/ 1+UXV ) y dt/ 1+UxV , z dt/ 1+UXV . (VIO)
2 2 2
C C C

Wzory (V.10) okre$laja prawo skladania predkosci w relatywistycznej mechanice. W

przypadku, gdy ¢ — © wzory te przechodza we wzory mechaniki klasycznej: U, =U, +V

Dynamika relatywistyczna. Czterowektory predkosci i pedu

Cecha charakterystyczna w mechanice Newtona jest absolutny charakter czasu, co
oznacza, ze czas nie zalezy od wybranego inercjalnego uktadu odniesienia. W mechanice
Newtona predko$é czastki okresla wektor styczny do trajektorii czastki: O =dF/dt.
Oznaczajac wektor za pomoca strzatki, podkreslamy, ze w mechanice klasycznej wektor
mozemy rozpatrywac jako obiekt geometryczny nie zalezny od wyboru osi wspotrzednych.
Mowiac o wektorze wyobrazamy sobie zorientowana w przestrzeni strzaltk¢ o okreslonej
dhugo$ci. Dowolny obrot uktadu osi wspotrzednych nie zmienia kierunku 1 dlugosci wektora.

Od wybranego uktadu odniesienia zaleza tylko sktadowe wektora.
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W mechanice relatywistycznej trajektori¢ czastki okreslaja 4 - wymiarowym wektorem
(czterowektorem) wodzacym P . W abstrakcyjnej przestrzeni, ktéra wprowadzit Minkowski,
oprécz trzech przestrzennych kartezjanskich osi wspétrzednych dodajemy jeszcze jedna o$

czasowa. Zaktadamy, iz w tej przestrzeni Minkowskiego istnieja cztery jednostkowy wektory

€),€1,6,,6; takie, Ze

+1 dla pu=v =0,
(e,[&,)=-1 dla p=v =123, (V.11)
0 dla p#v.

Przez wspdtrzedne wektor wodzacy © w wybranej bazie jednostkowych wektorow (€,, €,

é,, €;) mozemy zapisa¢ w postaci
p=x,0& +x [ +x,[& +x,[& . (V.12)

Tu x, =ct, x, =x, x, =y i X; =z sg wspolrzedne czterowektora 0.

Podobnie jak w zwyktej przestrzeni Euklidesa, bedziemy rozpatrywali dowolny wektor
w przestrzeni Minkowskiego jako obiekt geometryczny. Kierunek i1 dlugos¢ wektora
wodzacego P jest inwariantny wzgledem przeksztatlcen Lorentza. Jednak czas w mechanice
relatywistycznej w roznych inercjalnych uktadach odniesienia jest rézny. Z tego powodu
powstaje pytanie — jak okresli¢ wektor predkosci punktu materialnego, zeby ten wektor byt
niezalezny od wybranego inercjalnego uktadu odniesienia. Wiemy, ze niezaleznym od uktadu
odniesienia jest wlasny czas czastki T. A wigc, jezeli czterowektor predkosci u okreslimy

jako

N1}
1]

(V.13)

=

to ten wektor bedzie relatywistyczne inwariantnym. Wspotrzedne tego wektora zaleza

oczywiscie od wybranego uktadu odniesienia. Uwzgledniajac, ze X, =ct i dr =dt\[1- B> ze

wzorow (V.12) i (V.13) otrzymujemy

(V.14a)
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JT W , (V.14b)

u, = dr :W , (V.14C)

(V.14d)

Tu v, =dx/dt, v, =dy/dt, U;=dz/dt sa to skladowe ,zwyklego” trojwymiarowego
wektora predkosci U czastki w wybranym inercjalnym uktadzie K .

W mechanice Newtona pg¢d punktu materialnego jest iloczynem trojwymiarowego
wektora predkosci i jego masy M,: p =m,U. W mechanice relatywistycznej uogdlnia sig
pojecie pedu i ped jest iloczynem czterywektora predkosci u i jego masy 7,
p=mg . (V.15)

Korzystajac ze wzorow (V.14) sktadowe czterowektora pgdu mozemy zapisa¢ w nastepujacy

Sposob
Py =mc (V.16)
p;=mu;  (i=123). (V.17)
Tu wielko$é
— mO
= -3 (V.18)

nazywa si¢ masq relatywistycznq czqstki. Masa m, nazywa si¢ masq spoczynkowq czqstki.

Przez sktadowe wektor pedu relatywistycznego czastki ma postac
pP=poLe +p L& +p, L& +ple . (V:19)
Korzystajac ze wzordow (V.19) i (V.11) natychmiast otrzymujemy, ze

(PP) = ps = pi —ps — p; =myc’ (V.20)
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jest niezmiennikiem relatywistycznym.
Zwiazek mig¢dzy masg i energia

Rozwazmy teraz ruch relatywistyczny czastki (U =c) w pewnym uktadzie inercjalnym
K . Mozna udowodni¢, ze dla zmiennych przestrzennych pgdu réwnanie ruchu ma postac¢

roéwnania Newtona

dp, .
Y =F 1 :1,2,3 V.21
dt ' ( ) ( )

Jednak, w mechanice relatywistycznej sktadowe przestrzenne pedu okreslaja wzory (V.17).

Praca elementarna sity F dla matego przesuniecia punktu materialnego o dr =0 [dlt wynosi
dA=FLlF =0 Fdr =0 Up . (V.22)

Tu skorzystalismy ze wzoru (V.21): dp = F Lt .
Biorac pod uwage wzory (V.17) i (V.22) mozna udowodni¢ (patrz zatacznik ” na koncu

tego wykladu), ze praca elementarna wykonana przez dziatajaca na punkt materialny sity £,

ktora jak wiemy jest rOwna przyrostowi energii kinetycznej punktu, wynosi

dEEdA=dMHEdmcz , V.23
vy [me?) (V.23)

Wynika stad stynny wzér Einsteina okreslajacy zwiazek miedzy masa i energia czastki

(V.24)

W przypadku malych predkosci (B=U/c<<l), korzystajac z rozwinigcia

(1-B*)Y* =14+ B%/2+-... wszereg potggowy wzgledem y /¢, otrzymujemy

E= 2 _U2 -1/2 _ 2 10? - 2 1 2 )
=myc (1 c_z) =m,c (1+§C—2+---)~m0c +Em0U . (V.25)

Ze wzoru (V.25) wnioskujemy, ze nawet nieruchoma czastka (U =0) posiada energie

E, =m,c’ . Energia ta nazywa si¢ energiq spoczynkowq czastki.
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Biorac pod uwagg, ze p, =mc 1 korzystajac ze wzorow (V.20) 1 (V.24) znajdziemy

zwiazek migdzy energia a tréjwymiarowym pedem

E*=m’c* =plc’ =mic* +c’p* (V.26)

gdzie p* = pl +p; +p;.
Ze wzoru (V.26) wynika, ze jezeli masa spoczynkowa czastki jest rowna zeru (m, =0)
, to energie 1 ped czastki okresla zwiazek
E=cp . (V.27)
Zerowa masg spoczynkowa posiadaja tylko czastki poruszajace si¢ z predkoscia swiatlta. W
nowoczesnej fizyce przyktadem czastki poruszajacej si¢ z predkoscia $wiatta jest czastka
$wiatla — foton. Dla fotonu p =hV/c  gdzie V - czesto$é¢ fali Swietlnej, / - stata Plancka, a

zatem ze wzoru (V.27) otrzymujemy stynny wzér Plancka - Einsteina okreslajacy zwiazek

migdzy czgstoscia V i energia E fotonu

E=hv . (V.28)

Y Wyprowadzenie wzoru (V.23).
_ 1 -
Oznaczajac x = (1 —32) "2 { Kkorzystajac ze wzoru dx = —5(1 - B> (=25dB)
znajdujemy

my0

J1- B

dp = d[ 1=m, (0 ) = m, [x [0 + 0 x) =

_ 0% @ oo BEB O (1-B)d0+0Bdp "

- 1_[32)”2 v (1_82)3/2 E_ 0 (1_82)3/2
Mnozac (A.1) skalarnie przez U i biorac pod uwage, ze 0d0 = UdL = d(V*/2) otrzymujemy

{1 =B*)(0 L) + (C )RR _

dA:ﬁl]l_’: 0 2N\3/2
e (1-B)
vdv -B*d(L*/2)+V*d(B*/2) Ldv
- "o 2\3/2 =m, 2\3/2 - A2
(1-pY) "o =) (&2
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Oznaczajac y = 3° i korzystajac ze wzoru

] 1 ) d
d(1-y)™"? =-50-y) Wﬁy):ﬁ ,

znajdujemy ze wzoru (A.2)

dAZmoczldL)MZmocz WHI—H: dMH: d(mc®) . (A.3)
2(-7) -8 Bh-8H
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