Wyklad 4

Ruch w ukladach nieinercjalnych

Prawa Newtona sa shuszne jedynie w uktadach inercjalnych. Sci$le mowiac uktadami
inercjalnymi nazywamy takie uktady odniesienia, ktore albo spoczywajq, albo poruszajq sie
ze stalq predkosciq wzgledem srednich pozycji gwiazd staltych. Wybdr uktadu odniesienia
nalezy do nas i dotychczas rozwazali§my ruch tylko w uktadach inercjalnych. W praktyce
jednak czgsto spotykamy si¢ rowniez z ukladami nieinercjalnymi. Nieinercjalnym ukladem
jest na przykilad uklad odniesienia potaczony z kabina spadajacej windy, albo uktad
odniesienia obracajacy si¢ wzgledem gwiazd statych (na przyktad uktad zwiazany z Ziemia).
Dlatego zeby otrzymaé réwnania ruchu w nieinercjalnych ukladach odniesienia musimy
zbada¢, jak przeksztalcaja si¢ wspotrzedne, predkosci i przyspieszenia przy przejSciu od

uktadu odniesienia inercjalnego do drugiego uktadu nieinercjalnego.
Sily bezwladnosci

Rozwazmy dwa uklady odniesienia: inercjalny uktad K i nieinercjalny uktad K,

ktory porusza si¢ wzgledem uktadu K z przyspieszeniem d,. Niech polozenie punktu
materialnego o masie 7 okresla w uktadzie K’ wektor wodzacy 7', a potozenie tego samego
punktu materialnego w uktadzie K okre§la wektor wodzacy 7 (rys.IV.1). Wtedy mozemy
zapisaé
FzR+7 (IV.1)
gdzie wektor R okre$la potozenie poczatku
uktadu K’ wzgledem uktadu K .
Ze wzoru (IV.1) znajdujemy, ze
przyspieszenia  punktu materialnego w
uktadzie K oraz w ukltadzie K’ sa zwiazane

ze soba

a=d,tad . (IV.2)

Mnozac réwnanie (IV.2) przez masg¢ punktu

materialnego 7 otrzymujemy

Rys.IV.1 ma = md, + ma' . (IV.3)

Wzgledem uktadu inercjalnego K ruch punktu materialnego dany jest rOwnaniem
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ma=F . (IV.4)
Tu F jest sila rzeczywista, ktora dziata na punkt materialny w inercjalnym uktadzie K .
Podstawiajac do (IV.4) zamiast ma wyrazenie (IV.3) otrzymujemy
ma' = F-ma, . (IV.5)

Rownanie (IV.5) jest to rownanie ruchu punktu materialnego poruszajacego sig
wzgledem nieinercjalnego uktadu odniesienia K’ . Ze wzoru (IV.5) wynika, ze przyspieszenie
g Jjalneg yn przysp

/

punktu g’ wzgledem ukladu nieinercjalnego K' powstaje jak w wyniku dzialania sity

rzeczywistej F pochodzacej od innych ciat fizycznych (albo pol fizycznych), a takze w
wyniku ruchu z przyspieszeniem ukladu K’ wzgledem ukladu K. Przyspieszenie punktu,
zwiazane z przyspieszeniem uktadu K’ wzgledem uktadu K, mozemy traktowa¢ jako wynik

dziatania sily pozornej

F'=-ma, , (IV.6)

dla ktérej nie mozemy wskaza¢ zrodta fizycznego w postaci ciata, albo pola.
Z uwzglednieniem (IV.6) rownanie ruchu punktu materialnego w uktadzie

nienercjalnym K’ mozemy zapisa¢ w postaci
ma = F+ F' . (IV.7)

Roéwnanie (IV.7) jest podobne do réwnania Newtona (IV.4) a zatem mechanike
klasyczna Newtona mozemy stosowa¢ do nieinercjalnych ukladow odniesienia pod
warunkiem, Ze wprowadzimy sily nienewtonowskie (pozorne), ktére nazywamy sitami
bezwtadnosci. Sita bezwtadnosci nie ma odpowiadajacej jej sity reakcji, poniewaz nie jest
zwiazana z oddzialywaniem dwoch cial. Inaczej mowiac, sily bezwladnosci, w
przeciwienstwie do sil oddziatywania rzeczywistych, nie spelniaja trzeciej zasady Newtona.
Jednak wprowadzenie sit pozornych daje nam mozliwo$¢ na stosowanie mechaniki klasycznej
do opisu zdarzen, ktore chcemy rozwaza¢ w uktadach poruszajacych si¢ z przyspieszeniem.

Zadanie 1. W wagonie pociagu stojacego na stacji wisi na nici kulka o masie 7. W
pewnej chwili pociag zaczyna ruch z przyspieszeniem w. Rozwazy¢, co si¢ dzieje z kulka z
punktu widzenia obserwatora znajdujacego si¢ w wagonie i1 z punktu widzenia obserwatora

znajdujacego si¢ na powierzchni Ziemi.
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Rozwigzanie: Gdy pociag stoi na stacji obaj obserwatorzy widza to samo: kulka wisi

pionowo na nici. W tym przypadku na kulke dziata sita grawitacyjna F . = mg skierowana w
dot, ktora rownowazy sita naprezenia nici skierowana do gory.

Gdy pociag zaczyna ruch, koniec gorny nici
zaczyna porusza¢ si¢ razem z wagonem,
wskutek czego ni¢ zostaje odchylona od
potozenia pionowego (rys.IV.2). To powoduje,
ze wektor sily naprezenia 7 nici nie bedzie

rownowazyt sily grawitacyjnej F, a

wypadkowa rzeczywista sita F = T+ mg
bedzie skierowana w kierunku ruchu wagonu. Rys.IV.2
Wskutek dziatania sity f kulka zacznie porusza¢ sie¢ w kierunku ruchu pociagu.

Odchylenie nici od pionowego potozenia zatrzyma sig, gdy warto$¢ bezwzgledna tej sily

wypadkowej bedzie wynosita ‘ﬁ ‘ = mw. A zatem z punktu widzenia obserwatora znajdujacego

si¢ na powierzchni Ziemi kulka porusza si¢ w kierunku ruchu pociagu z przyspieszeniem w .

Wagon jest ukladem nieinercjalnym, a zatem w wagonie na kulke oprocz sity

rzeczywistej F = T+ mg = mw dziala sita pozorna F, = -mw. Sila pozorna F, = - miw

rownowazy site rzeczywista F = T+ mg = mw. A zatem z punktu widzenia obserwatora
znajdujacego si¢ w wagonie kulka pozostaje w spoczynku, ale ni¢ zostaje odchylona od
potozenia pionowego.
Odsrodkowa sila bezwladnosci
Rozwazmy teraz obracajaca si¢ ze stala predkoscia katowa @& karuzelg, na ktorej do
osi obrotu karuzeli jest przymocowana sprezyna z kulka na koncu (rys.IV.3). Jezeli karuzela
jest nieruchoma, sprezyna pozostaje w stanie nie zdeformowanym i ma dlgosé /.

Obserwator stojacy na Ziemi zauwazy, ze gdy karuzela zaczyna obraca¢ si¢ dookota swojej
osi, kulka rozciaga sprezyng do jakie$ dtugosci R (rys.IV.3) i potem kulka zaczyna poruszaé
si¢ ze stata predkoscia katowa & . W stanie rozciagnigtym sprezyny na kulke dziata sita

sprezystosci skierowana ku osi obrotu karuzeli (rys.IV.3)
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- I -
F, =-k(- ES) R . (IV.8)

Z rozwazan dotyczacych ruchu obrotowego przeprowadzonych na poprzednich wyktadach
wiemy, ze ruch obrotowy po okrggu o promieniu R jest ruchem z przyspieszeniem

dosrodkowym (patrz wzor (111.12))

i =-020R=-0"1 R . (IV.9)
OR[
A zatem, zgodnie z druga zasada Newtona przyspieszenie dosrodkowe a, jest spowodowane

tym, ze na kulke dziata sita sprezystosci (IV.8)

=md, = -mw>0R . (IV.10)

spr

Obserwator znajdujacy si¢ na karuzeli,
czyli znajdujacy si¢ w nieinercjalnym
uktadzie odniesienia stwierdzi, ze kulka
wzgledem niego jest nieruchoma. Jezeli ten

obserwator studiowat drugie prawo Newtona,

to powie, ze kuleczka znajduje si¢ w

spoczynku, bo dziatlaja na nia dwie
robwnowazace sity: sita sprezystoSci oraz

Rys.IV.3 robwnowazaca ja sita odsrodkowa
F . =mo’0R . (IV.11)

Obserwator stojacy na Ziemi nie zauwazy dziatania zadnej sity odsrodkowej 1 rzeczywiscie z
jego punktu widzenia ta sifa nie istnieje. A zatem sita od$srodkowa jest sita pozorna i powstaje
w ukladzie odniesienia X' tylko wskutek tego, ze ten uktad jest uktadem nieinercjalnym. Sita

pozorna tak samo jak sila rzeczywista moze wykonywac pracg i jezeli nie byloby sprezyny (

F,,. = 0), to sita odérodkowa spowodowataby, Ze kuleczka poruszataby si¢ w strong krawedzi

karuzeli.
Wprowadzmy wektor &, ktory jest skierowany prostopadle do ptaszczyzny obrotu, ma
warto$¢ bezwzgledna @ 1 zwrot okreslony reguta prawoskretnej sruby. Wtedy w postaci

wektorowej sitg odsrodkowa (IV.11) mozemy zapisa¢ wzorem

F =-m@x[@xR]]= -m@x0]. (IV.12)

ods
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Istotnie, biorac pod uwage, ze wektor U jest prostopadly do wektora R znajdujemy, ze
wektor - [0 X U'] ma warto$¢ bezwzgledna mw > IR i zwrot zgodny ze zwrotem wektora R .

Sita odsrodkowa dziatajaca w nieinercjalnym uktadzie odniesienia K’ nie zalezy od
predkosci ciata w tym uktadzie (patrz wzor (IV.11), a zatem sita odsrodkowa dziata tak samo

na ciala nieruchome jak i ruchome w uktadzie K’ .
Sila cigezkoSci i cigzar ciala
Wskutek rotacji Ziemi dookota swej osi, na powierzchni Ziemi na dowolne ciato o

masie M oprocz sily grawitacyjnej ﬁg skierowanej ku $rodkowi Ziemi, dziala sita

odsrodkowa (na rys.IV.4 ta sita oznaczona jest jako F'). Z rys.IV.4 widaé, ze warto$¢

bezwzgledna sity odsrodkowej jest rowna

F,=mw’R=mw’R, lcosf . (IV.13)

Rys.IV.4

Wypadkowa sita, ktéra dziala na cialo o masie ”m begdzie réwna sumie wektorowej sity

grawitacyjnej F i sity odsrodkowej (rys.IV.4). Wlasnie ta sil¢ nazywamy cigzarem ciata i

4

oznaczamy jako mg . Z prawego rysunku IV.4 widaé, ze

mgsinf = Fsing . (Iv.14)
Skad
. F [sin
sinf = g (IV.15)
mg

Po podstawieniu do (IV.15) wzoru (IV.13) ostatecznie mamy

mw *R,, Ocos¢ sin _w ’R

Z sin2§ . (IV.16)
mg 2g

sinf =
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Tu skorzystali$my ze wzoru sin2§ = 2cos¢ [sing
Po podstawieniu do (IV.16) @ = 7.27 007 rad/s, R, = 6.38 010° m, g = 9.81 m/s’
otrzymujemy

sinf = 0.0018sin2§ . (IV.17)

Z tego wzoru wynika, ze sita cigzkosci pokrywa si¢ z sita przyciagania ziemskiego tylko na
biegunach Ziemi, gdy sita odsrodkowa znika. Na rowniku réznica migdzy sita cigzkosci 1 sila
grawitacyjnag jest najwigksza, poniewaz tutaj te sily maja przeciwny zwrot. Ta r6znica wynosi
mg - mw >R = mg(l-w>R/g)= mg(1- 0.360107%). A wicec nawet na rowniku sita cigzkosci

rozni sig od sity przyciagania ziemskiego tylko o 0.35 %.
Silg Coriolisa

Jezeli w ukladzie nieinercjalnym K’ cialo o masie ” porusza si¢ z predkoscia 7', to
na cialo zaczyna dziala¢ dodatkowa sita pozorna (sita bezwladnosci), ktéra nazywa sie sitq
Coriolisa. Dlatego, zeby wyprowadzi¢ wzor na site Corilisa rozwazmy uktad nieinercjalny
K' obracajacy sie¢ ze stala predkoscia katowa @ dookota osi Oz ukladu inercjalnego K i
niech w tym ukfadzie znajduje si¢ karuzela poruszajaca si¢ ze stala predkoscia katowa © ’
(wzgledem uktadu K’) dookota osi Oz'//Oz. Uklad odniesienia zwiazany z karuzela

bedziemy oznaczali jako uktad K.

Rys.IV.5a Rys.IV.5b

Jezeli w ukladzie K" znajduje si¢ cialo o masie 7, to z punktu widzenia obserwatora

znajdujacego si¢ w uktadzie K’ na ciato dzialta sita dosrodkowa

Fl. = ma . (IV.18)
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gdzie g’/ = -w/?>R jest przyspieszeniem cialta w ukladzie K', ktore pokrywa sie z
przyspieszeniem dosrodkowym.

Natomiast obserwator znajdujacy si¢ w inercjalnym uktadzie K widzi, ze ciato o
masie 7 obraca si¢ dookola osi Oz ze stata predkoscia katowa (W + '), a zatem ten

obserwator stwierdzi, ze na cialo musi dziata¢ sita dosrodkowa
F,.=-m@w+0 )’ 0R=-mw>R-mw " R-2mww'R . (IV.19)

Wprowadzajac jednostkowy wektor 7 = - R/ R i uwzgledniajac iz v’ = w 'R zapiszmy wzor
(IV.19) w postaci

F,.=-mw>R-mw"*R+ 2mwu’ Ui . (Iv.20)

Biorac pod uwage wzor (IV.18), wzor (IV.20) mozemy zapisa¢ w postaci

F,. = -m0 R+ ma +2mwv’ Ui . (Iv.21)

W uktadzie inercjalnym K istnieja tylko sily rzeczywiste, a zatem dla sily dosrodkowe;j

(IV.21) musi by¢ zrédto realne. W przypadku kulki na sprezynie zrodlem tej sily jest sprezyna.

Oznaczajac ta siltg realng jako F=F e 2€ wzoru (IV.21) otrzymujemy

ma' = F+mw*R-2mov’ 0 . (IV.22)
Rownanie (IV.22) jest réwnaniem ruchu ciala o masie ” w nieinercyjalnym uktadzie
odniesienia K’ w przypadku gdy ciato porusza si¢ z predkoscia v /. W tym réwnaniu, oprocz
sity rzeczywistej F wystepuja jeszcze dwie dodatkowe pozorne sity bezwiladnosci

skierowane wzdluz wektora R .

Poréwnujac drugi czton w (IV.22) ze wzorem (IV.11) widzimy, Ze ten czton opisuje
site odsrodkowa, dziatanie ktorej zauwazy obserwator w uktadzie K'. Ten czton nie zalezy od
predkosci ciata v/ w ukladzie K'. Trzeci czton w (IV.22) nosi nazwe sity Coriolisa i ta
pozorna sita dziala w uktadzie K’ tylko na ruchome ciata. W postaci wektorowej sita
Coriolisa moze by¢ zapisana jako

F.=omr'xal. (IV.23)

Istotnie, warto$§¢ bezwzgledna iloczynu wektorowego jest rowna ‘[Uﬁ/ X @ ]‘ =00, a zwrot

zalezy od tego jak skierowany jest wektor j/ wzgledem wektora & . Jezeli wektor predkosci
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0’ ma zwrot pokazany na rys.IV.5a, to sita Coriolisa jest skicrowana wzdluz wektora R .
Jezeli wektor predkosci U7/ ma zwrot przeciwny, to sita Coriolisa jest skierowana ku osi
obrotu uktadu x', czyli wzdtuz wektora 7 .

Wz6r (IV.23) na site Coriolisa otrzymalismy zaktadajac, ze wektor ¢/ jest prostopadty
do wektora @ . Okazuje sig, ze ten wzor jest stuszny tez w ogolnym przypadku, kiedy
wzajemna orientacja wektorow ¢/ 1 @ jest dowolna.

Ze wzoru (IV.23) wynika, ze sita Coriolisa znika w trzech przypadkach:

 gdy punkt materialny jest sztywno zwiazany z uktadem K’ (0 = 0);

e gdyuklad K’ porusza si¢ ruchem postepowym wzgledem uktadu K (@ = 0);

e gdy punkt materialny porusza si¢ w ukltadzie K’ z predkoscia 0 réwnolegla do

predkosci katowej @ (0 ||@ ).

W 1851 r. Foucault po raz pierwszy wykazal, ze jezeli obserwowa¢ drgania wahadla w
wybranym na powierzchni Ziemi nieruchomym uktadzie odniesienia, to plaszczyzna, w ktorej
zachodza drgania wahadta obraca si¢ wzglgdem tego nieruchomego uktadu odniesienia. W ten
sposOb mozna doswiadczalnie udowodnié¢, znajdujac si¢ na powierzchni Ziemi, ze Ziemia
obraca si¢ wokot swojej osi.

Podsumowujac mozemy powiedzie¢, ze przy rozwiazywaniu zagadnien mechanicznych
istnieja dwa mozliwe sposoby: (1) mozemy wybra¢ inercjalny uktad odniesienia i rozwazy¢
jedynie sity rzeczywiste dziatajace na ciato, tzn. sity wywierane przez konkretne ciato albo
pole fizyczne (grawitacyjne, elektromagnetyczne itd.) lub (2) mozemy przejs¢ do
nieinercjalnego ukladu odniesienia i rozwazy¢ nie tylko sily rzeczywiste, lecz roéwniez
odpowiednio zdefiniowane pozorne sity bezwladnosci, tzn. sity, ktére nie sa zwiazane z
zadnym z cial (albo z polem) znajdujacym si¢ w jego otoczeniu. Sity pozorne powstajace w
uktadzie nieinercjalnym wydaja si¢ obserwatorowi znajdujacemu si¢ w tym ukladzie zupetnie
realne, mimo, ze nie potrafi on wskaza¢ zadnego zrodta fizycznego (ciata albo pola) tej sity.
W ukladzie inercjalnym sity pozorne znikaja. Wybodr jednej z mozliwo$ci rozwazania

zagadnien mechanicznych i w ogble zagadnien fizycznych jest jedynie kwestia wygody.
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