Wyklad 3

Kinematyka i dynamika ruchu obrotowego punktu materialnego

Ruch po okregu

Rozwazmy ruch punktu materialnego po okregu. W tym przypadku poloZenie punktu
A na okrggu mozemy roéwniez okresli¢c za pomoca wspotrzegdnych X.V>Z w wybranym
dowolnie uktadzie kartezjanskim. Jednak dogodniej jest okresli¢ potozenie punktu A4 na
okregu za pomoca kata ¢ (rys.IIL.1). Chwilowq predkosciq kqtowq albo kotowg nazywa si¢
pochodna kata ¢ wzgledem czasu ¢

Do _d
w=1im=2 =94 1L
A T ? (LT)

Udowodnimy, ze jezeli W=, = const | czyli predkos¢ katowa jest stala wtedy
o) =w, [+, . (111.2)

Tu @, - warto$é kata @ w chwili poczatkowej t =1, =0,

Istotnie po podstawieniu (II1.2) do wzoru (III.1) otrzymujemy:

A _

w, (t+Ar)+ —|w,t + w, [\t
ar-0 N\t At -0 Nt a0 [\t

=w, =const . (II1.3)

Ruch po okregu ze stala predkoscia katowa

Y
nazywamy ruchem jednostajnym obrotowym.
Czas, po uptywie, ktorego punkt materialny
A wykonuje jeden obrot nazywamy okresem ruchu
Am

x obrotowego. Okres ruchu obrotowego oznaczamy

duza litera T . Korzystajac z definicji okresu, ze

wzoru (I11.2) otrzymujemy (Z, =0):
¢, +T)=2m+¢, =w, [T +¢, .
Rys.III.1. Ruch obrotowy ’ ’ ’ ’
Skad mamy

r=— (I11.4)
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Wielko$¢ odwrotna do okresu

w,
=— (I11.5)

V =
0 T

1
T

N

nazywa si¢ czestosciq ruchu obrotowego. Latwo wyjasni¢ sens fizyczny czgstosci V,. W

czasie rownym okresowi ¢ =7 punkt materialny wykonuje jeden obrot. A zatem w jednostce
czasu punkt materialny wykonuje V, =1/T obrotow. Na przyktad, jezeli 7 =1/100 sekundy,
to w czasie jednej setnej sekundy punkt wykonuje jeden obrdt, a w czasie 1 sekundy punkt

materialny wykonuje 100 obrotow. Wiec czestos¢ Vo, =1/T jest liczba obrotow punktu

materialnego w jednostce czasu. Czesto$¢ mierzymy w hercach (Hz). 1 Hz =1 57",

W og6lnym przypadku predkos¢ katowa W moze zaleze¢ od czasu. Zmiany predkosci

katowej w czasie okresla chwilowe przyspieszenie kqtowe:

B =lim 50 = 4©

p-o Nr o df

W . (I1L6)

Znajdziemy zwiazek miedzy chwilowa predkoscia liniowa i chwilowa predkoscia katowa, okreslona
wzorem (I1I.1).
Niech w chwili poczatkowej ¢ =%, =0 punkt
materialny znajduje si¢ na okrggu w punkcie
A, a w chwili t=A¢r - w punkcie B
(rys.II1.2). Jezeli rozwazamy bardzo maty
czas t=At, dlugos¢ tuku 4B jest w
przyblizeniu réwna dlugosci cigciwy AB.
Przyblizenie to jest tym lepiej spetnione, im

bardziej zmniejszmy odcinek czasowy Af.

Wtedy dla chwilowej liniowej predkosci

Rys.III.2. . .,
punktu mozemy zapisac
. _AB
U=lim— . (ITL.7)
N AY S
Z rys.J11.2 wida¢, ze
ABzzmc:m&nE%‘pErzmaAz—:rm;p , (IIL.8)
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Tu skorzystali$my z przyblizenia, ze dla matych katow sina = a .

Po podstawieniu (I11.8) do (I11.7) znajdujemy

v=r0im2? = | (111.9)

Ar-0 A¢

Ze wzoru (II1.9) otrzymujemy, ze w przypadku ruchu punktu materialnego po okregu
ze stata predkoscia katowa @, = const | bezwzgledna warto$¢ predkosci liniowej U = |U| jest
tez stata.

Z rys.IlI.2 wynika, ze gdy Ar — 0 wektor przemieszczenia A7 dazy do stycznej w
punkcie A. A zatem predko$¢ chwilowa w punkcie 4 jest wektorem stycznym do krzywej w
tym punkcie, czyli jest prostopadta do wektora wodzacego punktu 7. Z rys.II.2 wynika
rowniez, ze predkos¢ liniowa U punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu ciagle
zmienia swoj kierunek. A zatem ruch po okrggu jest ruchem z przyspieszeniem.

Znajdziemy teraz przyspieszenie punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu, w
przypadku, gdy predkos¢ linowa |U| = const , Rozwazmy znow dwa punkty 4 i B (rys.IIL.3).
Z podobienstwa trojkatow AOBi DBE (rys.IIL.3) wynika, ze wektor AU =0, —0,, ktory

pokrywa si¢ z wektorem pfE ma dhugosé

DE =2[DF =2 Bin ¢E

2
. (I1L.10)
=200 d32— Sy,
A zatem dla dlugosci wektora przyspieszenia mozemy zapisac:
. DE )
a=lim—=v =uld . II.11
p-0 At dt ( )
Biorac pod uwage wzoér (I111.9), ze wzoru (I11.10) mamy
U2
a=0lw=— . (II1.12)
r

Kierunek wektora przyspieszenia (II.12) pokrywa si¢ z kierunkiem wektora

AG=0,-0,= DE, ktory przy At — 0 jest prostopadly do wektora predkosci U w punkcie
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A (rys.Ill.4). A zatem wektor przyspieszenia a punktu materialnego jest rownolegly do
wektora wodzacego 7, ale zwrot wektora a jest przeciwny do zwrotu wektora 7. Dlatego

przyspieszenie to nosi nazwe przyspieszenia radialnego lub przyspieszenia dosrodkowego i

oznacza si¢ d, .

Rys.IIL.3. Rys.I11.4.

Podsumowujac mozemy powiedzie¢, ze ruch obrotowy punktu materialnego po okrggu ze
stala predkoscia odbywa si¢ ze stalym dosrodkowym przyspieszeniem skierowanym ku

srodkowi okrggu. Bez tego dosrodkowego przyspieszenia cialo (punkt materialny)
poruszaloby si¢ wzdluz wektora predkosci U . Istnienie dosrodkowego przyspieszenia d,

powoduje, ze cialo ciagle ,,spada” na $rodek okregu a poruszajacy si¢ punkt materialny

pozostaje na okregu.

Moment pedu i moment sily. RGwnanie ruchu obrotowego.

Prawo zachowania momentu pedu.

Waznymi charakterystykami ruchu obrotowego ciata materialnego sa moment pedu
oraz moment sity. Moment pedu punktu materialnego wzgledem poczatku ukladu

wspotrzednych okresla wzor

L=[Fxp]. (I11.13)

Tu wielko$¢ [7 X p] oznacza tak zwany iloczyn wektorowy wektoréw 7 oraz p. W

matematyce iloczynem wektorowym dwoch wektordéw @ i p , oznaczanym jako G xp (albo
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[Gxb]) nazywamy wektor ¢ =g xp prostopadty do plaszczyzny utworzonej przez te dwa

wektory (rys.II1.5). Warto$¢ bezwzgledna wektora ¢ okresla rownanie

c=lc|=abBing | (111.14)

gdzie @ jest mniejszym katem zawartym miedzy wektorami a@ i b . Zwrot wektora ¢ = G x b
okresla reguta prawoskre¢tnej $ruby: kierunek poruszania sig¢ $ruby prawoskretnej (od wektora

a do wektora p ) okresla zwrot wektora ¢ (rys.IIL5).

Ac=axhb

Rys.IIL.5.

Rézniczkujac wzor (I11.13) wzgledem czasu otrzymujemy nastgpujace réwnanie ruchu dla

wektora momentu pedu

dL L
dt~dr

= dp B
xpl+[Fx L1=[FxF] . (IIL.15)
dt
Tu uwzglednilismy, ze dp/dt= F (druga zasada Newtona), a iloczyn wektorowy
[dF /dt x p] =0, poniewaz wektor O =dF /dt = p/m jest réwnolegly do wektora pedu

—

D.
Wielkosé

M =[F X F] (IIL.16)

nazywamy momentem sity.
Po podstawieniu (I11.16) do wzoru (III.15) otrzymujemy réwnanie okreslajace zmiany

w czasie momentu pedu
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!

M . (111.17)

&

Roéwnanie (II1.17) jest podstawowym réwnaniem opisujacym ruch obrotowy i1 nazywa si¢
rownaniem ruchu obrotowego.

Ruch w polu sil centralnych
Sita centralng nazywamy taka site, ktora mozemy zapisa¢ w postaci

F=kF, (II1.18)

gdzie k= f(x,y,z) jest skalarna funkcja wspoOirzednych punktu, a wektor wodzacy 7
okresla potozenie punktu materialnego wzglgdem centrum sily centralnej. Przyktadem sity
centralnej jest sita grawitacyjna dziatajaca na Ziemie ze strony Stonca (centrum sity) oraz sita
Coulomba dziatajaca w atomie na tadunek elektryczny elektronu ze strony tadunku jadra
atomowego.

Dla sily centralnej tor punktu materialnego znajduje sie zawsze w plaszczyznie.
Udowodnimy to twierdzenie.

Najpierw ze wzoru (II1.16) wynika, ze jezeli sita dziatajaca na punkt materialny jest

sila centralna, to

—=klrxr :(),
7 [Fx7]

skad

L =const . (111.19)

A zatem moment pedu sily centralnej jest wielkos$cia zachowana

L =[F%p]=const . (I11.20)
Mnozac (I11.20) skalarnie przez 7 otrzymujemy

(LF)=0 . (I11.21)

Istotnie, wektor L =[F x pl, zgodnie z okresleniem iloczynu wektorowego, jest wektorem

prostopadtym do wektora wodzacego 7, czyli kat @ migdzy wektorem [ i wektorem 7 jest

rowny 90°. A zatem iloczyn skalarny (L [F) = ‘Z‘ [F| [80s90” = 0, poniewaz cos90° =0.
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Z okreslenia momentu pedu i iloczynu wektorowego wynika, ze wektor 7 jest zawsze
prostopadly do [ . Poniewaz, zgodnie z (II1.19) dla sit centralnych wektor 7, ma staly
kierunek, to wiec wektor 7(¢) bedzie zawsze znajdowal sie w ptaszczyznie prostopadiej do
wektora [ .

Prawa Keplera. Prawa rzadzace ruchem planet
Przykladem sily centralnej jak mowiliSmy wyzej jest sita grawitacyjna. Prawa, ktore

rzadza ruchem planet, ustanowit Kepler analizujac doswiadczalne dane dotyczace obserwacji

ruchu planet w latach 1609-1619. Te prawa mowia, ze:

1. Kazda planeta porusza sie po elipsie, w ktorej w jednym z ognisk znajduje sie

Stonce.
y A Elipsa nazywamy taka zamknigta krzywa na
M(x
D (x,4) ptaszczyznie, dla ktorej suma odlegtosci od
I r dwoch punktow F; i F,, ktore nazywamy
Z’b A 0 5 - ogniskami, do dowolnego punktu M jest
1 - - - X

k 2¢ ! wielkoscia stata (rys.I11.6):

c FM+F,M =2a . (111.22)
- 2a - Roéwnanie elipsy ma postaé:
2 2

Xy o

Rys.IIL.6. Elipsa a2 * - L (Il1.23)

2. Predkosc polowa wzgledem Stonca kazdej planety jest stala (oczywiscie dla roznych
planet predkosci polowe bedq rozne).
3. lloraz kwadratow okresow (T ) obiegu poszczegolnych planet i szescianow wielkiej

polosi (@) jest staly i dla wszystkich planet jednakowy

2

— =const . (I11.24)

3
a

Udowodnienie prawa pierwszego 1 trzeciego wymaga troch¢ zaawansowanej
matematyki. Udowodnienie prawa drugiego Keplera jest dos¢ proste.

Juz wiemy, ze w przypadku sily centralnej wektor momentu pedu 7, jest prostopadty
do ptaszczyzny, w ktorej znajduja si¢ wektory 7 i U. Predkos¢ liniowa U jest zwigzana z
predkoscia katowa wzorem (II1.9), a zatem dla warto$ci bezwzglednej wektora momentu pedu

otrzymujemy
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‘Z‘EL=rp=rmu=ma)Qr2 =m¢ 3 . (111.25)

Tu ¢ =d¢/dt = w - predkos¢ katowa.
Z uwzglednieniem wzoru (II1.25) prawo zachowania momentu pgdu dla sit

centralnych przyjmuje postac
L =mr*¢ = const . (I11.26)

Z prawa zachowania (II1.26) i wynika drugie prawo Keplera. Rozwazmy punkt materialny,
ktory za okres czasu ,f +dt przechodzi od punktu P do punktu Q (rys.IIL7). Jezeli dt jest

bardzo matym to pole powierzchni prostokatnego trojkata OPQ bedzie polem, ktore zakresla

wektor 7 w chwili dt . Pole tego trojkata wynosi:
1 1 :
do = E(OP) WPQ) = 5 r[r Bin(d¢)] -
Dla matych odcinkéw czasowych df, a zatem

matych katow d¢ mozemy skorzystaé ze

wzoru sin(d@) Ud¢ i zapisaé

do Dlr2d¢ .
2
Rys.IIL.7. ) )
Skad wynika, ze
do 1
—=— . (111.27)
dr 2

Wielko$¢ doj/dt nazywamy predkosciq polowq (albo wycinkowq, sektorowq).

Przez predkos¢ polowa wzor (I11.26) mozemy zapisa¢ w postaci

L=2m % =const . (IT1.28)

Ze wzoru (II1.28) wynika, ze dla sit centralnych, predkos¢ polowa (sektorowa) jest
wielkosciq statq (zachowang). Innymi stowy - wektor wodzacy punktu zakresla rowne pola w

tych samych odcinkach czasu.
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Nie wszystkie ciata niebieski poruszaja si¢ po elipsom. Na przyktad komety poruszaja
si¢ po hiperbole lub parabole (okreslenie tych krzywych podajemy nizej).
Jezeli catkowita energia ciala niebieskiego £ >0, to torem planety bedzie jedna z

gatezi hiperboli (rys.II1.8). W tym przypadku energia kinetyczna ciala jest wigksza niz
warto$¢ bezwzgledna jego energii potencjalng: 7' > |U | .
Hiperbolq nazywamy taka nie zamknigta krzywa na plaszczyznie, dla ktorej

bezwzgledna rdznica odlegtosci od dwoch punktow F, i F,, ktore nazywamy ogniskami, do

dowolnego punktu M jest wielkoscia stata (rys.IIL.8):

FM-F,M=2a (111.29)

Rys.II1.8. Hiperbola

2 2

Roéwnanie hiperboli ma postac:

1
—_

(111.30)

|39
@|‘<
o

W przypadku, gdy E =0 orbita ciala bedzie parabola (rys.I11.9). Parabolqg nazywamy
taka nie zamknigta krzywa na plaszczyznie, dla ktorej odlegtosci dowolnego punktu M od
punktu F, ktory nazywamy ogniskiem, i od prostej, ktéra nazywamy kierownicq, sa rbwne
siebie (rys.I1L.9):

FM = KM . (II1.31)

Roéwnanie paraboli ma postac:

y>=2px . (I11.32)
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Rys.II1.9. Parabola
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