Wyklad 9

Defekty sieci krystalicznej i fonony zlokalizowane

Dotychczas drgania sieci krystalicznej rozwazaliSmy zakladajac, ze krysztat jest
idealng krystalograficzng strukturg. Drgania w takiej idealnej sieci rozchodza si¢ w postaci fal
niethumionych harmonicznych. W rzeczywistym krysztale zawsze istnieje naruszenie
regularnos$ci rozktadu atoméw. Takie naruszenia okresowo$ci rozmieszczenia atomow w sieci
krystalicznej nazywamy defektami sieci krystalicznej.

Obecnos¢ w krysztale defektow sieci krystalicznej, powoduja pojawienie si¢ fal,
ktérych amplituda maleje wykladniczo w miar¢ oddalania si¢ od defektu. Takie
zlokalizowane przestrzennie fale nosza nazweg fononow zlokalizowanych. Jezeli defektami
sieci sg atomy domieszkowe to fonony zlokalizowane odpowiadajace tym defektom
nazywamy fononami domieszkowymi. Powierzchnie krysztatu sa réwniez makroskopowymi
defektami krysztatu i powoduja pojawienie si¢ fal, amplituda ktorych maleje jedynie w
kierunku prostopadtym do powierzchni krysztatu, ale w ptaszczyznach réwnolegtych do niej
pozostaje stata. Takie zlokalizowane fali przesunig¢ atomoOw noszg nazwe fononow
powierzchniowych.

Rozwazmy powstawanie fononow zlokalizowanych na przyktadzie *tancucha
jednoatomowego, zawierajacego, jako defekt, izotop pierwiastka podstawowego tworzacego
krysztat. Atom izotopu rdzni si¢ od pozostatych atomow tylko masg jadra, a zatem mozemy
uwazacé, ze wigzania sprezyste atomu domieszkowego z sgsiednimi atomami sg takie same,
jak wigzania migdzy atomami tworzacych krysztat. Niech atom izotopu o masie M zajmuje
wezel, pokrywajacy si¢ z poczatkiem uktadu wspétrzednych. Przyjmujac znow, ze
oddzialtywanie zachodzi tylko pomigdzy najblizszymi sgsiadami, zapiszmy rownania ruchu

dla sieci krystalicznej w postaci

Miiy = fO(u +u, - 2uy)

miiy = f Oy +ug - 2uy) O.1)

mii, = f O, tu, - 2u,) ,

Tu m - masa atomow, tworzacych krysztat; f* - stala sprezenia atomow.

91



Jako szczeg6lne rozwigzanie tego uktadu rownan poszukujemy rozwigzanie w postaci fal

tltumionych
u, (1) = u(0)De " (9.2)

Po podstawieniu (9.2) do uktadu réwnan (9.1) otrzymujemy dwa niezalezne réwnania na

niewiadome / i @

-w2:%§may-n, (9.32)
o= Lner e -2y (9.3b)
m

Eliminujagc w rownaniach (9.3) czestotliwo$¢ o *, przez podzielenie obu réwnan stronami,

otrzymujemy

2m el -1

Me'+e -2 S

Mnozac mianownik i licznik (9.4) przez ¢’ otrzymujemy

2m
el =1- — | 9.5
o ©9:5)

Biorgc pod uwage (9.5) ze wzoru (9.3) znajdujemy nastepujacy wzoér na czgsto$¢ drgan
thtumionych @ ,

4 fim _ 4 fin
MQ2m- M) m*-(m- M) -

2 _
w, =

(9.6)

Wykres zaleznosci @ ; od masy M atomu domieszkowego jest przedstawiony na rys.9.1. Z

tego rysunku wida¢, ze czgsto$¢ drgan domieszkowych @, jest zawsze wigksza od czgstosci

maksymalnej drgan tancucha jednoatomowego (M = m)

4f

wmax =
m

1 moze osiggac¢ bardzo duze wartosci jezeli M << m alb 2m> M >> m.
Jezeli M > 2m , to ze wzoru (9.6) znajdujemy, ze czgstos¢ @ , musi by¢ wielkoS$cia

zespolong, czyli
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0, = Rew,)- ilm@,)| . 9.7)

Po postawieniu (9.7) do (9.2) otrzymujemy
u, (t) = u(0)De ! "M@l pomiRe@ar (9.8)
Ze wzoru (9.8) wynika, ze atomy domieszkowy o masie M > 2m powodujg zanik drgan

zlokalizowanych (czynnik exp[-|Im(@ ,)|] we wzorze (9.8)) , a zatem atomy domieszkowe o
zbyt duzej masie nie sg zrédtem fononow zlokalizowanych.

\

oy /

Rys.9.1. Zalezno$¢ czestosci drgan domieszkowych od masy atomu domieszkowego

Uktad rownan (9.1) dopuszcza réwniez rozwigzania odpowiadajace zwyklym niegasngcym

falom — fononom.
Rozszerzalno$¢ cieplna cial stalych

W przyblizeniu harmonicznym $rednie potozenie drgajacego si¢ atomu pokrywa si¢ z
potozeniem rownowagi atomu. Jednak przy znacznych wychyleniach atomow, kiedy musimy
uwzgledni¢ anharmoniczne efekty drgan, srednie potozenia drgajacych si¢ atomow juz nie
pokrywajg si¢ z potozeniami rOwnowagi w temperaturze zera absolutnego. Takie przesunigcia
polozen $rednich obserwujemy jako rozszerzalno$¢ cieplng ciata.

Rozwazmy zjawisko rozszerzalno$ci cieplng na przyktadzie zespotu anharmoniczne

drgajacych si¢ atomow. Niech energia potencjalna atomu jest rowna
U= lﬂ Ix* - ly Ox* . (9.9)
2 3
Sita odpowiadajaca energii potencjalnej (9.9) wynosi
1Y

F=-—=-fOx+yx*. (9.10)
0x
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Ze wzoru (9.10) widzimy, ze jezeli x> 0, to (-f Ix)< 0, a (y Ox*)> 0. Natomiast, jezeli
x<0,to (-f Ox)>0 i (yOx*)> 0. Wystepuje wiec wyrazna asymetria sit po obu stronach
potozenia weztowego atomu.

Srednie wychylenie <x> atomu obliczymy korzystajac z rozktadu kanonicznego

0

IxDe_U”‘de

(x)= . (9.11)
Je-U/dex

-o

Zakladajac, Ze energia anharmoniczna jest matla w porOwnaniu z energia harmoniczna,

zapiszemy exp(-U/kT) w postaci

o UK 5 e-ﬁ32/2(1+ 3]yc_TX3) ) (9.12)

Po podstawieniu (9.12) do (9.11) otrzymujemy

0

J’xDe'U/dex I, + LI4

()= = : 3’;T , 9.13)
_[Qe'U/dex Iy+ %]3
gdzie
I, = Ix et dx (9.14)
i¢=p/2kT,

Ze wzoru (9.14) tatwo otrzymac, ze

(9.15)

Biorgc pod uwage, ze 1, = Jn /¢ , I, = I5 = 0 ikorzystajgc ze wzoru (9.15) znajdujemy

yyc“qu i
L ©.16)
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Ze wzoru (9.16) wynika, ze przesuni¢cie potozenia sredniego atomu od polozenia wezla sieci
jest wprost proporcjonalne do temperatury 7' ciata, oraz do wspotczynnika anharmonicznosci
V' drgan. Wptyw sit harmonicznych (wspotczynnik f ) na <x> jest odwrotny niz wplyw sit
anharmonicznych.

Zaktadaja, ze zmiana dlugos$ci tancucha jednoatomowego, zawierajagcego N atomow,

wskutek rozszerzalnos$ci cieplnej wynosi
M= N{x) | (9.17)

wprowadzmy wspotczynnik rozszerzalnos$ci liniowej probki

Ay lk
)= 2f-
IT alB* -

(9.18)

Tu a - stala sieci. Wzor (9.18) stosuje si¢ do dos§wiadczalnego oszacowania wspotczynnika

anharmoniczno$ci / .
Solitony w krysztale anharmonicznym

W przypadku drgan anharmonicznych w krysztale moga powsta¢ nowe kolektywne
wzbudzenia, ktoére nosza nazwe solitonow. Rozwazmy powstawanie solitonéw w krysztatach
na przyktadzie jednowymiarowego fancucha.

W przyblizeniu harmonicznym, zaktadajac, ze w tancuchu oddziatujg wylacznie

najblizsi sgsiedzi, rownania ruchu majg postac¢
mii, = f O, -wu,)- fUu,-u,), (9.19)

Chcac uogdlni¢ rownania ruchu krysztalu jednowymiarowego na przypadek anharmoniczny

zapiszmy réwnanie (9.19) w postaci

mii, = '€ ,.)-9"C,), (9.20)
Tu
Iiy= 06D
9 (¢)= T 9.21)

a # ({,) safunkcje wzglednych wychylen atomow
g(n+l = un+1 - un ’ (922)

En = un - un-l s (923)
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z ktorych sklada si¢ energia potencjalna krysztalu
U=y 4¢, . (9.24)

W przypadku niezbyt duzych wzglednych przesunie¢ mozemy przyjac, ze
1
$ ()09 " (0) + > "0) 2. (9.25)

Tu ¢ "(0) i ¢ ”(0) sa pochodnymi odpowiedniego rzedu wzgledem zmiennej ¢ .
O przyblizeniu (9.25) méwimy, ze uwzglednia ono wyrazy anharmoniczne trzeciego
rzedu. Po podstawieniu (9.25) do (9.20) otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan, opisujacy

ruchy anharmoniczne tancuchu jednoatomowego
. 1
mii, = ¢ "(0)0¢ ., - &) 59 TO)OE ., -8 (9.26)

Rozwazmy teraz rozwigzanie ukladu réwnan (9.26) w przyblizeniu dtugich fal, czyli
fal dla ktorych 1 >> a, gdzie @ - odlegtos¢ miedzy najblizszymi sasiadami. Poniewaz w tym

przyblizeniu naturalna miara nieciggtosci sieci jest mata, wigc bedziemy =zaktadali, ze
,WspoOtrzedna” atomu 7, jest ciggla zmienng, natomiast dyskretne pole wychylen u,

zamieniamy na pole ciagle u(7). Dzieki temu zaloZeniu mozemy zamienié¢ wszystkie funkcji

argumentu dyskretnego 7 na funkcji zmiennej ciaglej oraz uzy¢ szeregow potegowych.

Rozwiniemy teraz ciagla funkcje u,,., = u(x,,,) = u(x') w szereg w otoczeniu punktu X, = x
- / / 1 / 2 1 / 3 1 / 4
e 0G) D), (- 0+ S, (07 S (- 0T (- 9 0.27)

Tuu,,u,,u iu, sgpochodnymi odpowiedniego rzgdu wzgledem wspotrzednej X .

Biorac pod uwage, ze x' - x= x,,, - x,=a i u(x)= u(x,)= u,, ze wzoru (9.27)

otrzymujemy
1, 1 |
£n+1 - un+1 - un D aDux * Ea uxx * _'a uxxx * _'a uxxxx' (928)
Skad, pozostawiajac pierwsze nie znikajace wyrazy, mamy
$2, 0@+ a’uu,,. (9.29)

W podobny sposéb znajdujemy
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un—l D un ¥ ux(xn-l - x”)+ %um(xn-l - xn)2 * l xxx('xn-l - 'xn)3 * l ,\:mx(xn-l - xn)4 . (930)

3! 41
Uwzgledniajac, ze X,., - X, = ~a, ze wzoru (9.30) otrzymujemy

§ tu-u  Oalu - +aiu_+1 - —
- U, - u,, alu, 2(1 u. 3'61 u.. 4'Cl U o -

Skad, pozostawiajac pierwsze nie znikajace wyrazy, mamy
$20a*ul-a’uu,,.

Po podstawieniu wzoréw (9.28) - (9.30) do wzoru (9.26) otrzymujemy

mii = a’ " (0) Ou,, + éazu )@ O,

XXXX

Wprowadzajac oznaczenia

4 2
a a

3
250y g, /\2:_“_///0,
ot 0= s m¢()

2
a
2 - / 2 _
s = _¢ (0) 5 B =
m
otrzymujemy roOwnanie znane w teorii fal nieliniowych jako rownanie Boussinesqa

azu:S202u+Bzd4u_A20_u&.
01> dx? Ix? dx 0x>

(9.31)

(9.32)

(9.33)

(9.34)

(9.35)

Znajdziemy teraz stacjonarne rozwigzanie rownania (9.35), szukajac rozwigzania w postaci

fali (rys. 9.2a)
u=u(x-re
z nastgpujacymi warunkami brzegowymi

u(-0)zu,, u(e)z 0

Biorgc pod uwage, ze 0 2u/() t* = V’u_,, z rownania Boussinesqa (9.35) znajdujemy

u . -0 uu -pfu, =0

XXXX XX b

gdziea =N/B,p=¥>-s>)/B.

Calkujac teraz réwnanie (9.38) po X otrzymujemy

u. - Ea *u’- Bu, = C, = const.
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Wybierzemy statg catkowania C|, tak aby wszystkie pochodne po X szukanej funkcji znikaty

w nieskonczonosci. Wowczas, ze wzoru (9.39) mamy C, = 0. Pomnozmy (9.39) przez u,,

du 1 , ,du du

X Tyl - = 0. 9.40
L L Bu, I (9.40)
i |* el
4\‘\' """ by i ‘_l.
= A x— :
(a) (b)

Rys.9.2. (a) - Profil przemieszczen w fali u(x - V). (b) — Rozklad deformacji w solitonie

Catkujac rownanie (9.40) po X otrzymujemy

1 2 1 2.3 1 2
—u- - —0"u-—PFu:=C, = const. 9.41
2 xx 6 x 2/3 X 2 ( )

Na mocy warunkéw granicznych znajdujemy, ze C, = 0.

Wprowadzmy parametr deformacji krysztatu jednowymiarowego
£ = —. (9.42)

Wtedy u,, = d¢/dx iz rownania (9.41) otrzymujemy

2
Hd—EH -1 6°-Be*=0. (9.43)
Odx] 3
Z réwnania (9.43) znajdujemy
de _a 38

— = = et = . (9.44)

dx 3 a’

Oznaczajac ¢, = 3p Ja?, po scalkowaniu rownania (9.44) otrzymujemy
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j—=a—x+ G | (9.45)
efete, 3

Korzystajac z tablic catek

J'x\/ax+b \/Z V' b

otrzymujemy
d 5,00 e I
£ =Stz Doth Oy |2 (x- x,)0- 1T (9.46)
e § g2l i
Tu x, = - C3\/a /3 nowa stata catkowania.
Korzystajac z tozsamosci
sch’y=1-th’y ,
i biorgc pod uwage, ze €, = 3 Ja?, réwnanie (9.46) mozemy zapisa¢ w postaci
_ du _
-¢ , Osch? —\/_ B (x- xo) (9.47)
S H H

Wykres zaleznosci € (X) jest przedstawiony na rys. 9.2b.

Ze wzoru (9.47) wynika, Ze rozwigzanie istnieje tylko dla f > 0, czyli dla V > s.
Wiec otrzymaliSmy, ze jezeli V > s, to wzdluz krysztalu moze przemieszczaé si¢ z
predkoscig V' lokalna kompresja w postaci ,,schodka” (zwanego takze kinkiem), nie ulegajac
przy tym modyfikacji. Takie lokalne zaburzenia przemieszczajacy si¢ w krysztale bez
thumienia noszg nazwe solitonow.

Krysztaly kwantowe
Anharmonizm drgan sieci krystalicznej moze przejawia¢ si¢ nie tylko przy wysokich
temperaturach, ale rowniez przy niskich temperaturach w tak zwanych krysztatach

kwantowych. Z mechaniki kwantowej wynika, Zze nawet w temperaturze bezwzglednego zera

istnieja drgania atomoéw sieci krystalicznej, ktére nazywamy drganiami zerowymi. Dla
wiekszosci krysztatow amplituda drgan zerowych (#,) jest znacznie mniejsza niz stata sieci (

a), czyli (N = u,/a << 1). Istnieja jednak krysztaty dla ktorych amplituda drgan zerowych
jest rzedu statej sieci. Sa to przede wszystkim krysztaty wodoru i helu. Krysztaty dla ktorych

amplituda drgan zerowych jest wielkoscig rzedu statej sieci, nosza nazwe krysztatlow
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kwantowych. Poniewaz w przypadku krysztalu kwantowego samo pojecie sieci krystalicznej
jest problematyczne, de Boer zaproponowal przy rozwazaniu zagadnief, zwigzanych z
krysztatami kwantowymi, uzywa¢ bezwymiarowego parametru, ktory teraz nazywaja

parametrem de Boera

h

Ng= )
0 Nme

(9.48)

Tu M - masa atomu, parametry 0 1 ¢ sg parametry charakteryzujace oddziatywanie miedzy
atomami, potencjalna funkcja ktorego, jak wynika z doswiadczen, dobrze opisuje potencjat

Lennarda — Jonesa
12 6
U= 4 0%t 3207,
org Or(

W przypadku ciat krystalicznych parametr de Boera A , jest wielkoscig tego samego rzedu co

i parametr A = u,/a. Ze wzoru (9.48) wynika, ze warto$¢ A , roénie, gdy maleje masa atomu
i gdy malejg stale oddziatywania. Dla krysztalbw zbudowanych z atoméw gazéow

szlachetnych warto$ci parametru de Boera A , wynosza

He *He H, D, Ne Ar Kr Xe
0,48 043 0,28 020 0,09 0,03 0,02 001"

Widzimy wigc, ze krysztatlom helu 1 wodoru odpowiadaja duze wartosci drgan zerowych, a
zatem sg to krysztaly kwantowe. Natomiast krysztaly neonu, argonu, kryptonu i ksenonu
mozemy rozwazac jako zwykte krysztaly.

Opisujac stan podstawowy (przy T = 0) zwyklego krysztatu zaktadamy, ze w kazdy
atom ma okreslone polozenie rownowagi w sieci krystalicznej. W przypadku krysztatu
kwantowego, duze drgania zerowe atomu powoduja, ze prawdopodobienstwo znalezienia
atomu w okreslonym wezle (przy 7 = 0) jest mniejsze, niz 1. Skutkiem tego jest to, ze w
krysztale kwantowym nawet przy 7 = 0 liczba weztow N, sieci krystalicznej jest wigksza od
liczby atoméw N w krysztale. Przy T = 0 wszystkie cieplne ruchy klasyczne atomow sg
,zamrozone”, a zatem istniejace wakanse, a réwniez same atomy w sieci krysztalow
kwantowych moga przemieszcza¢ si¢ w krysztale wskutek tunelowania kwantowego.
Spowodowang przez tunelowanie nadwyzke liczby weztow sieci krystalicznej nad liczba
atomow, tworzacych krysztat kwantowy, nazywaja dylatacjq kwantowq. Istnienie dylatacji

kwantowej w stanie podstawowym okazuje znaczny wplyw na dynamiczne witasciwosci
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krysztalow kwantowych. W przypadku zwyktego krysztalu zawierajacego jeden atom w
komorce elementarnej istnieje trzy galezi akustyczne drgan. Dodatkowe stopni swobody
atomow, zwigzane z tunelowaniem powoduja, ze w krysztale kwantowym powstaje jeszcze
jedna, czwarta gataz. Wszystkie gatezie drgan majg liniowe prawa dyspersji: & (k) = s, (lg) Uk

(i=1234). Trzy z czterech galezi opisujg zmodyfikowane drgania sieci krysztalu
kwantowego. Natomiast czwarta gataz okresla oscylacji dylatacji kwantowej, czyli oscylacji

gestosci krysztatu.
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