Wyklad 8

Wspolrzedne normalne drgan krysztalu
W przyblizeniu harmonicznym drgania sieci krystalicznej tworza fale ptaskie, ktorych
czesto$¢ jest zwigzana z wektorem kwazifalowym f zaleznoécig dyspersyjng o (l;) .
Oczywiscie drgania harmoniczne, okreslone funkcjami wychylen atoméw # ;(?), nie opisuja
ogolnego ruchu atomoéw w krysztale. Dla tego, zeby opisa¢ ogolny ruch atoméw w krysztale
wprowadzmy zamiast zmiennych @ ; ()= i(7,t) nowe uogdlnione zmienne O, (f), ktore

nosza nazwe¢ wspotrzednych normalnych drgan sieci:
u(n,t) = #Z Q,; (£) ™7™ _ (8.1)
,lmsN %

Tu wektor 7(1) = 7; okre$la potozenie rownowagi atomu S w / - tej komorce elementarne;.

Dla uproszczenia rozwazmy zndéw tancuch sktadajacy a jednakowych atomow. Wtedy

przeksztatcenie (8.1) przyjmuje postaé

0, (1) - ﬁi 0, (e 8.2)

Tu N - liczba atomow.

Poniewaz wychylenia atoméw sa opisywane za pomocg funkcji rzeczywistych,

u,(t) = u,(t), wspolrzedne normalne O, () powinny spetnia¢ warunek

0.,1= 0, . (8.3)
Biorac pod uwage (8.2) otrzymujemy nastgpujacy wzor na energi¢ kinetyczng fancucha

SO ﬁz } 0,00, e (8.4)

Rozwazmy najpierw w (8.4) sumowanie wzgledem wskaznika 7 . Poniewaz

1 _ eian

1
NL TN

uwzgledniajac, ze k= 2tm/Na i k' = 21m'/Na , znajdujemy:
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- / et —  _=-p¢ A —
q—k‘l'k 0 l_eiqa i2n(m+m’) ,
l1-e N
) 1_ eian O
:k+k/:() e'? — = —
1- " 0

Korzystajac z reguty de 1’Hospitala dla ¢ = k+ k' = 0 mamy

i (1 _ eian)

1 dq _
i hng d =
Nq—fa'm

Z prowadzonej analizy wynika, ze w (8.4) beda nie zerowe tylko wyrazy dla ktorych k' = - k.

Ostatecznie otrzymujemy

1o dO, () dO; (1)
22 -

_ l . . _
- 22 0, (0., (1) &

Tu skorzystaliSmy z wtasnosci wspotrzednych normalnych (8.3).

(8.5)

Przeksztalcimy teraz wyrazenie na energi¢ potencjalng drgan harmonicznych tancucha,

biorac pod uwage wzor (8.2)
_/ ) >
- 3 Zn (un u, 1)
- f Z Qk (t)Qk/ (t)z [ t(k+k Yan _ 2 -iak’ ei(k+k Yan + ei(k+k )Dz(n-l)]
mN £
Wykonujac sumowanie wzgledem wskaznika 7 otrzymujemy
- L0y 000,00 )
m
Uwzgledniajac wzor (8.3), zapiszmy (8.7) w rownowaznej postaci
- f D 0 _ lak _ _-iak
™ Z O (D0, (1)(2-e™ -e™) .
Dla fancuchu jednoatomowego zaleznos¢ dyspersyjna drgan harmonicznych ma posta¢
w>(k)= z[1- cos(ak)] = 1(2- e - ey
m m

Bioragc pod uwage (8.9) ostatecznie znajdujemy

83

(8.6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)



_ l 2 i
"3 DZ 0~ (k) IQ, (N9, (©) . (8.10)
Korzystajac ze wzorow (8.5) oraz (8.10) dla funkcji Lagrange’a mamy
L=T-U>= %Z [0,(00; - 0 ()00, ()0 (1] . (8.11)

Wykazalismy, wiec, ze funkcje Lagrange’a drgan harmonicznych sieci krystalicznej mozemy
przedstawi¢ jako sume sktadnikéw odnoszacych si¢ do kazdej ze wspotrzednych normalnych.
Ze wzoru (8.11) tatwo otrzymac¢ réwnania ruchu dla kazdej uogdlnionej wspotrzedne;j

d L L aﬂQk+

Go 10, dr’

T st 19

Rownanie (8.12) jest rOwnaniem oscylatora harmonicznego o czestosci @ (k) .

Wprowadzmy z kolei ped uogdlniony P, sprezony do wspotrzednej normalnej O,

_ 0L
Pk-an O . (8.13)

Biorac pod uwage (8.13), funkcj¢ Hamiltona mozemy zapisa¢ nastepujaco:

H=Tr U=y (B[ 0 w0l . (8.14)

Widzimy, ze funkcj¢ Hamiltona takze mozemy przedstawi¢ w postaci funkcji Hamiltona
niezaleznych oscylatoréw harmonicznych z masami rownymi jednosci i czesto$ciami @ (k) .
We wzorach (8.11) i (8.14) uogdlnione wspotrzedne O, i uogolnione pedy P sa
wielkosciami zespolonymi. Zazwyczaj funkcje Hamiltona 1 Lagrange’a zapisywane sg za
pomoca rzeczywistych uogolnionych wspotrzednych i pedow. Przejscie do rzeczywistych

funkcji Lagrange’a i Hamiltona tatwo wykona¢ za pomoca nastepujacego przeksztalcenia

10 i [
O, = Eka tx, 1t w_(pk - p—k)% , (8.15a)

k
_ 1 .
p, = E{m t oo (x, - x ), (8.15b)

gdzie X; 1 p; sa rzeczywistymi wspotrzednymi normalnymi 1 sprezonymi z nimi pgdami

uogolnionymi p; = dx, /dt .
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Ze wzorow (8.15) znajdujemy

> 110 1 i
0, = —0x) + 2x,x , + X2+ —(pp - 2P Pt POOD (8.16a)
4n il 0
> 1
AR Z[Pi F2ppat PR 0l 25kt )] (8.16b)

Po wstawieniu wzorow (8.15) do (8.14) i biorac pod uwage, ze ¥ , = @ _; otrzymujemy
_ 1 2 2 2
L RERGE

1¢c 1
- "5 2[pk tphitw (xk R _Z (pi o 0x}) . (8.17)

WykazaliSmy wiec, ze energia drgan sieci jednowymiarowej jest suma energii N
niezaleznych oscylatoréw harmonicznych o czgstotliwosciach @ ,. Kazdy z oscylatoréw

reprezentuje drgania calego krysztalu, a nie pojedynczego atomu. Drgania te nosza nazwe
drgan normalnych.
W przypadku drgan krysztatu tréojwymiarowego funkcja Hamiltona w przyblizeniu

harmonicznym ma postac
1 - - -
H =2 [pi (k) +a; ()0 ()] (8.18)
ka
Tu wskaznik 0 okresla odpowiednig galaz drgan sieci krystalicznej, a @, (];) jest zaleznos$cia
dyspersyjng 0 galezi.
Kwantowanie drgan sieci krystalicznej
Dotychczas drgania sieci krystalicznej rozwazaliSmy korzystajac z mechaniki
klasycznej. Istniejg jednak problemy, w ktérych rozwazanie kwantowe staje si¢ niezbedne.
Naleza do tych problemow zagadnienia natury oporu elektrycznego, nadprzewodnictwa,

zjawiska optyczne i inne. Przejscie do opisu kwantowego drgan sieci krystalicznej zaczniemy

od funkcji Hamiltona

Z (pi + 05x;) (8.19)
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zapisang za pomoca kanoniczne sprz¢zonych wspolrzednych uogélnionych X, 1 pedow
uogo6lnionych p, . Zgodnie z podstawowa zasada mechaniki kwantowej funkcje Hamiltona

nalezy traktowaé jako operator, w ktérym zmienne X; 1 p, nalezy zamieni¢ na operatory

spetniajace nastepujace reguty komutacyjne:
(X, D, 1= ind ., | (8.20a)
(X0, %, 1= [P P17 0 . (8.20b)

. , A .oA , A . A%
Zamiast operatoréw X, i p, wprowadzmy nowe operatory d; i a,

Xy = 2wk(ak+ak)’ D=1 zk(ak_ak)' (8.21)

Sens wprowadzenia tych nowych operatorow bedzie jasny pdzne;j.

Korzystajac z (8.21) przeksztatlcimy hamiltonian (8.19)
yo ] (Az_l_szz_l B Aost L At
= EZ P P X )= EZ W, (aa; taga;). (8.22)

Biorgc pod uwage reguty (8.20) latwo udowodnié, nastgpujace reguty komutacyjne dla

nowych operatoréw 4, i a,
[a,,a,1= 0, , (8.23a)

[4,,a,1=0,  [a,,a']=0 (8.23b)

k/

Korzystajac ze wzoru (8.23a) zapiszmy wzor (8.22) w postaci
A A 1
H = Z ho  (a,a, + E) (8.24)

Wprowadzone operatory d, i @, s3 tak zwane operatory anihilacji i kreacji fononow.

Jak wiadomo z mechaniki kwantowej, operatory anihilacji i kreacji czastek sg podstawowymi

operatorami w przedstawieniu zwanym przedstawieniem drugiego kwantowania. W tym

przedstawieniu funkcje falowe ¢ (n,,n,,...,n,,...,1) zaleza nie od wspotrzednych czastek, a

2

od liczb obsadzen wiasnych stanéw Hamiltonianu uktadu. Wielko$¢ |¢l (n,n,,...,0,,...,1)
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okresla prawdopodobienstwo tego, ze w chwili # na poziomie energetycznym E,, znajduje si¢
n, czastek, na poziomie E, - n, czgstek i tak dale;j.

Operatory anihilacji i kreacji @, i a4, dzialaja na funkcje ¥ (n,,71,,...,7;,...,t) W

nastgpujacy sposob
ay (n,ny,...n,.,..)= \/ZD/J (n,,n,y,...,n, = 1,...) , (8.25a)
ay (n,ny,...,ng,...)= Jn, + LW (n,ny,...,n, + 1,...) . (8.25b)

Widzimy, ze operator anihilacji zmniejsza liczbe czastek w stanie £, o jedynke, natomiast
operator kreacji zwieksza liczbe czgstek w stanie £, o jedynke. Ze wzorow (8.25)

otrzymujemy, ze dziatanie operatora @, d, nie zmienia liczby czastek w stanie E,
a,ay (n,ny,...,n.,...)= n, W (n,ny,...,n,,...) . (8.26)
Ze wzoru (8.26) wynika, ze funkcje ¥ (n,,n,,...,n,,...,1) sg wlasnymi funkcjami operatora

- A+ A . . y . . . . ’ . r
n, = da,a, , natomiast jego wartoSciami wlasnymi sg liczby obsadzeh 7, pozioméw E, .

Hamiltonian (8.24) mozemy zapisa¢ przez operator liczby fononéw 7, = @, @, w postaci
~ ~ 1
A - Z o G+ ). (8.27)

Wiasne wartosci — poziomy energetyczne oscylatora harmonicznego o czgstosci @, , okresla

dobrze znany wzor
A 1
HI =ZEkWY =Zhwk(nk+5)ﬂﬂ . (8.28)

Z poréwnania wzorow (8.27) 1 (8.28) przekonamy si¢ o stusznosci (8.26).

Bioragc pod uwage wzory (8.15) tatwo wyrazi¢ operatory, odpowiadajace

wspotrzednym normalnym O, przez operatory anihilacji i kreacji 4, i a,

A /Zh . n
O, = w_ Ua, +ay) . (8.29)
k

Postugujac si¢ wzorami (8.29) oraz (8.2) tatwo wyrazi¢ operator wychylenia #,(f) przez

o) . At
operatory @, 1 a,
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A 2h 1 A A+ ikaln
)= [—y —— + e™
i, (t) ,/mNZ r)k(ak a’,)le™ (8.30)

Z hamiltonianu (8.24) oraz regut komutacyjnych (8.23) wynikajg proste réwnania ruchu dla

, ~ . At
operatorow a, i a,

da i~ . ot A . A
Ttk: %[Haak]: i laca,,a.]= -iw,a, , (8.31)
d’\]z _ l Y At At A At 9o . At
_t_ %[H,ak]' iw,la,a,,a, 1= 1w ,a, . (8.31b)

Ze wzoréw (8.31) wynika jawna zalezno$¢ operatordw 4 i a; od czasu
a,(t)= a,(0yle ™ | a, (t)= a, (0)0e™ . (8.32)

Wyzej otrzymane wzory tatwo uog6lni¢ na przypadek drgan sieci trojwymiarowej — musimy
wszedzie zamienié liczby falowe k na wektory falowe f .

Jezeli zapiszemy energi¢ drgan sieci krystalicznej w postaci

E=Ey+ Y n Oho (k) (8.33)

k

to latwo zauwazy¢, ze stan wzbudzonej sieci krystalicznej mozemy uwaza¢ za stan
doskonatego (bez oddziatywan) gazu kwaziczastek — fononow. Na podstawie zasady de

Brogle’a ruch fononu mozemy scharakteryzowac za pomocg predkosci grupowe;j

je e (8.34)
0k '
oraz kwazipedu
p= k. (8.35)

Stan podstawowy idealnego gazu fonondw nazywamy proznig fononowq. Fizyczne wlasnosci

prézni fononowej przejawiaja si¢ w istnieniu drgan zerowych, ktorych energia wynosi

Ey= =Y ha (k) (8.36)

N | —

W przyblizeniu harmonicznym fonony sa nie oddzialujacymi kwaziczastkami. Gdy

uwzglednimy anharmonizm drgan sieci krystalicznej, gaz fononoéw przestaje¢ by¢ gazem
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doskonatym. Aby jakosciowo wyjasni¢ role anharmonizmu, zapiszemy funkcje potencjalng

tancuchu jednowymiarowego z doktadno$cia do wyrazu trzeciego stopnia
U=U +lz f(n,n yu,u +l g(n,n' ,n" Y u u 837
ot Qg Sl ey ) BRI (8:37)

Korzystajac ze wzoru (8.30), zapiszmy operator anharmoniczno$ci w (8.37) przez operatory

a,ia,
- / I
= 3 gn,n',n Ju,u u
*n,n ,n//
3/2
1 H 2h H 1 . /1 Y/
- / /I ia(knt k'n"+ k"n") o A At A At ~ At
- A, Z g(”)” 7n ) Z € (ak * a'k)(ak/ + a_k/ )(ak// + a_k/’)
3|Dm D 0’ e k" ﬂw kw k/w &
(8.38)
Oznaczajac
3/2
1 HZhH . YN
/ /N = / /I knt k k
V(kk' k"= —[0=— Z g(n,n' 0"yt k) (8.39)
3'ND m ] W
zapiszmy wzor (8.38) w postaci
- 1 / /!
anh ~ 5 g(l’l,n »H )unun/un’/
*n,n ,n/’
/ /
1 VUK K'Y o o oo e a e e e
= (a,a,a_,taa  a,ta,a,a,taa a,
/N B ,U.) 00 k k k' Tk k' Tk k
k,k" k kW W
At A At At A+ A A A A At A4 At _
ta,a,a , ta,a, a,taa.a,ta,a a,)
1 Vik,k' k")
( A A At A AY A+ AA n At
3a,a,a ,, t3aaa,, taa,a, tasgal,al,) | (8.40)

S = (
N k,kZ,k/ ﬂa) kw k/w &

Ze wzoru (8.40) wida¢, ze operator U,, rzeczywiscie jest operatorem oddzialywania

anh

fonondéw. Poszczegdlne sktadniki w (8.40) znajduja prosta interpretacj¢: na przyktad, czion

A

a,a k/af . opisuje proces zniknigcia dwu fononéw o kwazipedach #ik 1 hik’, oraz utworzenie
fononu o kwazipedzie (- 7k”). Sktadnik @,4d,d, opisuje proces znikniecia trzech fononow
o kwazipedach %k, nk’ i nk”, natomiast sktadnik @.,d’, a’, opisuje proces kreacji trzech

fononow o kwazipedach (- 7k), (-hk') i (-nk").

89



W przypadku drgan sieci trojwymiarowej musimy we wzorze (8.40) liczby falowe &

zamieni¢ na wektory falowe &

3 Vik,k' k")
JN kkzk/ Jo (6o (k' (k)

Uanh . a gt &1;&.,; a). (8.41)

W (8.41) zaniedbali$my sktadniki okreslajace anihilacje i1 kreacje trzech fonondw, poniewaz
te sktadniki dajg wklad tylko w wyzszych przyblizeniach teorii zaburzen.

Kwazipedy fononow sg okre$lone z doktadno$cig do wektora g, gdzie g - wektor
sieci odwrotnej. W zwiazku z tym kwazipedy fonondéw #k, hk' i hk” w procesach

trojfononowych musza spetnia¢ warunek
k+k'+k"=G . (8.42)

Procesy oddziatywania dla ktorych ¢ = 0 nazywamy procesami normalnymi (albo N
procesami). Sa to zwykle najczescie] wystepujace procesy. Gdy natomiast we wzorze (8.42)
g * 0 oddzialywanie nazywa si¢ procesem z przerzutem (albo U procesem, od niemeckiego
wyrazenia Umklapprozesse, wprowadzonego przez Rudolfa Peierlsa w 1927 r.) Procesy N 1

U ilustruje rys. 8.1.

a b

Rys.8.1. Proces normalny (a) i z przerzutem (b)
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