Wyklad 7

Warunki graniczne Borna-Karmana

W krysztale nieskoficzonych wymiaréw nie istnieje zadnych ograniczen na warto$¢ i
kierunek wektora falowego k , znajdujacego sic w pierwszej strefie Brillouina. Rzeczywisty
krysztal zawsze ma swobodne powierzchnie, ograniczajace krysztal. Powstaje wiec problem:
w jaki sposob modyfikuja si¢ w przypadku krysztatdéw rzeczywistych wyniki, otrzymane dla
krysztalow nieskonczonych wymiarow. W fizyce ciata stalego istnieje pewna metoda
matematyczna, ktora dobrze sobie radzi z tym problemem, chociaz niestety nie jest ta metoda
$ci$le uzasadniona. Metoda ta nosi nazwe okresowych lub granicznych warunkow Borna —
Karmana.

Rozwazmy najpierw ta metod¢e na przyktadzie ,krysztalu” jednowymiarowego,
sktadajacym si¢ z L komorek elementarnych. Warunek graniczny Borna — Karmana wymaga,

zeby funkcja falowa stanu spetniata rownanie
g (xt La)=¢ (%) . (7.1)

Tu @ zndw jest okresem sieci rzeczywistej jednowymiarowe;.

Zgodnie ze wzorem (6.39) mamy
U (x+ La)= ™™y (x) . (7.2)
Z porownania wzordéw (7.1) 1 (7.2) wynika, ze
etz 1. (7.3)

Skad otrzymujemy nast¢pujace ograniczenia na liczbe falowa &

k=2nm DmL . (7.4)
La

Tu m jest liczbg catkowitg: m= 0, 1,12,...
W obszarze pierwszej strefy Brillouina liczby falowe k& leza w przedziale, okreslonym
wzorem (6.42). Po podstawieniu (7.4) do (6.42) znajdujemy, ze liczby catkowite 7, lezace w

przedziale

: (7.5)

o | b
N |~
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beda okreslaty wszystkie mozliwe wartosci liczby falowej & .
W przypadku trojwymiarowym postepujemy w sposéb podobny, a mianowicie

przyjmujemy, ze krysztat jest okresowy w trzech wymiarach

b+ La)=y (), (7.6a)
bt La)=4 (), (7.6b)
b+ Lyay) =y (r) . (7.6¢)

Tu 4,,a,,d; s3 podstawowe wektory komorki elementarnej sieci rzeczywistej,

N =L, x L,x Ly -liczba komérek elementarnych w krysztale.

Z twierdzenia Blocha wynika, ze

Y (F+ La,)= ey (F) (7.7a)
Y (F+ La,)= "y (7) (7.7b)
U F+ Ld,) = "5y () . (7.7¢)

Z poréwnania wzorow (7.6) i (7.7) otrzymujemy

el = 1 (7.8a)
M = (7.8b)
b = ] . (7.8¢)

Latwo sprawdzi¢, ze tozsamosci (7.8) moga byé spetione tylko dla wektorow falowych k

postaci

k:k15+k22+k33:—1+—2+—3. (7.9)

Tu m;,m,,m; sg liczbami catkowitymi, a wektory 151,52,53 sa wektorami podstawowymi
sieci odwrotne;.
Mozliwe wektory falowe k leza w pierwszej strefie Brillouina, a zatem, zgodnie z

regutg konstruowania pierwszej strefy Brillouina

(7.102)
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_%< kZ:”L”_jg%, (7.10b)
—%<k3=nz—jﬁé. (7.10c)
Stad znajdujemy, ze liczby catkowite m,,m,,m; , lezace w przedziatach
-%<m1S%, (7.11a)
_%mﬂz_L_zz, (7.11b)
%< m, < % ’ (7.11c)

beda okreslaty wszystkie, roznigce si¢ od siebie wartosci zredukowanego wektora falowego k
. Wiec w odroznieniu od krysztalu nieskonczonego, krysztal skonczonych wymiarow ma
dyskretne wartosci sktadowych wektora falowego f .

Liczba ,,dozwolonych” wektorow falowych k wynosi N = L, X L, X L, a zatem jest
doktadnie réowna liczbie komoérek w calym makroskopowym krysztale. W rzeczywistosci
liczba N jest bardzo duza liczba, a zatem zbior ,,dozwolonych” wektoréow falowych t w

pierwszej strefie Brillouina jest na tyle gesty, ze mozna go uwaza¢ za prawie ciagly. W

dalszych rozwazaniach bedziemy czesto wykorzystywa¢ wilasno$¢ kwaziciaglosci rozktadu
wektorow falowych k, zamieniajagc sumowanie dowolnej funkcji f (/}) po wartosciach

wektora t na catkowanie

] 1= o[ 1ok (1.12)

gdzie V' - objetos¢ krysztatu, a catkowanie przebiega po objgtosci pierwszej strefy Brillouina.
Zauwazmy, ze przy f (l;) = 1, ze wzoru (7.12) otrzymujemy juz wiadomy wynik: liczba

niezaleznych wartoéci wektora falowego k jest rowna liczbie komorek elementarnych w

krysztale




Tu V¥, - objetosé komorki elementarne;.
Fonony i drgania sieci krystalicznej

Ze wzgledu na duza réznice w masach elektronéw 1 jader, ruch jader atomowych w
ciele statym jest znacznie wolniejszy niz ruch elektronéw. Dzigki tej rdéznicy mozna w
dobrym przyblizeniu rozwaza¢ ruch elektronow w elektrostatycznym polu jader atomowych,
zaktadajac, ze jadra sa nieruchome. Analogicznie, ruch jader atomowych — drgania,
reorientacje, dyfuzje w ciele stalym, mozna rozwaza¢ w ogoéle nie zwracajac uwagi na ruch
elektronéw. To przyblizenie po raz pierwszy udowodnili Born i Oppenheimer i nosi ono
nazwe przyblizenia adiabatycznego.

Cieplo wilasciwe, rozszerzalno$¢ termiczna, przewodnictwo cieplne i szereg innych

wlasciwosci fizyczny ciala stalego zwigzane sg z ruchem cieplnym jader atomowych.
Drgania harmoniczne sieci krystalicznej
Oznaczmy wychylenia z potozenia réwnowagi § - go atomu w [/ - tej komorce

elementarnej wektorem 4; (rys.7.1). Przy malych wychyleniach atoméw z potozenia
roOwnowagi, energiag potencjalng krysztatu, bedaca funkcja wszystkich wspotrzednych

atomow, mozna rozwing¢ w szereg Taylora wokot polozen roéwnowagi, okreslonych

wektorami 7';

1O B T A P
Uu=U H U’ + = — = Imiul 4 e
o G0 i SZ doriord b ity * (7.13)

Tu gorne wskazniki / i j numeruja sktadowe rozwazanych wektorow.
Drugi wyraz w (7.13) musi by¢ rowny zero, poniewaz wykonaliSmy rozwinigcie wokot

polozenia rownowagi (minimum energii potencjalne). Oznaczajac

0°U
Giop s —— (7.14)
sl ,s'l i i’ ’ .
dujiul;
zapiszmy energi¢ potencjalng krysztatu w postaci
U=U,+ y GI ulu’l
0 2 ST sT ST (7.15)

s,
s
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Zaniedbanie w rozwini¢ciu (7.13) wyzszych cztondéw znane jest jak przyblizenie harmoniczne.
Wyzsze, tak zwane anharmoniczne, cztony w (7.13) musimy uwzglednia¢, gdy rozwazamy
zjawiska zwigzane z duzymi wychyleniami atomow, ktére powoduja, na przyklad, termiczna

rozszerzalno$¢ krysztatow.

n-ta komérka elementarna
n = (n,,ny, n;)

Cna="rp+ T,
I'n=n;8; + Nya; + njaz
(0,0,0)

Rys.7.1. Wyjasnienie nazw wektorow uzytych do opisu drgan atomow

Znajdziemy teraz rownania ruchu, korzystajac z rownan Lagrange’a

dtgog, o 9q, ' «

Tu ¢, i ¢, sa odpowiednio uogélnione wspolrzedne i uogélnione predkosci, a L(§,q) -
funkcja Lagrange’a.

Wybierzemy jako uogolnione wspoitrzedne sktadowe wektorow wychylenia atomow

uf, . Wtedy funkcje Lagrange’a mozemy zapisa¢ w postaci

1 - )2
L= T-U:EZimsusi‘ 1

P

sLT

- 1 i’ i d
UO EZ Gsf,sf’usfusf/ ) (717)

Tu m, - masa § - go atomu.
Po podstawieniu funkcji Lagrange’a (7.17) do (7.16) otrzymujemy nast¢pujace roéwnania

ruchu
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miigt ) Gppuin =0 (7.18)

s

Rozwazmy teraz wlasnosci wspotczynnikow Gg,s,l-/ , ktore nosza nazwe stalych sprzezenia.
Stale sprzezenia sg funkcjami wspotrzednych atomow S i s’, odpowiednie w [ - teji [’ - tej

komoérkach elementarnych. Wektor 7.;, jak widaé z rys.7.1, mozemy zapisaé w postaci
Fozl+s (7.19)

Tu wektor translacji / okre$la potozenie poczatku / - tej komorki elementarnej, a wektor §

okresla potozenie § - ego atomu w komorce elementarnej. OczywiScie, ze wektor s nie

../
zalezy od numeru komorki elementarnej. Poniewaz state sprzezenia G

sl ,s/i/

(77,7 7/) nie moga
zaleze¢ od bezwzglednych potozen atoméw 7; i 7,7 w sieci (poczatek uktadu wspohrzednych

mozemy wybra¢ w dowolny sposob) wnioskujemy, ze wielko$ci G;‘l;js’i/ moga by¢ jedynie

funkcjami wzglednych potozen komorek i potozen atomoéw w komorce elementarnej

G

sl ,s/p

= G/ (h) (7.20)

gdzie h=['-1.

Uwzgledniajac (7.20), rownania ruchu (7.18) mozemy zapisa¢ w postaci

miiy+ Y G (M= 0 (7.21)

s'h,j

Jezeli krysztal zawiera N komorek elementarnych, a w kazdej z komoérek znajduje si¢ 7
atomow, to uktad réwnan (7.21) zawiera olbrzymig liczbe roéwnan - (3x nx N'). Wykazemy,
ze translacyjna inwariantno$¢ sieci krystalicznej powoduje, ze liczba tych rownan moze by¢

zredukowana do 3x n réwnan. Przypusémy, ze znalezliSmy rozwigzanie uktadu réwnan
(7.21), ktorym jest zespot funkcji u’;(¢) opisujacych wychylenie w chwili ¢ wszystkich
atomow, we wszystkich komorkach elementarnych. Z twierdzenia Blocha wynika, ze mi¢dzy
funkcjami ufi )i ufo (1), gdzie ufo (t) okresla wychylenie § - go atomu w komorce, ktorg
wybrali$my za poczatek wektorow sieciowych / , istnieje zwigzek

wl ()= e ul (1) . (7.22)
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Wykorzystujac (7.22), ze wzoru (7.21) otrzymujemy

0Nk 0
miint ) G b, = 0, (7.23)
Wprowadzajac oznaczenie
G (k) =Y G (h)De™® 794
S Zh SS 9 ( * )
zapiszmy wzor (7.23) w postaci
miiily + Gl ()l =0 (7.25)
s ,j/

Nowy uktad rownan (7.25) obejmuje tylko 3x n réwnan, co znacznie upraszcza procedurg
obliczeniow3.

Rozwigzanie uktadu rownan bedziemy szuka¢ w postaci

1

uly (1) = I uly(k) e ™" (7.26)
Podstawiajac (7.26) do (7.25) znajdujemy
- 2 Tuly (k) + Z/D‘;’:‘Y",/ (k) Q! (k)= 0 (7.27)
s7J
gdzie macierz
DB =Gl ) (7.28)
nosi nazwe macierzy dynamicznej.
Zapiszmy uktad rownan (7.27) w postaci
Y (DL ()-0% 8 10l (k)= 0 (7.29)
s

Uktad réwnan (7.29) jest ukladem réwnan algebraicznych rzgdu 3% n. Ten uktad réwnan ma

rozwigzanie nie zerowe tylko wtedy, gdy wyznacznik

det\D7 (k)-8 8 =0 (7.30)
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Dla kazdego % réwnanie (7.30) ma dokladnie 3% n rozwiazan o , (k), gdzie m=12,...3n.

Zalezno$¢ o, (lg) od k nosi nazwe zaleznosci dyspersyjnej. 3X n rozwiazan wm(E)

rownania (7.30) nazywamy gafeziami dyspersyjnymi.

Drgania lancucha jednowymiarowego. Drgania akustyczne i optyczne

Jako przyklad zastosowania ogolnej teorii drgan harmonicznych sieci krystalicznej,
rozwazmy drgania modelowego dwuatomowego tancucha liniowego (rys.7.2). Dla
uproszczenia bedziemy zaktadali, ze kazdy atom oddziatuje tylko z najblizszymi sgsiednimi
atomami 1 sita dzialajaca na atom S ze strony sasiedniego (s+ 1) - go atomu jest
proporcjonalna do réznicy ich przesunigé

Foo= flug,-u). (7.31)

Tu f jest stalg sprzezenia.

Ut Us Ugsy Ui
[ s *-— *—>r
——
K
M,

.

h’.
Lo

Rys.7.2. Dwuatomowy tancuch liniowy. Stata sieci 2a.

Jezeli wiezty, w ktorych znajduja si¢ atomy A4 bedziemy numerowaé liczbami
parzystymi, a wigzly z atomami B - liczbami nieparzystymi, to rownania ruchu (Newtona)

dla obu rodzajow atomow mozna zapisa¢ w postaci
My, = Foy = By ¥ Fopnn = gy Yy, = 2uy,) (7.32a)

Myllyy = Fopy = Foppir ¥ Fopnger = Uy, * Uy, = 2u,,,) . (7.32b)

Zgodnie z twierdzeniem Blocha

_ i - ik{2a)
Uypeo = € Uy, s U1 — € Uppey - (7.33)

Po podstawieniu (7.33) do (7.32) otrzymujemy
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mAi/iZn = fu2n+1(1+ e_ikuza)_ 2fu2n ] (7343)

Myl = fit,, (14 €)= 2u,,,, (7.34b)
Rozwigzan tego uktadu znoéw bedziemy szukali w postaci fal harmonicznych
u, ()= ! u, (k)Oe™ u, . (t)= ! u, ., (k)le™
wm\l) = ——==1U,, , i B) = —==1Uy,, . (7.35
vm, Mg )

Po podstawieniu (7.35) do (7.34) znajdujemy

HE -0 EDMZ" (k) - . (1+ &™) Du,,., (k) = 0 ) (7.36a)
4 m, mpg
L ey, () Eﬂ- 0’ Eﬂuzmmk) 0. (736b)
m,mp B

Przyréwnujac wyznacznik ukladu réwnan do zera, otrzymujemy nastepujace zwigzki

dyspersyjne
2
w2 (k)= fDEL+ Lﬁi D\/EL+ LE . sin’ (ka) - (7.37)
mA mB mA mB mAmB
Fizyczny sens maja tylko wartosci liczby
. falowej k, lezace wewnatrz pierwszej
[ZC(%IJrM%)] i Gt Pnondncppemych strefy  Brillouina (- 7/2a< k< 1/2a).
QCM)"™  Wykresy dwoch gatezi dyspersyinych w,
> M, 2CM,)" okreslonych wzorem (7.37) sq
przedstawione na rys.7.3. Z tego rysunku
’ wida¢, ze dla jednej z galezi czestotliwos¢
fonon(’)wg;(llﬁtycznych znika przy k = 0. Ze wzoru (7.37) wynika,
X ze dla tej galezi w poblizu k=0,

T

7 czestotliwosé drgan jest wprost

. proporcjonalna do k. Istotnie, ze wzoru

Rys.7.3. Wykresy dyspersyjne dwuatomowego
tancucha. (a musimy zamieni¢ na 2a!) (7.37) mamy
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m mpy

4
0 W= ST 1%@{1-\/1- (ka)'}
m Mg (m B)
. (7.38)
H %D{l [1- (ka) I} = (ka)’ I——— 2/
m ) myt mp
Skad
W (k)= kla 2 (7.39)
m,t mpg
Podstawiajac k= 0 i w = 0 do rownan (7.36) znajdujemy
u,,(0) = \/E Huy ., (0) (7.40)
mpg

Ze wzoru (7.40) wynika, ze dla tej gatezi dyspersyjnej sasiednie atomy 4 1 B poruszajg si¢ w

tym samym kierunku (rys.7.4). Drgania te nosza nazwe¢ drgan akustycznych, poniewaz

odpowiadaja oni dlugofalowym drganiom tancucha, rozpatrywanego jako sprezysty osrodek

ciagly.

mod akustyczny

Rys.7.4. Drgania akustyczne 1 optyczne tancucha
dwuatomowego

/m
u2n (0) = - m_B DMZ/H](O) .
A
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Druga z galezi dyspersyjnych dla
ktorej w # 0 przy k=0 opisuje
drgania, ktére nosza nazwe¢ drgan
optycznych.  Czgstotliwos¢  drgan
optycznych jest prawie stata, a jej
warto$¢ dla k=0, jak wynika z

(7.37), wynosi

w (0) = \/iz , (7.41)

gdzie | = mmy/(m,+ my) - masa
zredukowana.
Po podstawieniu (7.41) do (7.36)

znajdujemy

(7.42)



Wzbr (7.42) oznacza, ze atomy A 1 B poruszaja si¢ w przeciwnych kierunkach (rys.7.4).
Jezeli atomy A4 1 B s3 jonami, ktére maja przeciwne tadunki elektryczne, co ma miejsce na
przyktad w krysztalach jonowych, to drgania optyczne powoduja oscylacji momentu
dipolowego kazdej komorki elementarnej. Ten oscylujacy moment dipolowy emituje i
absorbuje promieniowanie elektromagnetyczne (z obszaru podczerwieni). Stad pochodzi
nazwa tych drgan, poniewaz one sg ,,czynne optycznie”. Oczywiscie, ze dla nienatadowanych
atomOéw A i B drgania optyczne nie oddziatuja z polem elektromagnetycznym.

Z rys.7.4 wynika, ze zakresy czestotliwosci drgan akustycznych i optycznych nie

zachodzg na siebie. Zawsze miedzy nimi istnieje przerwa

Aw:\/ﬁ(\/z—\/z), m,< my (7.43)
m, my

ktora wzrasta ze wzrostem réznicy mas atoméw A4 i B.
Maksymalnej wartosci liczby falowej k.. = T/2a odpowiada minimalna warto$¢ dtugosci

fali przesunig¢ atomow
2n
i = =4, (7.44)

Oznacza to, ze w sieci jednowymiarowej dwuatomowej nie moga si¢ rozchodzi¢ fale
przesunig¢ atoméw o dhugosci mniejszej niz dwie stale sieci.

W przypadku sieci trojwymiarowej, zawierajacej # atomow w komorce elementarnej,
zgodnie z (7.30), w widmie drgan cieplnych krysztalu wystepuja 3n gatezi dyspersyjne.
Mozna wykazaé, ze z tych galezi 3 galezi okre$lajg drgania akustyczne, a pozostate 3(n- 1)
gatezi — drgania optyczne.

Spontaniczne lamanie symetrii. Fonony akustyczne a mody Goldstone’a

Prawo dyspersji drgan sieci krystalicznej ma pewna wlasno$¢ uniwersalng: czestosci
kazdej z trzech galezi akustycznych znikaja gdy & . 0. Okazuje sie, ze ta wlasno$é jest
skutkiem ogdélnej zasady fizyki, znanej jako zasada spontanicznego tamania symetrii, ktora po
raz pierwszy udowodnit Goldstone w 1961 r. Sprobujemy krotko wyjasni¢ na czym polega ta
zasada. Przestrzen trojwymiarowa w ktorej znajduje si¢ krysztat jest przestrzenig jednorodna:

przesuniecie krysztatu z jednego punktu przestrzeni w inny dowolny punkt nic nie zmienia w

stanie krysztatu. Takie przesuni¢cia nie zmieniajg réwniez funkcji Hamiltona (albo funkcji
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Lagrange’a) krysztalu. Oznacza to, ze hamiltonian (lub tez lagrangian) krysztalu ma symetri¢
cigglej grupy translacji. Jednak sam krysztat jest uktadem symetrycznym nie wzgledem ciaglej
grupy translacji, a wzgledem nieciagtej (dyskretnej) grupy translacji. Oznacza to, ze wtasnosci
fizyczne krysztalu sa niezmiennicze tylko wzgledem przestrzennej (czyli dyskretnej) grupy
translacji. Jezeli symetria uktadu fizycznego (na przyktad, krysztatu) jest nizsza od symetrii
odpowiadajacej mu funkcji Hamiltona, to méwimy, ze nastgpuje spontaniczne ztamanie
symetrii wyj$ciowej. Gdy wilasnosci uktadu fizycznego tamig jego symetric wzgledem

przeksztalcen pewnej ciaglej grupy przeksztalcen, to w ukladzie zawsze wystepuja

wzbudzenia kolektywne, ktorych czgstosci w (l€) daza do zeradla & - 0 (Goldstone). Liczba

galezi powstajacych modow (wzbudzen) Goldstone’a jest okreslona przez liczbg ztamanych
(,,wykluczonych”) elementéw symetrii funkcji Hamiltona.

W krysztale dochodzi do ztamania symetrii wzglgdem translacji w trzech niezaleznych
kierunkach. Role trzech modéw Goldstone’a, powstajacych wskutek spontanicznego tamania
symetrii, odgrywaja trzy galezie akustyczne drgan krysztatu. A zatem akustyczne fonony

drgan sieci krystalicznej mozemy utozsami¢ z modami Goldstone’a.
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