
Wykład 7

Warunki graniczne Borna-Karmana

W krysztale nieskończonych wymiarów nie istnieje żadnych ograniczeń na wartość i 

kierunek wektora falowego k


, znajdującego się w pierwszej strefie Brillouina. Rzeczywisty 

kryształ zawsze ma swobodne powierzchnie, ograniczające kryształ. Powstaje więc problem: 

w jaki sposób modyfikują się w przypadku kryształów rzeczywistych wyniki, otrzymane dla 

kryształów  nieskończonych  wymiarów.  W  fizyce  ciała  stałego  istnieje  pewna  metoda 

matematyczna, która dobrze sobie radzi z tym problemem, chociaż niestety nie jest ta metoda 

ściśle uzasadniona. Metoda ta nosi nazwę okresowych lub granicznych  warunków Borna – 

Karmana.

Rozważmy  najpierw  tą  metodę  na  przykładzie  „kryształu”  jednowymiarowego, 

składającym się z L  komórek elementarnych. Warunek graniczny Borna – Karmana wymaga, 

żeby funkcja falowa stanu spełniała równanie

)()( xLax ψψ =+  .                                                   (7.1)

Tu a  znów jest okresem sieci rzeczywistej jednowymiarowej.

Zgodnie ze wzorem (6.39) mamy

)()( xeLax Laik ψψ ⋅=+  .                                           (7.2)

Z porównania wzorów (7.1) i (7.2) wynika, że

1=⋅ Laike  .                                                         (7.3)

Skąd otrzymujemy następujące ograniczenia na liczbę falową k

La
mk 12 ⋅= π  .                                                     (7.4)

Tu m  jest liczbą całkowitą: ,2,1,0 ±±=m .

W obszarze pierwszej strefy Brillouina liczby falowe k  leżą w przedziale, określonym 

wzorem (6.42). Po podstawieniu (7.4) do (6.42) znajdujemy, że liczby całkowite m , leżące w 

przedziale

22
LmL ≤<−  ,                                                      (7.5)
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będą określały wszystkie możliwe wartości liczby falowej k .

W  przypadku  trójwymiarowym  postępujemy  w  sposób  podobny,  a  mianowicie 

przyjmujemy, że kryształ jest okresowy w trzech wymiarach

)()( 11 raLr  ψψ =+  ,                                          (7.6a)

)()( 22 raLr  ψψ =+  ,                                         (7.6b)

)()( 33 raLr  ψψ =+  .                                         (7.6c)

Tu  321 ,, aaa 
 są  podstawowe  wektory  komórki  elementarnej  sieci  rzeczywistej, 

321 LLLN ××=  - liczba komórek elementarnych w krysztale.

Z twierdzenia Blocha wynika, że

)()( 11
11 reaLr aLki  

ψψ ⋅=+  ,                                     (7.7a)

)()( 22
22 reaLr aLki  

ψψ ⋅=+  ,                                   (7.7b)

)()( 33
33 reaLr aLki  

ψψ ⋅=+  .                                   (7.7c)

Z porównania wzorów (7.6) i (7.7) otrzymujemy

111 =⋅ aLkie


 ,                                                        (7.8a)

122 =⋅ aLkie


 ,                                                      (7.8b)

133 =⋅ aLkie


 .                                                      (7.8c)

Łatwo sprawdzić, że tożsamości (7.8) mogą być spełnione tylko dla wektorów falowych  k
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++=++=  .                           (7.9)

Tu  321 ,, mmm  są liczbami  całkowitymi,  a wektory  321 ,, bbb


 są  wektorami  podstawowymi 

sieci odwrotnej.

Możliwe wektory falowe  k


 leżą w pierwszej strefie Brillouina, a zatem, zgodnie z 

regułą konstruowania pierwszej strefy Brillouina

2
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1
1 ≤=<−

L
mk  ,                                               (7.10a)
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k  .                                               (7.10c)

Stąd znajdujemy, że liczby całkowite 321 ,, mmm , leżące w przedziałach

22
1

1
1 LmL

≤<−  ,                                                  (7.11a)

22
2

2
2 LmL ≤<−  ,                                                 (7.11b)

22
3

3
3 L

m
L

≤<−  ,                                                  (7.11c)

będą określały wszystkie, różniące się od siebie wartości zredukowanego wektora falowego k


.  Więc  w odróżnieniu  od  kryształu  nieskończonego,  kryształ  skończonych  wymiarów ma 

dyskretne wartości składowych wektora falowego k


.

Liczba „dozwolonych” wektorów falowych  k


 wynosi  321 LLLN ××= , a zatem jest 

dokładnie  równa  liczbie  komórek  w  całym makroskopowym krysztale.  W rzeczywistości 

liczba  N  jest bardzo dużą liczbą, a zatem zbiór „dozwolonych” wektorów falowych  k


 w 

pierwszej  strefie  Brillouina  jest  na  tyle  gęsty,  że  można  go uważać  za  prawie  ciągły.  W 

dalszych rozważaniach  będziemy często  wykorzystywać własność kwaziciągłości  rozkładu 

wektorów  falowych  k


,  zamieniając  sumowanie  dowolnej  funkcji  )(kf


 po  wartościach 

wektora k


 na całkowanie

∑ ∫=
k

kdkfVkf



3

3 )(
)2(

)(
π  ,                                     (7.12)

gdzie V  - objętość kryształu, a całkowanie przebiega po objętości pierwszej strefy Brillouina.

Zauważmy,  że  przy  1)( =kf


,  ze  wzoru  (7.12)  otrzymujemy już  wiadomy wynik:  liczba 

niezależnych  wartości  wektora  falowego  k


 jest  równa liczbie  komórek  elementarnych w 

krysztale

N
V

V
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Tu 0V  - objętość komórki elementarnej.

Fonony i drgania sieci krystalicznej

Ze względu na dużą różnicę w masach elektronów i jąder, ruch jąder atomowych w 

ciele  stałym  jest  znacznie  wolniejszy  niż  ruch  elektronów.  Dzięki  tej  różnicy  można  w 

dobrym przybliżeniu rozważać ruch elektronów w elektrostatycznym polu jąder atomowych, 

zakładając,  że  jądra  są  nieruchome.  Analogicznie,  ruch  jąder  atomowych  –  drgania, 

reorientacje, dyfuzję w ciele stałym, można rozważać w ogóle nie zwracając uwagi na ruch 

elektronów.  To przybliżenie  po raz  pierwszy udowodnili  Born i  Oppenheimer  i  nosi  ono 

nazwę przybliżenia adiabatycznego.

Ciepło  właściwe,  rozszerzalność termiczna,  przewodnictwo cieplne i  szereg innych 

właściwości fizyczny ciała stałego związane są z ruchem cieplnym jąder atomowych.

Drgania harmoniczne sieci krystalicznej

Oznaczmy wychylenia  z  położenia  równowagi  s  -  go  atomu  w  l  -  tej  komórce 

elementarnej  wektorem  lsu 


 (rys.7.1).  Przy  małych  wychyleniach  atomów  z  położenia 

równowagi,  energią  potencjalną  kryształu,  będącą  funkcją  wszystkich  współrzędnych 

atomów,  można  rozwinąć  w  szereg  Taylora  wokół  położeń  równowagi,  określonych 

wektorami lsr 
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Tu górne wskaźniki j  i /j  numerują składowe rozważanych wektorów.

Drugi  wyraz  w  (7.13)  musi  być  równy zero,  ponieważ  wykonaliśmy rozwinięcie  wokół 

położenia równowagi (minimum energii potencjalne). Oznaczając
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∂=  ,                                             (7.14)

zapiszmy energię potencjalną kryształu w postaci
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Zaniedbanie w rozwinięciu (7.13) wyższych członów znane jest jak przybliżenie harmoniczne. 

Wyższe, tak zwane  anharmoniczne, człony w (7.13) musimy uwzględniać, gdy rozważamy 

zjawiska związane z dużymi wychyleniami atomów, które powodują, na przykład, termiczną 

rozszerzalność kryształów.

Rys.7.1. Wyjaśnienie nazw wektorów użytych do opisu drgań atomów

Znajdziemy teraz równania ruchu, korzystając z równań Lagrange’a

0=
∂
∂−





∂
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 .                                         (7.16)

Tu  kq  i  kq  są odpowiednio uogólnione współrzędne i  uogólnione prędkości,  a  ),( qqL   - 

funkcja Lagrange’a.

Wybierzemy jako uogólnione współrzędne składowe wektorów wychylenia atomów 

j
lsu  . Wtedy funkcje Lagrange’a możemy zapisać w postaci
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 ∑∑ −−=−=

 .                     (7.17)

Tu sm  - masa s  - go atomu.

Po  podstawieniu  funkcji  Lagrange’a  (7.17)  do  (7.16)  otrzymujemy następujące  równania 

ruchu
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Rozważmy teraz własności współczynników  
/

//,
jj

lslsG  , które noszą nazwę  stałych sprzężenia. 

Stałe sprzężenia są funkcjami współrzędnych atomów s  i /s , odpowiednie w l  - tej i /l  - tej 

komórkach elementarnych. Wektor lsr 


, jak widać z rys.7.1, możemy zapisać w postaci

slr ls


 +=  .                                                     (7.19)

Tu wektor translacji l


 określa położenie początku l  - tej komórki elementarnej, a wektor s  

określa  położenie  s  -  ego atomu w komórce elementarnej.  Oczywiście,  że  wektor  s  nie 

zależy od numeru komórki elementarnej. Ponieważ stałe sprzężenia ),( //

/

//, lsls
jj

lsls rrG 


 nie mogą 

zależeć od bezwzględnych położeń atomów lsr 


 i //lsr 


 w sieci (początek układu współrzędnych 

możemy wybrać w dowolny sposób) wnioskujemy, że wielkości  
/

//,
jj

lslsG   mogą być jedynie 

funkcjami względnych położeń komórek i położeń atomów w komórce elementarnej
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 ≡  ,                                              (7.20)

gdzie llh


−= / .

Uwzględniając (7.20), równania ruchu (7.18) możemy zapisać w postaci
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  .                                  (7.21)

Jeżeli  kryształ  zawiera  N  komórek elementarnych, a w każdej z komórek znajduje się  n  

atomów, to układ równań (7.21) zawiera olbrzymią liczbę równań - ( Nn ××3 ). Wykażemy, 

że translacyjna inwariantność sieci krystalicznej powoduję, że liczba tych równań może być 

zredukowana  do  n×3  równań.  Przypuśćmy,  że  znaleźliśmy  rozwiązanie  układu  równań 

(7.21),  którym jest  zespół  funkcji  )(tu j
ls
  opisujących  wychylenie  w  chwili  t  wszystkich 

atomów, we wszystkich komórkach elementarnych. Z twierdzenia Blocha wynika, że między 

funkcjami  )(tu j
ls
  i  )(0 tu j

s , gdzie  )(0 tu j
s  określa wychylenie  s  - go atomu w komórce, którą 

wybraliśmy za początek wektorów sieciowych l


 , istnieje związek
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⋅=  .                                             (7.22)
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Wykorzystując (7.22), ze wzoru (7.21) otrzymujemy
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  .                              (7.23)

Wprowadzając oznaczenie
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zapiszmy wzór (7.23) w postaci
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  .                                       (7.25)

Nowy układ równań (7.25) obejmuje tylko  n×3  równań, co znacznie upraszcza procedurę 

obliczeniową.

Rozwiązanie układu równań będziemy szukać w postaci

tij
s

s

j
s eku

m
tu ω−⋅= )(1)( 00


 .                                    (7.26)

Podstawiając (7.26) do (7.25) znajdujemy
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gdzie macierz
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nosi nazwę macierzy dynamicznej.

Zapiszmy układ równań (7.27) w postaci
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Układ równań (7.29) jest układem równań algebraicznych rzędu n×3 . Ten układ równań ma 

rozwiązanie nie zerowe tylko wtedy, gdy wyznacznik
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2 =− ssjj
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 .                                    (7.30)
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Dla każdego k


 równanie (7.30) ma dokładnie n×3  rozwiązań )(km


ω , gdzie nm 3,,2,1 = . 

Zależność  )(km


ω  od  k


 nosi  nazwę  zależności  dyspersyjnej.  n×3  rozwiązań  )(km


ω  

równania (7.30) nazywamy gałęziami dyspersyjnymi.

Drgania łańcucha jednowymiarowego. Drgania akustyczne i optyczne

Jako przykład zastosowania  ogólnej  teorii  drgań harmonicznych sieci  krystalicznej, 

rozważmy  drgania  modelowego  dwuatomowego  łańcucha  liniowego  (rys.7.2).  Dla 

uproszczenia będziemy zakładali, że każdy atom oddziałuje tylko z najbliższymi sąsiednimi 

atomami  i  siła  działająca  na  atom  s  ze  strony  sąsiedniego  ( 1+s )  -  go  atomu  jest 

proporcjonalna do różnicy ich przesunięć

)( 1,1 ssss uufF −⋅= ++  .                                            (7.31)

Tu f  jest stałą sprzężenia.

Rys.7.2. Dwuatomowy łańcuch liniowy. Stała sieci 2a.

Jeżeli  więzły,  w  których  znajdują  się  atomy  A  będziemy  numerować  liczbami 

parzystymi, a więzły z atomami  B  - liczbami nieparzystymi, to równania ruchu (Newtona) 

dla obu rodzajów atomów można zapisać w postaci

)2( 212122,122,1222 nnnnnnnnnA uuufFFFum −+=+== −+−+  ,             (7.32a)

)2( 1222212,2212,21212 +++++++ −+=+== nnnnnnnnnB uuufFFFum   .     (7.32b)

Zgodnie z twierdzeniem Blocha

n
aik

n ueu 2
)2(
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+ =  ,          12
)2(

12 +
⋅−

− = n
aik

n ueu  .                      (7.33)

Po podstawieniu (7.33) do (7.32) otrzymujemy
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12
2

212 2)1( +
⋅

+ −+= n
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nnB uefuum   .                              (7.34b)

Rozwiązań tego układu znów będziemy szukali w postaci fal harmonicznych
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Po podstawieniu (7.35) do (7.34) znajdujemy
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Przyrównując  wyznacznik  układu  równań  do  zera,  otrzymujemy  następujące  związki 

dyspersyjne
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+⋅=ω  .               (7.37)

a2
π

a2
π  

Rys.7.3. Wykresy dyspersyjne dwuatomowego 
łańcucha. (a musimy zamienić na 2a!)

Fizyczny  sens  mają  tylko  wartości  liczby 

falowej  k ,  leżące  wewnątrz  pierwszej 

strefy  Brillouina  ( aka 22 ππ ≤<− ). 

Wykresy  dwóch  gałęzi  dyspersyjnych  w, 

określonych  wzorem  (7.37)  są 

przedstawione  na  rys.7.3.  Z  tego  rysunku 

widać, że dla jednej z gałęzi częstotliwość 

znika przy 0=k . Ze wzoru (7.37) wynika, 

że  dla  tej  gałęzi  w  pobliżu  0=k , 

częstotliwość  drgań  jest  wprost 

proporcjonalna  do  k .  Istotnie,  ze  wzoru 

(7.37) mamy
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Skąd

BA mm
fakk

+
⋅≈ 2)(ω  .                                          (7.39)

Podstawiając 0=k  i 0=ω  do równań (7.36) znajdujemy

)0()0( 122 +⋅= n
B

A
n u

m
mu  .                                      (7.40)

Ze wzoru (7.40) wynika, że dla tej gałęzi dyspersyjnej sąsiednie atomy A  i B  poruszają się w 

tym  samym  kierunku  (rys.7.4).  Drgania  te  noszą  nazwę  drgań  akustycznych,  ponieważ 

odpowiadają oni długofalowym drganiom łańcucha, rozpatrywanego jako sprężysty ośrodek 

ciągły.

Rys.7.4. Drgania akustyczne i optyczne łańcucha 
dwuatomowego

Druga  z  gałęzi  dyspersyjnych  dla 

której  0≠ω  przy  0=k  opisuje 

drgania,  które  noszą  nazwę  drgań 

optycznych.  Częstotliwość  drgań 

optycznych  jest  prawie  stała,  a  jej 

wartość  dla  0=k ,  jak  wynika  z 

(7.37), wynosi

µ
ω f2)0( =  ,         (7.41)

gdzie  )/( BABA mmmm +=µ  -  masa 

zredukowana.

Po  podstawieniu  (7.41)  do  (7.36) 

znajdujemy
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Wzór (7.42) oznacza, że atomy  A  i  B  poruszają się w przeciwnych kierunkach (rys.7.4). 

Jeżeli atomy A  i B  są jonami, które mają przeciwne ładunki elektryczne, co ma miejsce na 

przykład  w  kryształach  jonowych,  to  drgania  optyczne  powodują  oscylacji  momentu 

dipolowego  każdej  komórki  elementarnej.  Ten  oscylujący  moment  dipolowy  emituje  i 

absorbuje  promieniowanie  elektromagnetyczne  (z  obszaru  podczerwieni).  Stąd  pochodzi 

nazwa tych drgań, ponieważ one są „czynne optycznie”. Oczywiście, że dla nienaładowanych 

atomów A  i B  drgania optyczne nie oddziałują z polem elektromagnetycznym.

Z  rys.7.4  wynika,  że  zakresy częstotliwości  drgań  akustycznych  i  optycznych  nie 

zachodzą na siebie. Zawsze między nimi istnieje przerwa

BA
BA

mm
mm

f <−=∆ ,)11(2ω  ,                           (7.43)

która wzrasta ze wzrostem różnicy mas atomów A  i B .

Maksymalnej wartości liczby falowej  ak 2max π=  odpowiada minimalna wartość długości 

fali przesunięć atomów

a
k

42

max
min == πλ  .                                            (7.44)

Oznacza  to,  że  w  sieci  jednowymiarowej  dwuatomowej  nie  mogą  się  rozchodzić  fale 

przesunięć atomów o długości mniejszej niż dwie stałe sieci.

W przypadku sieci trójwymiarowej, zawierającej n  atomów w komórce elementarnej, 

zgodnie  z  (7.30),  w  widmie  drgań  cieplnych  kryształu  występują  n3  gałęzi  dyspersyjne. 

Można wykazać, że z tych gałęzi 3 gałęzi określają drgania akustyczne, a pozostałe )1(3 −n  

gałęzi – drgania optyczne.

Spontaniczne łamanie symetrii. Fonony akustyczne a mody Goldstone’a

Prawo dyspersji drgań sieci krystalicznej ma pewną własność uniwersalną: częstości 

każdej  z  trzech  gałęzi  akustycznych znikają  gdy  0→k


.  Okazuje się,  że  ta  własność jest 

skutkiem ogólnej zasady fizyki, znanej jako zasada spontanicznego łamania symetrii, którą po 

raz pierwszy udowodnił Goldstone w 1961 r. Spróbujemy krótko wyjaśnić na czym polega ta 

zasada. Przestrzeń trójwymiarowa w której znajduje się kryształ jest przestrzenią jednorodną: 

przesuniecie kryształu z jednego punktu przestrzeni w inny dowolny punkt nic nie zmienia w 

stanie kryształu. Takie przesunięcia nie zmieniają również funkcji Hamiltona (albo funkcji 
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Lagrange’a) kryształu. Oznacza to, że hamiltonian (lub też lagrangian) kryształu ma symetrię 

ciągłej grupy translacji. Jednak sam kryształ jest układem symetrycznym nie względem ciągłej 

grupy translacji, a względem nieciągłej (dyskretnej) grupy translacji. Oznacza to, że własności 

fizyczne kryształu są niezmiennicze tylko względem przestrzennej (czyli  dyskretnej) grupy 

translacji. Jeżeli symetria układu fizycznego (na przykład, kryształu) jest niższa od symetrii 

odpowiadającej  mu  funkcji  Hamiltona,  to  mówimy,  że  następuje  spontaniczne  złamanie 

symetrii  wyjściowej.  Gdy  własności  układu  fizycznego  łamią  jego  symetrię  względem 

przekształceń  pewnej  ciągłej  grupy  przekształceń,  to  w  układzie  zawsze  występują 

wzbudzenia kolektywne, których częstości )(k


ω  dążą do zera dla 0→k


 (Goldstone). Liczba 

gałęzi powstających modów (wzbudzeń) Goldstone’a jest określona przez liczbę złamanych 

(„wykluczonych”) elementów symetrii funkcji Hamiltona.

W krysztale dochodzi do złamania symetrii względem translacji w trzech niezależnych 

kierunkach. Role trzech modów Goldstone’a, powstających wskutek spontanicznego łamania 

symetrii,  odgrywają  trzy gałęzie  akustyczne  drgań  kryształu.  A  zatem akustyczne  fonony 

drgań sieci krystalicznej możemy utożsamić z modami Goldstone’a.
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