Wyklad 6

Sie¢ krystaliczna i sie¢ odwrotna

Podstawowa cechg krysztalow, w odréznieniu od innych cial w stanie stalym:
amorficznych 1 szklopodobnych, jest wystepowanie uporzadkowanego i symetrycznego
rozmieszczenia atomoéw w przestrzeni. Kazdy krysztal ma $ci§le okre§long strukturg
przestrzenng, ktéra nosi nazwe sieci krystalicznej. Sie¢ krystaliczna, skladajaca z
nieskonczonej liczby nalozonych na siebie komorek elementarnych, charakteryzuje si¢ przede
wszystkim wystepowaniem symetrii translacyjnej, czyli wystgpowaniem okresowosci

przestrzennej. Okresowos¢ przestrzenna krysztalu oznacza, ze dowolna funkcja przestrzenna
S () w krysztale (to moze by¢, na przyktad, gestos¢ tadunku albo potencjal elektrostatyczny

w punkcie okreslonym przez wektor wodzacy 7 ) musi by¢ funkcja okresowa

fFE+T)= f(F) . (6.1)
We wzorze (6.1) wektor

T(ii)= na, + n,d, + n,a, (6.2)
jest wektorem translacji sieci krystalicznej. Wektory d,, d,, d; s3 to podstawowe wektory
komorki elementarnej. Przez wektor 7 oznaczyliSmy po prosu trzy liczby catkowite 7, n,,

n,.

W przypadku jednowymiarowej funkcji okresowej f(x), przedstawionej na rys.6.1

()

L

T

Rys.6.1. Okresowa jednowymiarowa funkcja f(x)

Sxt)= f(x), (6.3)
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gdzie ¢ = ma, przy czym m = 0,4 1,t2,--- " a jest okresem funkcji.
W analizie matematycznej udowodniono, ze funkcja okresowa f(x) moze by¢

przedstawiona w postaci szeregu Fouriera

f(x)= Z £, e (6.4)
Tu g, = n(2n /a) i
fo= L reme (6.5)
a 0

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja postaci (1.4) spelnia wtasnos¢ (1.3)
W przypadku funkcji okresowej trojwymiarowej f(7) mozemy rowniez przedstawié

ta funkcje w postaci szeregu Fouriera

f@=3y Z Z S, Bexpli(giX, + q,%, + 43x3)] (6.6)
n=0n,=0n3=0
gdzie
2 2 2
q, = n DTN, qg, = 1, Di, q; = 1 D_._n (6.7)
@, @] |

(l") De_i(qlxl+q2x2+q3x3)dV . (68)

o%t

ne
il

We wzorze (6.8) V' jest objetos¢ komorki elementarnej, a X, X,,X; sg sktadowe wektora 7

wzdhuz osi wspotrzednych pokrywajacych si¢ z podstawowymi wektorami komorki

elementarnej a,, d,, d;

tx; 0— 4,
ja| -

Ny
]

D1+x2D2

6.9
a1| a2| (6.9)

Przypomnimy sobie, ze w ogo6lnym przypadku ten uklad wspolrzgdnych nie jest ukladem
kartezjanskim, czyli (a,0a;)# 0 przy i # j.
Latwo tez sprawdzi¢, ze funkcja postaci (6.6) spetnia warunek (6.1).

Znajdziemy teraz taki wektor ¢
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G=n b+ n,0b,+ ny b, (6.10)
zeby iloczyn skalarny dwu wektorow (g 07) byt rowny
(GUF)= qx, + g%, + q3%5 . (6.11)

We wzorze (6.10) n,, n,, n; sa znow trzy liczby catkowite, a wektory 51,52,b3 sg na razie

niewiadome wektory. We wzorze (6.11) wielkosci ¢,,9,,9; sa okreslone wzorem (6.7).

Przez wektor ¢ wzor (6.6) przyjmie wtedy postaé

G

n=0n,=0n3=0

Korzystajac ze wzordw (6.7) i (6.10) zapiszmy najpierw wektor § w postaci
1 - - I
q- ED(%|C’||Db1 * q2|a2|Db2 * q3|a3|Db3) ) (6.12)
Obliczymy teraz iloczyn skalarny (¢ r) | biorgc pod uwage (6.9) i (6.12)

- 1 B I - a a a
(q0r)= E(%V’JW% t Q2|a2|Dbz t Q3|a3|Db3)[(x1 Dﬁ+ X2 Dﬁ+ X3 Dﬁ)

1
- 2 —A{q,x, D(b Oa,)+ g,x, D(b la,)+ q;x, D(b Oas)

|~2| . (6.13)

+ g, || 1|| (b, 0dy) + g, 0 ' 1|D(b 0d,)+ ¢,x, |a|D(b 0d, )
2 1

|

t g, I 2||D<b [d,)+ q,x, 0 | 3|D(b [d,)+ q3x, 0= |D(b [d,)}
3

@ a,|
Z poréwnania wzordw (6.11) 1 (6.13) widzimy, ze rownanie (6.11) bedzie spetnione, gdy
(b 0d,)= 218, . (6.14)
Tu 0 ; jest symbolem Kroneckera.
Wektory l;, s W prosty sposob zwiagzane z wektorami 4, :

n - 2m - 2m
7D[a2>< a, ] , b, = 7[[a3>< a | , by = —D[alx a,], (6.15)

b, =

gdzie V' = a, [a, x a,] jest objetoscig komorki elementarne;j sieci krystalicznej.
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Zauwazmy, ze wektory Ei maja wymiar (radian / dlugos$c).
Wektory ¢, zdefiniowane rownaniem (6.10), wyznaczaja sie¢ (zbior punktow), ktorej

podstawowa komorka elementarna rozpieta jest na wektorach 51 , 52 , 53 . Sie¢ ta nosi nazwe

sieci odwrotnej. Z weztami sieci krystalicznej (albo sieci rzeczywistej) jednoznacznie
zwigzane jest przestrzenne rozmieszczenie atomow danego krysztatu. Z jednoznacznego
zwigzku miedzy siecig rzeczywistg i siecig odwrotng wynika, ze obie sieci maja taki sam zbior
elementow symetrii, a wigc nalezg do tej samej grupy symetrii punktowej. Sie¢ odwrotna, jak
zobaczymy pdzniej, jest obrazem dyfrakcyjnym krysztalu. Natomiast sie¢ rzeczywista jest
obrazem mikroskopowym krysztatu, ktéry zaobserwowaliby$Smy przy duzej rozdzielczosci

mikroskopu. Przestrzen wektorowa, w ktérg jest zanurzona sie¢ odwrotna, nazywamy

przestrzenig odwrotng. Warto zwroci¢é uwage, ze wektor falowy (‘fi‘ =2n/\) fali o

dhugosci A jest wektorem przestrzeni odwrotne;j.

Latwo udowodni¢, ze objetos¢ komorki elementarnej sieci odwrotnej wynosi

Q = b b, x b= @ (6.16)

czyli z doktadnoscia do stalego czynnika, jest rowna odwrotnosci objetosci komorki

elementarnej sieci krystaliczne;.

—

Zauwazmy, ze sieci skonstruowane za pomocg wektoréw b,

. i d; s3, w zasadzie,
wzajemnie odwrotne. Kazda z tych sieci mozemy uwazaé za sie¢ pierwotna, a pozostala sie¢
za sie¢ odwrotng do niej. Nalezy jednak zawsze pamigtac, ze sens fizyczny tych sieci jest
zupeknie inny.

Mozna wykazaé, ze sieciom prostym Bravais’go wszystkich uktadow
krystalograficznych odpowiadaja sieci proste przestrzeni odwrotnej. Dla uktadow
rombowego, tetragonalnego 1 regularnego siecia odwrotng do sieci Bravaos’go plasko
centrowanej jest sie¢ przestrzennie centrowana i odwrotnie. Sieciom Bravais’go centrowanym
w podstawie odpowiadajg sieci odwrotne, takze centrowane w podstawie. Pomigdzy obrazami

geometrycznymi sieci rzeczywistych i odwrotnych istniejg proste zwigzki (patrz zadania na

koncu wyktadu).
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Twierdzenie i funkcje Blocha.

Twierdzenie F.Blocha odgrywa wazng role w fizyce cial krystalicznych. Zgodnie z tym
twierdzeniem wflasne funkcje operatora Hamiltona krysztalu (albo rozwigzania

stacjonarnego rownania Schrédingera) majq postac
b ()= e ug(7)

gdzie u;(r) jest funkcjg okresowg z okresem sieci krystalicznej:
u(F+ T)= u.(F) .

Udowodnimy twierdzenie Blocha 1 najpierw przypiszemy przesuni¢ciu o wektor
translacji T operator translacji T . Dzialanie tego operatora na dowolng funkcje przestrzenna
S (7) okre$limy wzorem

TUf(F)= fF+ T) . (6.17)
Udowodnimy najpierw, ze operator translacji 7 komutuje z operatorem Hamiltona

(hamiltonianem) krysztatu H (7). Tupod 7 rozumiemy wspoirzedne elektronow w krysztale,
albo wychylenia atomow znajdujacych si¢ w weztach sieci krystaliczne;j itp.

Z symetrii translacyjnej nieskonczone;j sieci krystalicznej wynika, ze jezeli wykonamy
translacje sieciowg o wektor translacji 7', to nie bedziemy w stanie zauwazy¢ tej zmiany, a

zatem z symetrii translacyjnej wynika, ze
HGF+T)= HF) . (6.18)
Niech ¢ (¥) bedzie funkcjg wlasng, a E jest odpowiednie warto$¢ wiasna hamiltonianu
H(F)
HFEW (F)= EY (F) . (6.19)
Korzystajac z tozsamosci (6.18) 1 (6.17), ze wzoru (6.19) znajdujemy
HFE+TYW (F+T)= HFTY (F)= Ey F+ T) . (6.20)

Dziatajac operatorem translacji 7 na obie strony réwnania (6.19) i uwzgledniajac (6.17)

otrzymujemy

64



THGW (F)= ETY (F)= Ey (F+ T) . (6.21)
Z poréwnania wzorow (6.20) 1 (6.21) znajdziemy, ze
TH(r)= HF)T , (6.22)
czyli udowodnili$my, ze operatory 7 i H(7) komutuja ze soba.

Z mechaniki kwantowej wiadomo, ze komutujagce operatory posiadaja jednakowe

funkcje wlasne. A zatem, dla operatora translacji 7 mozemy zapisaé¢
v (F)= t(TW (F) . (6.23)

Tu #(T) jest warto$¢ whasna operatora translacji 7.

Znajdziemy teraz warto$ci wilasne operatora 7. Bioragc pod uwage wzor (6.17),

zapiszmy wzor (6.23) w postaci
W @FE+T)= t(TY (F) . (6.24)
W mechanice kwantowej funkcje falowe ¢ () powinny spetnia¢ warunek normalizacji
[v G @ar=1. (6.25)
Po podstawieniu (6.24) do wzoru (6.25) otrzymujemy
@ = 1. (6.26)
Rownos¢ ta jest spetniona, gdy
t(T) = exp[i 0f(T)] . (6.27)

Tu f(T) jest niewiadoma na razie skalarna funkcja rzeczywista.

Z okre$lenia operatora translacji (6.17) i uwzglednienia wzordw (6.24) 1 (6.27)

wynika, ze

LI, 0 (F)=9 F+ T+ T,)=z " W™y (7) . (6.28)

A

Tu f’l 1 fz sg dwa dowolne wektory translacji, a f’l 1 7, s3a odpowiedni im operatory
translacji.

Z drugiej strony, zgodnie z (6.23)
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fzﬁ W (7) = e@/'(f»eff(f[)w ) .
Z poréwnania (6.28) 1 (6.29) wynika, ze
/D) = ilf (M) (D))
Skad otrzymujemy
ST+ T)= f(T)+ f(T) .
Warunek (6.31) spetnia tylko funkcja liniowa
S()= k0T,
gdzie k jest dowolnym wektorem sieci odwrotne;.
Uwzgledniajac wzory (6.27) i (6.32) rdwnanie (6.23) mozemy zapisa¢ w postaci
Ty )=y G+ T)= Y ()
Zdefiniujmy teraz funkcje
u (F)z e (7).
Ze wzoru (6.34) wynika wazna whasno$¢ funkcji #; (7) :

(F)= T (7= e T Du (F) |

ulz+q

Latwo udowodni¢, ze funkcje (6.34) sa funkcjami okresowymi, czyli

Thu (F)=u (F+ T)= u.(¥) .

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

Istotnie, dzialajac operatorem translacji 7 na obie strony rownania (6.34) i biorac pod uwage

wzor (6.33) otrzymujemy

Thu, (F)= Tle™ Iy (F)]= & "D (7+ T)= e ™D 0™y (7) 2 u (7) .

Ze wzoru (6.34) wynika, ze wlasne funkcje operatora Hamiltona krysztatu (albo rozwigzania

stacjonarnego réwnania Schrédingera) maja postacé
W)= e ()

gdzie u;(r) jest funkcjg okresowg z okresem sieci krystalicznej.
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A zatem udowodnili§my twierdzenie F.Blocha. Funkcje okreslone za pomocg wzoru

(6.37) nosza nazwe funkcji Blocha.
Strefy Brillouina i komorka Wignera — Seitza

Ze wzoru (6.37) wynika, ze kazda funkcje wilasng hamiltonianu krysztalu mozemy
numerowaé postugujac wektorom falowym k. We wzorze (6.37) wektor falowy k moze
przyjmowa¢ dowolne warto$ci. Jednak tatwo przekonac sig, ze wystepujacy w (6.37) wektor
falowy k jest okreslony z dokladnoscia do dowolnego wektora sieci odwrotnej ¢ . Istotnie,

opierajac si¢ na wzorze (6.35) otrzymujemy

=\ - ik
‘l’,;(’”)' ue = u;

e 0T 2w (R T =y () (6.38)
Ze wzoru (6.38) wynika, ze kazdy ze standw wtasnych hamiltonianu moze by¢ okreslony nie
jednym wektorem falowym, a catym zbiorem mozliwych wektoréw falowych, réznigcych sie
od siebie o wektory translacji sieci odwrotnej. Oczywiscie, ze ten zbidér mozliwych wektorow
falowych okresla ta sama funkcj¢ falowa. (Z podobna niejednoznacznoscig spotykamy si¢, na
przyktad, okreslajac polozenie punktu w ukladzie wspoétrzednych kulistych: wspodtrzedne
(r,8,0) oraz wspotrzedne (r,0t 2mn,¢ + 2Mm), gdzie n,m= 1,2,3... okre$lajg polozenie
tego samego punktu). Dla tego, zeby wyeliminowaé tg niejednoznacznos¢ okreslenia stanu

wlasnego hamiltonianu zostata wprowadzona procedura zrozumie¢ ktorg tatwej rozwazajac

przypadek sieci jednowymiarowe;j

U (x+ )= e (x) . (6.39)

Tu ¢ = ma i a - okres sieci rzeczywistej jednowymiarowe;j.
W tym przypadku analogiem sieci odwrotnej jest zbior weztow, okreslonych wzorem

(rys.6.2)

g, = n02 nz0sli2.. (6.40)
a

Zgodnie z (6.38), danemu stanowi mozemy przypisa¢ dowolng liczbe falowa ze zbioru

k/=qn+k=nD2—n+k. (6.41)
a

Chcac, jednoznacznie przypisa¢ danemu stanowi jedng liczbge falowa, bedziemy wybierali

sposrod mozliwych warto$ci liczb falowych, okreslonych réwnaniem (6.41), mozliwie
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najmniejsze k. Latwo widzie¢ z rys.6.2, ze mozliwie najmniejsze wartosci liczby falowej &

leza w przedziale

LYY (6.42)
a a

Okreslony w taki sposob przedziat mozliwych wartosci liczby falowej k& nosi nazwe

pierwszej strefy Brillouina jednowymiarowe;j sieci.
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Rys.6.2. Sie¢ odwrotna w przypadku jednowymiarowym
W przypadku dwuwymiarowym i tréjwymiarowym postepujemy w podobny sposéb -
wektor falowy k wybieramy tak, aby lezal on tak blisko poczatku uktadu wspétrzednych, jak

tylko jest to mozliwe. Przedzial mozliwych wektorow falowych k dla dwuwymiarowej sieci

odwrotnej jest przedstawiony na rys.6.3.

N

Rys.6.3. Komoérka Wignera - Seitza dla sieci dwuwymiarowe;
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Z 1ys.6.3 widaé, ze obszar mozliwych wektorow falowych f jest ograniczony sze$ciokatem,

zawierajacym jeden wezetl sieci odwrotnej, potozony w $rodku. Tak zbudowana komédrka nosi

nazwe¢ w krystalografii komorki Wignera - Seitza. W fizyce ciala stalego komodrka Wignera -

Seitza sieci odwrotnej, zawierajaca wszystkie mozliwe wektory falowe k, nazywa sic
pierwszq strefg Brillouina. Pierwsza strefa Brillouina (albo komodrka Wignera - Seitza sieci
odwrotnej) konstruuje si¢ w nastepujacy sposob. Z dowolnego wezla sieci odwrotnej
wykreslamy odcinki faczace go z najblizszymi weztami. Nastepne przez $rodki tych odcinkow
przeprowadzamy plaszczyzny prostopadle do odcinkow. Zbidr otrzymanych ptaszczyzn
wydziela pewna cze$¢ przestrzeni wokoét wybranego wezta, ktora 1 jest pierwsza strefa
Brillouina. Ogolnie jest ona wielo$cianem, zawierajacym jeden wezet sieci odwrotnej. Mozna
wykazaé, ze w odrdznieniu od zwyklej komorki elementarnej, ktora jest rownoleglo$cianem,
komorka Wignera - Seitza zawiera pelng informacj¢ o elementach symetrii krysztatu

zwigzanych z obrotami i odbiciami.
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