Wyklad 15

Nadprzewodnictwo

Nadprzewodnictwo jest stanem, ktory powstaje w wielu metalach, stopach, a rowniez
w niektorych potprzewodnikach. Zjawisko to bylo odkryte w 1911 roku przez Kamerlingh
Onnesa podczas badania przewodnictwa rtgci. Rozwazmy gldwne wlasciwosci
nadprzewodnikow, ktore wynikajg z doswiadczen.

1) Podstawowa wlasciwoscig stanu nadprzewodnictwa jest zerowy opér elektryczny.
W nadprzewodnikach w pewnej temperaturze T. zwanej temperaturg krytyczng opor
zmniejsza si¢ do zera, mimo obecnos$ci domieszek w probee. Zanik oporu nastgpuje w bardzo

waskim przedziale temperatur rzgdu 0.05 K.

2) Stan nadprzewodnictwa w dos$¢ silnym polu magnetycznym znika. Wartos¢ tego

pola B nosi nazwe pola krytycznego, a zalezno$¢ B od temperatury okresla wzor

0 7 0°0
B = constl- H—E [ T<T, . (15.1)

§ o70g’

3) Pole magnetyczne wewnatrz nadprzewodnika jest rowne zeru. Efekt ten nazywa si¢
efektem Meissnera.
4) Wktad w ciepto wiasciwe od elektronéw przewodnictwa nadprzewodnika zalezy od

temperatury jako

C* = constle " (15.2)

[ 5

gdzie A - stala mniejsza niz energia Fermiego o 10* razy.
5) Temperatura krytyczna dla réznych izotopéw danego pierwiastka zalezy od masy

izotopu M jako

T, = constDL ) (15.3)

Im

Efekt ten nazywa si¢ efektem izotopowym.
6) Strumien pola magnetycznego przechodzacego przez pole powierzchni pier§cienia

nadprzewodzacego jest wielkoscig skwantowang

0 =nld,, n=12,.. (15.4)
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gdzie kwant strumienia magnetycznego ¢ , wynosi
h -15
o,= 2—2 2,0679010° Wb . (15.5)
e

Kwant strumienia magnetycznego @ , nazywa si¢ fluksonem.

Fenomenologiczna teoria nadprzewodnictwa braci Londonéw

Fenomenologiczna teoria nadprzewodnictwa, ktéra jednak nie wyjasnia
mikroskopowego mechanizmu nadprzewodnictwa, byla opracowana przez braci Londonow w

1935 roku. Z zerowego oporu wlasciwego nadprzewodnika wynika, Zze ruch elektronu w

nadprzewodniku znajdujacego si¢ w polu elektrycznym £ okresla wzor
mi = eE . (15.6)
Wzor (15.6) nie zawiera zadnych wyrazow odpowiedzialnych za opor ("tarcie" elektronow)
probki.
Korzystajac ze wzoru (15.6) dla zmiany gestosci pradu z czasem otrzymujemy

réwnanie
di _ d dir _e’n-_ 1 -
=z —(enl)= en— = EF=—F . 15.7
dt dt ( ) t A ( )
Tu 7 - koncentracja elektronéw, A, = m/ne’.

Skorzystamy teraz z rownan Maxwella

rotE = - 8 ) (15.8a)
0t
.. 0D
”'OZH = ] + a—t . (158b)

Po podstawieniu (15.7) do rdwnania (15.8a) otrzymujemy

:—t(hﬁxfl+ Bl=0. (15.9)

Ze wzoru (15.9) wynika, ze

V[T x G|+ B= const. (15.10a)
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Fundamentalnym postulatem braci Londonow bylo zatozenie, ze stata catkowania we wzorze

(15.10) jest rowna zeru, czyli
) |Fx ]+ B=o. (15.10b)

Poniewaz potencjat wektorowy 4 pola elektromagnetycznego jest okreslony wzorem

B=rod=|ix 4|, (15.11)
ze wzoru (15.10b) otrzymujemy
- 1 [~ -
[D X J] = - —[D X A]. (15.12)
AL
Skad mozemy zatozy¢, ze
= 1 -
J=-—4, (15.13)
/‘L

Roéwnania (15.7) 1 (15.13) sa to dwa rownania braci Londonow, ktére prawidtowo opisuja
zachowania nadprzewodnika w polu magnetycznym.

Zaktadajac, ze w rownaniu Maxwella (15.8b) pole elektryczne jest wolnozmienng

funkcja czasu ( D=0) i nadprzewodnik jest substancja nie magnetyczng (4 = 1)

otrzymujemy
rotB= Il ] , (15.14)
Z réwnan (15.11), (15.13) 1 (15.14) znajdujemy réwnanie na gegstos¢ pradu w nadprzewodniku
IEX{EXZI-u0]=—(AL{EXIEX]“+ uO]):O. (15.15)
Korzystajac z tozsamosci Iﬁ X {Dﬁ X éJ =0 (0 0C)- AC, ze wzoru (15.15) mamy

[ﬁx 0 x j” 0 Odivy - ) = —ﬁ’—Oj' , (15.16)
L

Ze wzgledu na rownanie cigglosci strumienia fadunku elektrycznego w nadprzewodniku musi

by¢ spetnione réwnanie
divi= 0,

a zatem rownanie (15.16) mozemy zapisa¢ w postaci
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(15.17)

=

0

j=0.

Aj -

>

L

W podobny sposéb ze wzordow (15.14) 1 (15.10b) otrzymujemy

[ﬁx[ﬁxé]—uolﬁxj]:E[ﬁx[ﬁxé]]+f—jé%=0. (15.18)

Zndéw korzystajac z tozsamosci {Dﬁ x |0 x é” =000 Dé) - A C, ze wzoru (15.18) mamy
Hog (15.19)

L

0 %[0 % B]|= 0 caiB- 15+

>

Poniewaz z rownah Maxwella wynika, ze djvB = 0, rownanie (15.19) mozemy zapisaé w

postaci
(15.20)

Otrzymali$my wigc dwa podobne rownania na gesto$¢ pradu j i pole magnetyczne § w

nadprzewodniku

=1 4

AB- /\_ZB_ 0 , (15213)
L
|

Aj - /\—2]— 0 (15.21b)
L

Tu

A m

N o= L e (15.22)

0

0
Przypusémy, ze pole B jest spolaryzowane roéwnolegle do osi Ox, pokrywajgcej sie z

powierzchnig nadprzewodnika: ZE (B,,0,0) ipole B zmienia si¢ jedynie w kierunku osi Oz

, prostopadtej do powierzchni nadprzewodnika. Wtedy zgodnie z (15.14)

e, Ey e,
B N R Y N
= tB = — — = X
Rl ZTOBR1 58 0y a2 9z (15.23)
B(z) O 0
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a zatem z rownan (15.21) otrzymujemy

0°8,(2)_B.(2) _,

15.24
= A 2L ’ ( a)
17 (2) j.(z
Jyz( )-Jy(z)ZO. (15.24b)
0z A
Rozwigzania rownan (15.24) maja postac
z
B (z)= B,, exp(- A—) , (15.25a)
L
. _ . z
J,(2)= Jjoexp(- /\_) . (15.25b)

L

Tu B,, oznacza warto$¢ pola magnetycznego na powierzchni probki. Ze wzoru (15.25a)

wynika, ze pole magnetyczne w nadprzewodniku zanika wyktadniczo, a szybko$¢ zaniku pola

Ny= o —— (15.26)
ne HO

Dla typowych koncentracji elektronéw warto$¢ tego parametru jest rzedu 100 104 i dobrze

okresla londonowska gltebokos¢ wnikania

zgadza si¢ z danymi do§wiadczalnymi.

Ze wzoru (15.26b) wynika, ze prad nadprzewodzacy ptynie gtéwnie po powierzchni
nadprzewodnika zanikajac wyktadniczo w obszarze rzedu A , . Wlasnie pole magnetyczne
zwigzane z tym pradem nadprzewodzacym caltkowicie kompensuje zewngtrzne pole
magnetyczne. Udowodnilis$my, ze wewnatrz nadprzewodnika prad nadprzewodzacy nie ptynie
1 indukcja pola magnetycznego wewnatrz nadprzewodnika rowna si¢ zeru, a to wilasnie jest
efektem Meissnera.

Wystepujaca w rownaniu (15.26) koncentracja elektronéw dotyczy jedynie elektrondw
odpowiedzialnych za nadprzewodnictwo. Ze Scistej teorii nadprzewodnictwa Bardeena -
Coopera - Schrieffera wynika, ze koncentracja ta maleje, stajac si¢ rOwna zeru w temperaturze
krytycznej. A wigc przy zwigkszaniu temperatury probki pole zewngtrzne, oraz prady
nadprzewodzace wnikaja do probki coraz glebiej. W temperaturze krytycznej prady

nadprzewodzace znikajg catkowicie. Znika rowniez zjawisko Meissnera.
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Pary Coopera. Elementy teorii nadprzewodnictwa Bardeena - Coopera - Schriefera

Teoria braci Londnow jest teoria fenomenologiczna, ktdéra nic nie moéwi o
mechanizmie fizycznym nadprzewodnictwa. Wazny krok w kierunku zrozumienia
nadprzewodnictwa uczynit w 1956 roku Cooper, ktory zauwazyl, ze gaz elektronow
swobodnych staje si¢ niestabilny, jezeli przypusémy, ze miedzy elektronami dziatajg stabe sity
przyciaggania. Pod wptywem tych sit przyciaggania w gazie odosobnionych elektronéw
powstaja zwigzane miedzy sobg pary elektronowe, ktére nazywaja si¢ parami Coopera.
Poznej okazato sig¢, ze wilasnie te pary Coopera s3 odpowiedzialne za nadprzewodnictwo,
ktore powstaje w metalach. Wkrotce zostalo wyjasnione, ze stabe sily przyciggania migdzy
elektronami to sg sity, ktore powstaja wskutek polaryzacji przez elektrony sieci krystaliczne;.
Krotko ten mechanizm powstawania sity przyciggania mig¢dzy elektronami mozna opisaé w
nastepujacy sposob: poruszajacy si¢ w sieci krystalicznej ujemnie natadowany elektron
przyciagga do siebie dodatnie tadunki sieci. Powstata w taki sposob wokoét elektronu "szuba"
dodatnie natadowana przyciaga do siebie inne elektrony. A zatem odksztatcenie sieci dodatnie
naladowanych weztow jest przyczyng pojawienia si¢ stabego przyciggania ujemnych
tadunkow elektronéw! Z kwantowego punktu widzenia opisane tu oddzialywanie mozna
opisa¢ jako emitowanie przez jeden elektron fononu i pochianianie tego fonony przez drugi
elektron. Fonony takie nosza nazwe¢ fononow wirtualnych poniewaz energia dla takich

procesOw emitowania i pochtanianie fononu nie jest zachowana. W wyniku takiej wymiany

wirtualnym fononem o wektorze falowym ¢ elektrony o wektorach falowych El 1k,

przechodzag w stany z wektorami falowymi lgl -q 1 lgz + g . llos¢ tych emitowanych i

pochtanianych fononéw, wskutek czego powstaja pary Coopera, maksymalna kiedy elektrony
majg przeciwnie skierowane do siebie pedy i spiny. Pary Coopera tworza zespdt czastek z
wypadkowym spinem roéwnym zero, tj. para Coopera ma wiele wspolnych cech z bozonem.
Dla bozonow zasada Pauliego nie jest stuszna, a zatem przy przej$ciu w stan nadprzewodzacy
nastgpuje kondensacja par Coopera (zjawisko kondensacji Bozego -Einsteina) i wszystkie
pary Coopera obsadzaja ten sam stan kwantowy i maja taka sama funkcj¢ falowa.
Kondensacja Bozego-Einsteina par Coopera powoduje, Ze te pary moga poruszac¢ si¢ wzdtuz
przewodnika bez rozpraszania (bez oporu), a wtasnie to oznacza, ze przewodnik przechodzi w

stan nadprzewodzacy.
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Kwantowanie strumienia pola magnetycznego

Dos$wiadczalnie stwierdzone, ze calkowity strumien przechodzacy przez
nadprzewodzacy pierscien moze przybiera¢ tylko skwantowane wartosci, ktore s3
catkowitymi wielko§ciami kwantu strumienia hc/q, gdzie ¢q=-2e. Kwantowanie
strumienia magnetycznego jest pigknym przyktadem makroskopowego zjawiska kwantowego,
w ktorym spdjnos¢ fazowa nosnikéw pradu w stanie nadprzewodzacym rozcigga si¢ na caty
pierscien.

Udowodnimy kwantowanie strumienia pola magnetycznego rozwazajac pier§cien z
nadprzewodzacego materiatu (rys.15.1).

W polu magnetycznym predkosé czastek
okresla wzor (patrz (14.1)

i LR T B R L S
P 1 |
- L(p-gd)= L[ i - 44) . (15.27)
\ m m
\ /{ Przypusémy, ze koncentracja par Coopera
wynosi n={ | =stata. W temperaturze

// / / \ \\\ T = 0 koncentracja par 7 réwna si¢ potowie

koncentracji elektronow w pasmie

przewodnictwa. Zapiszmy funkcje falowa
pary w postaci

Rys.15.1.Kontur catkowania C gradientu fazy Y = Jn e (15.28)
- +nle .

wewnatrz pier§cienia nadprzewodzacego
gdzie faze 0(7) funkcji (15.28) otrzymamy

dale;.
Korzystajac z (15.27) i (15.28) dla strumienia par otrzymujemy

oy = Llade - gd) (15.29)
m
Stad dla gestosci pradu elektrycznego mamy
= = _ Ngq _
JjEqU Uy = —(hDB qA) (15.30)
m

Efekt Meissnera powoduje, ze wewnatrz nadprzewodnika B= 0 i j = 0. A zatem ze wzoru

(15.30) mamy
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076=24. (15.31)

S|

Rozwazmy teraz zmian¢ fazy funkcji falowej pary Coopera, ktdra powstaje przy

jednorazowym obiegnigciu pier§cienia wzdhuz konturu C (rys.15.1). Poniewaz

?EGDdT:BZ—GIEAG, (15.32a)
pAndi - u(mg)w: Ljéud“: o (15.32b)

Tu skorzystali$émy z twierdzenia Stokesa i z rownosci rotd = B .

Biorac pod uwage wzory (15.32) 1 (15.31) znajdujemy
6,-0 = %w , (15.33)

W réwnaniu (15.32a) 0, i 0, sa fazy funkcji falowej pary Coopera w tym samym
miejscu. A zatem, zeby funkcja falowa byta wielko$cig jednoznaczna, musimy przyjac, ze
A0 =2n0n, (15.34)
gdzie 7 jest liczbg catkowity.

Biorgc pod uwage wzory (15.32)-(15.34), ze wzoru (15.31) znajdujemy (g = 2e)

o = 2ITnEE n
q

Q|

= n2,0678010°° T 0m” (15.35)

A zatem skwantowany strumien magnetyczny w pierscieniu nadprzewodzacym jest catkowita

wielko$cig kwanta strumienia @ , = &/ 2e, ktory nazywa sie fluksonem.

Efekt Josephsona

Efekt Josephsona jest zwigzany z tunelowaniem par Coopera przez cienka warstwe
izolatora oddzielajacej jeden nadprzewodnik od drugiego. Ztacze takie nazywaja zigczem
Josephsona.

Rozwazmy uproszczong teori¢ efektu Josephsona przyjmujac, ze ztacze wykonano z
jednakowych nadprzewodnikow i ze réznica potencjatéw migdzy nimi jest rOwna zeru.
Udowodnimy, ze przez ztacze moze ptynac prad nawet bez zewngtrznego pola elektrycznego.

Zaldézmy znow, ze funkcje falowe par Coopera po jednej i drugiej stronie zlacza maja

postaé
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N U, = fn, D™ . (15.36)
Tu n, i n, sg koncentracji par Coopera po obu stronach ztacza; 0, i 8, fazy funkcji falowych

par Coopera. Przypusémy rowniez, ze funkcje falowe ¢, i { , sg rozwigzaniami uktadu

rownan Schrodingera

wl_
0t

ATy , iha;”tz = KTy, . (15.37)

W réwnaniach (15.37) AT okres$la energi¢ sprezenia par Coopera przez barier¢ izolatora. T
ma wymiar czestosci 1 jest miarg tunelowania pary Coopera przez warstwe izolatora. Jezeli
T=0 nie ma sprgzenia migdzy funkcjami §, 1 {,, czyli nie ma tunelowania. Po

podstawieniu (15.36) do (15.37) otrzymujemy

L 1/20”1 & 4 \/_ ¢ = -iTfme™ (15.38)
T
0;[’;:% 21/26”2 \/__ez:_lT\/_en_ (15.39)

Mnozac rownanie (15.38) przez \/n_l e *', aréwnanie (15.39) przez \/Z e 2 otrzymujemy

Lin, . 08, i(0,-6,)

——+*tin,—= -iT\nn,e 15.40a
2 01‘ 1 0t 1772 ( )
d 10, il-
1om,, in,—2= -iT\\nn,e " (15.40b)
2 0t at
Przyrownujac czgsci rzeczywiste i urojone réwnan (15.40), znajdujemy
In, Onz
0—2 = 2T\/nn, Gsind (15.41a)
t
1/2
8 d0
AN NP A TR Lo o SRR , (15.41b)
it n 0t n,

gdzied 2 6,-40,.
Jezeli mamy zlgcze jednakowych nadprzewodnikow i n, 0 n, = n, to z rébwnania (15.41b)

znajdujemy

—l- 2 (15.42)
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Prad J plynacy z obszaru 1 do obszaru 2 proporcjonalny do 07, /0¢= -dn, /0¢. Biorac pod
uwage (15.41a) znajdujemy
J=J,sind = J,sin(d,-6,) (15.43)

gdzie
J, ~2T\nn, . (15.44)

Ze wzoru (15.43) widzimy, ze staty prad par Coopera przez dielektryczne zlaczg, ktory ptynie

przy zerowym napi¢ciu na ztaczu, zalezy tylko od roznicy faz par Coopera w dwoch

obszarach. Amplituda pragdu J, jest proporcjonalna do energii sprz¢zenia T . Efekt ten nosi
nazwe statoprgdowego zjawiska Josephsona.
Réznice faz par Coopera mozna zmienia¢ przyktadajac do dielektrycznej warstwy
zlacza state napiecie V' . Rozwazmy zachowanie ztacza przy niezerowym napi¢ciu na ztgczu.
W tym przypadku para Coopera tunelujaca przez ztacze napotyka roznice energii
potencjalnej ¢V, gdzie g = -2e. Mozemy przyja¢, ze para po jednej stronie ma energie
potencjalng - eV, a po drugiej stronie ztacza el . Wtedy réwnania Schrodingera dla dwoch

obszar6w przyjmuja postacé

d d
ih%: rTy , - ey, in ;ﬂ; =hTy  + evy , . (15.45)
Znéw po podstawieniu (15.41) do (15.45) otrzymujemy
M’l - 1/2 an1 o e = i, 1/2 8,
il 2 + z\/_ = -iT\n,e"* + i(eV /h)n, , (15.46)
0y S Y2 anz o™ e = - . 1/2 it
P -5 5 + \/_ lT\/—e i(eV /h)n, : (15.47)

Mnozac rownanie (15.46) przez \/n_l e "' arownanie (15.47) przez \/Z e " otrzymujemy

ldn, , . 06,
——*tin,—=i(eV /h)n - iT\nn 15.48
NTRELET ( n, €, ( a)
Lon, | in2&= ~i(eV /h)n, - iT\[nn,e™ . (15.48b)
2 9t d¢
Przyréwnujac czg$ci rzeczywiste 1 urojone rownan (15.48) znajdujemy
In, _ ,
— = 2T \/nn, sind (15.49a)

0t

165



29 . (eV/h)-Tyn,/n cosd |, (15.49Db)

0t

0n, _ ,

P -2T\nn, sind . (15.50a)
aaitz: -(eV/h)- T\n /n,cosd . (15.50b)

Przyjmujac znow, ze n, U n, ze wzorow (15.49b) i (15.50b) otrzymujemy

d(0,-6,)_1d0
———1r= —=-2eV/h . 15.51
at a¢ ¢ ( )
Catkujac rownanie (15.51) znajdujemy
0(t)=0(0)-2eVt/h . (15.52)

A zatem stale napiecie, przytozone do ztgcza, powoduje, ze réznica faz 0 = 0, - 0, funkcji
falowych pary Coopera w dwoch obszarach staje si¢ zalezng od przylozonego napigcia.
Podstawiajac (15.52) do wzoru (15.43) otrzymamy wzor na prad nadprzewodzacy przez

zlacze
J = Jysind = J, sinl6(0)- 2eVi/h) | (15.53)
Ze wzoru (15.53) wynika, ze prad nadprzewodzacy oscyluje z czestoscia
w=2V/h. (15.54)

Te oscylacje pradu nosza nazwe zmiennoprgdowym zjawiskiem Josephsona. Przy V = 14V
czestos¢ oscylacji wynosi 483,6 MHz.
Interferometr kwantowy. Squid (skwid)
Rozwazmy dwa zlacza Josephsona potgczone rownolegle, tak jak pokazano na rys.

15.2. Niech réznica faz w punktach 1 i 2 liczona wzdhiz drogi (a) wynosi 0,, a liczona

wzdtuz drogi (b) — (0,). Bez przylozonego zewnetrznego pola magnetycznego te dwie fazy
muszg by¢ sobie rowne. Umiescimy teraz wewnagtrz obwodu solenoid prostopadly do
plaszczyzny obwodu. Biorac pod uwage wzor (15.33) dla zmiany fazy 0, - 8, po obiegnicciu

catego obwodu mamy

6,-8,=0,-0,=(2/n)o (15.55)
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gdzie @ - strumien magnetyczny przenikajacy przez obwod.
We wzorze (15.55) znak (-) przy 0, zwigzany jest z tym, Ze kierunek obiegu gornego
zlgcza jest przeciwny do kierunku obiegu dolnego ztacza.

Na podstawie wzoru (15.55) mozemy zapisac
e 0, = 50+(e/;ﬂ¢ ) (15.56a)

§,=0,-(e/n)o ,  (15.56b)

1 TRE N K" _1 '
¥
. . ST &R \ | N— o G a
| e R 1

E

e |
| -

f

'. i Natezenie pradu ptynacego miedzy punktami

g Vet 1 12 jest sumg pradéw ptynacych wzdhiz

gornego i dolnego zlacz. Natezenie pradu

Puc.15.2. Dwa zfacza Josephsona ptynacego przez kazde ze ztacz okresla wzor
(15.43). A zatem

J viow = Joisingéo + %(D @+ sin@éo - %@ @ﬁ = 2J,sind, Dcos@%@ ) (15.57)

Na rys.15.3 jest pokazana periodycznos$¢ pradu ptyngcego migdzy punktami 1 i 2 dla dwoch

roznych wartosci indukcji pola magnetycznego.

1

\ | I'. II I'-I f '-I. .I| I Y Ii |. .” \ .I| !I III |. I|I .I I-I I\ I': N\ n
ARBEREREERERARY TRTAV,S

T YTV
A |'ijllllI L ;Jﬁl,;!l 1
" ﬁ.l'lul 'I L W I'.!r! 1,

L .
LY L1 ..L_,I.__\. Y

Puc.15.3.

Rys.15.3. Oscylacje natezenia pradu dla dwdch interferometréw kwantowych A i B

Oscylacji pokazane na rys.15.3 sa skutkiem interferencji fal par Coopera. Interferencja
kwantowa w nadprzewodnikach jest szeroko wykorzystywana w urzadzeniach do pomiaru

stabych pol magnetycznych (skwidy). W tych urzadzeniach wykorzystuje si¢ wlasciwos¢

167



interferometru nadprzewodzacego reagowac na dos¢ stabe zmiany indukcji zewnetrznego pola

magnetycznego.
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