Wyklad 14

Oscylacje kwantowe w polu magnetycznym

W polu magnetycznym obserwuja si¢ nowe nadzwyczajne efekty fizyczne, zwigzane z
kwantowaniem ruchu no$nikéw tadunku w polu magnetycznym. W tym i nastgpnym
wyktadzie rozwazmy efekty kwantowe spowodowane wplywem pola magnetycznego na ruch
tadunkow.

Poziomy Landaua
W mechanice klasycznej uogo6lniony ped natadowanej czastki ma postac
p=mvtqgd , (14.1)
gdzie 4 - potencjal wektorowy, okreslony jako
B=|ixd|. (14.2)
W mechanice kwantowej odpowiedni uogdlniony operator pedu wynosi
p=-inl +gd, (14.3)

a zatem hamiltonian swobodnego elektronu (4= ~€) w jednorodnym polu magnetycznym

mozna zapisac jako

H=T+U= " (p- e | (14.4)
2m

gdzie wybraliSmy energi¢ potencjalng U = 0, poniewaz zakladamy, ze oprocz pola
magnetycznego na czastke nie dziata Zadne pole potencjalne. Jezeli zatéozmy, ze pole
magnetyczne jest polem jednorodnym i skierowane wzdtuz osi z, to potencjal wektorowy,

zgodnie z (14.2), ma postac
A=-yBi+0j+ 0k . (14.5)

Po podstawieniu (14.5) do (14.4) hamiltonian przyjmuje postac

e (ps e+ (2o o)) (14.6)

Biorac pod uwage (14.6), zapiszemy réwnanie Schrodingera

ﬁ(pi t pit pl+ 2eyBp, t eszyz)DVF Ey . (14.7)
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Przepiszmy rownanie (14.7) w postaci

0,2 2Bz 2 2 [
P, e +&H_px - E 14
52m 2m 0~ eB[ 2m%w v (14.8)

Zwroémy uwage, ze operatory P, i p, komutuja z operatorem Hamiltona. Stad wynika, ze

wiasne funkcje ¥ opisuja wspdlne wlasne stany operatorow H, p, i p.. A zatem, wlasne

funkcje ¥ mozemy szuka¢ w postaci

p= ) (14.9)
Po podstawieniu (14.9) do (14.8) otrzymujemy

2

Up,  &B? T &
et S e eB@gf(y)— EE - %f(y). (14.10)

Biorac pod uwage, ze pole magnetyczne B jest jednorodnym, wprowadzmy nast¢pujace
zamiany

2p2
k=45 vz - Tk (14.11)
m eB

Wtedy czton w nawiasach po lewej stronie rownania (14.10) przyjmuje posta¢ hamiltonianu

oscylatora harmonicznego

2
Py Ly y) (14.12)
2m 2

Wprowadzajac czestotliwose, ktdra nosi nazwe czestosci cyklotronowej
Q= ]===, (14.13)

dla wartosci wtasnych hamiltonianu oscylatora harmonicznego mozemy zapisaé

hk?
) 2m

E

- 0 @m %@ _ (14.14)

Poziomy okreslone wzorem (14.14) nosza nazwe pozioméw Landaua.

Ze wzoru (14.14) otrzymujemy

E-= Z + 7
2m

'k’ 1
@m 5@ . (14.15)
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Wzér (14.15) zawiera dwa czlony. Pierwszy czlon odpowiada energii swobodnego
ruchu elektronu wzdhuz osi z. Przypomnijmy, Ze jezeli pole magnetyczne jest przytozone
wzdhuz osi z, to ze strony pola nie dziata zadna sita w tym kierunku, zaniedbujgc oczywiscie
stosunkowo stabe oddziatywanie spinowego momentu magnetycznego elektronu z polem. Dla
tego ruch elektronu wzdtuz osi z jest ruchem swobodnym, a energia odpowiadajaca temu
ruchowi jest wprost energig kinetyczng ruchu w kierunku osi z. Drugi wyraz odpowiada
energii oscylatora harmonicznego i opisuje ruch czastki w plaszczyznie X~ V. Z punktu
widzenia fizyki klasycznej ruch natadowanej czastki w polu magnetycznym zachodzi po
spirali. Istotnie, na naladowana czastke w jednorodnym polu magnetycznym dziata sita
Lorentza skierowana prostopadle do predkosci czastki, a zatem przyspieszenie bedzie tez
skierowane prostopadle do predkosci. A stad wynika, Zze pole magnetyczne ,,zastawia” czastke
poruszac si¢ po orbicie spiralne;.

Dozwolone funkcje falowe dla elektronu okresla wzor (14.9). Postaé funkcji f ()
znajduje si¢ z réwnania (14.10) 1 sg to funkcje oscylatora harmonicznego. A zatem wiasne

funkcje naladowanej czastki w polu magnetycznym wynosza
y~ el (E)e (14.16)
gdzie H,(S) - wielomiany Hermite’a, a ¢ okresla wzor

&=y n) (14.17)

Gestosé stanow elektronowych w polu magnetycznym

Rozwazmy teraz efekt przylozonego pola magnetycznego na gestos¢ standw

elektronowych. Gesto$¢ stanow uktadu trojwymiarowego okresla wzor

2V dk dk dk,
(27r)3 dE ’

_dN _
g(E)= 1B (14.18)

gdzie mnoznik 2 w liczniku uwzglednia spin elektronu. Jezeli zaniedbujemy oddziatywaniem

spinowego momentu magnetycznego z zewngtrznym polem, to na ruch elektronu wzdhuz osi
z pole magnetycznie nie wplywa. Zatdzmy, ze krysztat jest ograniczony i ma wymiary L, L,
i L, . Z warunkéw Borna-Karmana wynika, ze ilo$¢ stanéw dla okreslonej wartosci k£, wynosi

LZ

2

N.dk, = 2

dk. | (14.19)
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gdzie mnoznik 2 pochodzi od tego, ze k, moze byé dodatnim i ujemnym. Liczba stanéw N,
w plaszczyznie prostopadtej do pola magnetycznego, znajdujgcych sie pomiedzy k, i k, + dk,
okresla wzor

LL
N, = 2ak,dk, 2 (14.20)
(27)

gdzie k, - warto$¢ rzutu k- wektora na plaszczyzne prostopadla polu magnetycznemu.

Przypomnijmy, ze odlegtos¢ miedzy poziomami Landaua jest réwna 70 . A zatem
powinny$Smy mie¢

d\n’k? 12m)

dk.= hQ . 14.21
dkr r ( )

Roézniczkujae w (14.21) 1 korzystajac z (14.13) otrzymujemy

2
Wk, dk, = heB (14.22)

m m

Wyliczajac k,dk, z (14.22) i podstawiajagc wynik do (14.20) znajdujemy

B L L
sze_xy:
v ﬂh(27r)2

B LL, 14.23
h 2r (14.23)

Gestos$¢ stanow otrzymujemy jako iloczyn (14.19) i (14.23), ktora po przeksztatceniu do

energii jest rowna

g(E)dE_ = Vzn %% , (14.24)

gdzie V' = L.L L. - objeto$¢ krysztatu.

Ze wzoru (14.15) wynika, ze E, mozemy zapisa¢ jako

271.2
7k g Has Y (14.25)

EZ
2m 0 20

Podstawiajagc  wzér (14.25) do wzoru (14.24), znajdujemy dla gestosci standow

trojwymiarowego uktadu w polu magnetycznym nastepujacy wzor
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g(E)= VY cBy2m 1 e
g (27rh)2\/E- 70 o+~ '
1 20

Ze wzoru (14.26) wynika, ze w funkcji gestosci stanow g£(E) pojawiaja si¢ osobliwo$ci
(gwaltownie rosnie gestos¢ standw wskutek zerowania si¢ mianownika), gdy energia staje si¢
réwng energii poziomu Landaua.

W rzeczywistych uktadach,
poszerzenie energetyczne eliminuje ta
osobliwosc¢, chociaz okresowos¢
zachowania gestosci standéw pozostaje.

Z poréwnania wzoru (14.26) ze

Density of States

wzorem (4.19) widzimy, ze funkcja

opisujgca gestos¢ stanow elektronowych

jest podobna do funkcji gestosci stanow

drutu  kwantowego. A zatem pole

Energy magnetyczne skierowane wzdluz osi z

powoduje, ze elektrony, podobnie do ich
Rys.14.1. Gesto$¢ standéw dla tréjwymiarowe;j
systemy bez zewnetrznego pola magnetycznego
(krzywa kreska-kropka) Dy(E) i przy istnieniu M0ga swobodnie porusza¢ si¢ tylko w
zewnetrznego pola magnetycznego D(E) (krzywa jednym kierunku — wzdhz kierunku pola
ciggla)

ruchu w ukfadzie jednowymiarowym,

magnetycznego.
Interesujagcym jest pordéwnanie dozwolonych stanow w przypadku istnienia

zewnetrznego pola magnetycznego z przypadkiem braku pola. Dla tréojwymiarowego gazu
elektronow powierzchnia Fermiego jest prosto kulg. Zewnetrzne pole magnetyczne zmienia
stany energetyczne ukltadu. Poniewaz pole magnetyczne nie zmienia ruch wzdhiz osi z, ruch

w tym kierunku jest taki sam jak ruch swobodnej czastki i opisywany jest w (14.15) cztonem
zawierajagcym K, .
Energia ruchu elektronu w plaszczyznie XV, jak wynika z przeprowadzone] wyzej

analizy jest skwantowana i wynosi 72 (n+ 1/2). Dozwolone stany w k -przestrzeni wzdhuz

kierunkéw k, i k, znajduja sie na okregach o promieniu

2m 1
k2t k2= =-nQ On+ —
k= @n 2@ . (14.27)
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A zatem dozwolone stany znajduja si¢ na powierzchniach cylindrow wzdhuz osi £, , jak to jest
pokazane na rys.14.2. Jak wida¢ z rys.14.2 wewnatrz walca z n= 0 nie ma dozwolonych
standbw. A zatem, zgodnie z rys.14.1 gesto$¢ stanow musi by¢é rowna zeru dla energii
mniejszych niz 7Q /2.

Gestos¢ stanow wzrasta gwaltownie, 4
gdy energia staje si¢ rodwnej energii
odpowiadajacej  pierwszemu  cylindrowi. -
Dalej gestos$¢ standéw zmniejsza si¢ dopdki nie =2

zostanie dotknigety nowy walec. W przypadku k,

w

trojwymiarowym bez pola magnetycznego L K
gestos¢  stanow  rosnie  jako pierwiastek

kwadratowy z E, co pokazano jest na rys.

14.1 za pomocg funkcji Dy(E). Oczywiscie,
ze  ogblna liczba  stanow dla  dwoch Rys.14.2. Efekt przylozonego wzdluz osi z
przypadk6w — bez pola magnetycznego i z pola magnetycznego. Dozwolone energie
znajduja si¢ na koncentrycznych cylindrach z
osiami paralelnymi do pola magnetycznego
Stopien zwyrodnienia pozioméw Landaua

polem, musi pozosta¢ taka sama.

Znajdziemy stopien zwyrodnienia poziomu Landaua, czyli jakg ilo$¢ standw
elektronowych zawiera poziom Landaua. Przypomnijmy, ze zgodnie z zasadg Pauliego w tym
samym stanie kwantowym nie mogg znajdowac¢ dwa elektrony. A zatem, liczba dozwolonych
standbw ogranicza liczbe elektronéw, ktore obsadzaja zbior stanéw. Z gestoSci stanow
pokazanych na rys.14.2 widno, Ze migdzy cylindrami istnieja zabronione przerwy
energetyczne. Dlatego, po obsadzeniu koniecznej liczby stanéw kazdego cylindra zachodzi
skok w energii 1 staja si¢ dostepne do obsadzenia kolejne stany. Ogolna liczba standow
dostgpnych na kazdym poziomie Landaua moze by¢ obliczona w nastepujacy sposob.
Bedziemy zaklada¢ shusznos$¢ periodycznych granicznych warunkéw dla systemy (warunek
Borna-Karmana). Przypomnimy, ze jezeli zatozmy, ze krysztal jest szeScianem z dlugos$cia

sciany L, to okresowe graniczne warunki Borna-Karmana oznaczaja, ze
w(x,y,2)= y(x+ Lyt L,z+ L) . (14.28)

Rozwazmy teraz ruch swobodny czastki w kierunku osi z (w kierunku przytozonego

pola magnetycznego). Po podstawieniu funkcji falowej swobodnego elektronu, zalezng od z (

w ~ exp(ik.z) ), z warunku ¥(x,,2) = y(x,y,z+ L) otrzymujemy
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ko= (14.29)

gdzie n, jest wiclko$cig catkowita. Parametr |vo|= [ik.|/eB (14.11) musi znajdowaé sie
migdzy 0 1 L, poniewaz ten parametr jest zwigzany ze Srodkiem okregu ruchu klasycznego i
nie moze wychodzi¢ za granicy krysztatu. A zatem maksymalna warto$¢ ), jest rowna L.

Bioragc pod uwage wzor (14.29) znajdujemy

k

X| =

h
= n, (14.30)
eB eBL

Maksymalna liczba standéw na jeden poziom Landaua (zwyrodnienie poziomu Landaua)

otrzymujemy rozwigzujac (14.30) wzgledem 7,
n.=—10. (14.31)

Dzielagc (14.31) przez [* znajdujemy maksymalng liczbe stanow na jednostke pola

powierzchni §

eB
= — 14.32
; (14.32)

SV

Ze wzoru (14.32) wynika, ze zwyrodnienie poziomu Landaua (liczba dostepnych do
obsadzenia stanéw albo ,,pojemno$¢” poziomu Landaua) jest wprost proporcjonalna do

indukcji pola magnetycznego B .
Oscylacje Shubnikova - de Haasa

Efekt Shubnikova—de Haasa jest zwigzany z oscylacjami oporu (magnetooporu) od
wielkosci odwrotnej do indukcji zewngtrznego pola magnetycznego (1/B). Oscylacje
Shubnikowa — de Haasa rejestrujg si¢ w zwyrodnialych potprzewodnikach w niskich
temperaturach. Dla obserwacji efektu Shubnikowa-de Haasa musza by¢ spetnione trzy
podstawowe warunki.

* Gaz elektronowy musi by¢ zwyrodniaty, czyli
wu>> kT

Ten warunek mozna spetni¢ silnie domieszkujac podtprzewodnik donorami. Wtedy poziom

Fermiego znajduje si¢ w pasmie przewodnictwa potprzewodnika, a $rednia odlegltos¢ migdzy
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donorami 1/N}> (N, - koncentracja donoréw) jest mniejsza od promienia orbity Bohra 7,

w krysztale
] m
NP <= soggrB(lH)_

Tu r,('H)= 0.53 A — promien Bohra dla atomu wodoru; 7 - masa swobodnego elektronu,

m" - masa efektywna elektronu.
+ Odlegto$¢ migdzy poziomami Landaua #Q musi by¢ wigksza niz szerokos¢

kazdego z poziomoéw Landaua A E U h/t (7 - czas zycia elektronu na poziomie)
Qr>>1.

Warunek ten moze by¢ spelniony tylko w silnym polu magnetycznym.
« Cieplne poszerzenie pozioméw Landaua A E 0 kT musi by¢ znacznie mniejszym

od odleglosci migdzy poziomami Landaua 7Q
hQ >> kT .

Warunek ten jest spetniony tylko w niskich temperaturach.

Powstawanie oscylacji Shubnikowa - de Haasa mozna zrozumie¢ rozwazajac
zachowanie si¢ poziomu Fermiego w polu magnetycznym. Zaldézmy, ze na poczatku poziom
Fermiego znajduje sic wewnatrz poziomu Landaua £,(a) (rys.14.3). Poniewaz poziom
Fermiego lezy w cze$ciowo obsadzonym pasmie energetycznym, ruchliwos$¢ jest stosunkowo
wysoka (linia B, na rys.14.4). Przy zwigkszeniu indukcji pola magnetycznego, zgodnie ze
wzorem (14.32), zwigksza si¢ ilo$¢ dostepnych standw ponizej poziomu Fermiego. Elektrony
zaczynaja obsadzac te ,,puste” stany, a w wyniku tego poziom Fermiego przesuwa si¢ w gtab

nizszego wzgledem energii pasma (poziom E, (D) na rys.14.3), gdzie przewodnictwo jest

mniejsze (linia B, na rys.14.4). Kolejne zwigkszen\ie indukcji pola magnetycznego powoduje

nastepne przesuni¢cie poziomu Fermiego w stron¢ nizszego poziomu Landaua (poziom
E,(c¢) na rys.14.3). Gdy poziom Fermiego popada wewnatrz kolejnego poziomu Landaua
(poziom E,(¢) na rys.14.3), pojawiaja sie puste nieobsadzone stany energetyczne i zwieksza

sie przewodnictwo (linia B; na rys.14.4). A zatem, przewodnictwo wykazuje oscylacji przy

zmianie indukcji pola magnetycznego. Jak pokazuje rys.14.4, amplituda oscylacji wzrasta

przy zwigkszeniu indukcji pola magnetycznego.
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Rys.14.3. Gesto$¢ stanow dwuwymiarowego Rys.14.4. Przewodnictwo jako funkcja

uktadu w polu magnetycznym. Pokazane sa indukcji pola magnetycznego dla
réwniez potozenie poziomu Fermiego £, dla dwuwymiarowego ukfadu. Widaé, ze
réznych wartosci indukcji pola przewodpictwo . wykazuje oscylacje
magnetycznego: @ - najmniejsza indukcja (os'cylaCJe. Shpbmqua - de Haasa). Przy
pola; d - najwicksza indukcja. Przy zw1§;kszen1u 1pdukc11 pola Ir}agnetyczn,ctgo,
zwickszeniu indukcji pola poziom Fermiego PO#10M Fermiego przechqdzl przez. rozne
przesuwa si¢ w strone mniejszych energii. poziomy Landaua, co ujawnia si¢ jako

oscylacje w przewodnictwie.
Z amplitudy oscylacji mozna otrzymac¢ wartos¢ efektywnej masy nosnikow tadunku. Oprécz
tego, mierzac czgsto$¢ oscylacji Shubnikova - de Haasa mozna otrzymaé warto$¢
dwuwymiarowej koncentracji no$nikdw. A wigc, pomiary oscylacji Shubnikova - de Haasa
daja wazng diagnostyczng metod¢ charakteryzujaca transport nosnikéw w dwuwymiarowej

elektronowej systemie.

Efekt de Haasa - van Alfena

Efektem de Haasa — van Alfena nazywaja oscylacje podatnosci magnetycznej albo
namagnesowania w zaleznos$ci od indukcji zewnetrznego pola magnetycznego B (rys.14.5).
Fizyczny mechanizm tych oscylacji jest dos¢ prosty. Rozwazmy gaz elektronowy w polu

magnetycznym o indukcji B. Namagnesowanie (moment magnetyczny jednostkowej

objetosci probki) okresla wzor

_9E
B’

(14.33)

gdzie E - calkowita energia uktadu w polu magnetycznym o indukcji B .

W polu magnetycznym przy 7 = 0 elektrony obsadzaja tylko poziomy Landaua.

Zatdézmy, ze liczba elektrondw 7, jest mniejsza niz zwyrodnienie poziomu Landaua eB/h i
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elektrony zajmujg nizszy poziom Landaua (11.4), dla ktérego n = 0. Wtedy catkowita energia
gazu elektronowego wynosi

M hQ ehB

E=n—=n,—, (14.34)
m
zmniejszona tak, ze

Rys.14.5. Zalezno$¢ momentu magnetycz-

nego gazu elektronowego od indukeji pola 2(eB/h)> n,> (eB/h) .
magnetycznego

W tym przypadku elektrony muszg obsadza¢ nie tylko poziom Landaua z n = 0, ale réwniez

———
W

o |

>

a moment magnetyczny jest rowny

m=-E._, (14.35)
0B 2m

\
N
S

- 4

Niech indukcja pola magnetycznego zostala

poziom z n = 1. Energia catkowita uktadu wtedy bedzie wynosita

nQ _eB  3hQ eB 3ehB €’B’
gz o8 M g, BHL, 2B B 1436
2 h 2 * hD °2m 2am ( )
Skad dla momentu magnetycznego znajdujemy
2
M= -n, @ ¢B . (14.37)
‘2m  wm

A zatem przy B= nj/e moment magnetyczny gwaltownie zmienia sic od wielkosci
(-ehn,/2m) do wielkoéci (+ehn,/2m). Przy mniejszych warto$ciach indukcji pola
magnetycznego moment magnetyczny zmienia si¢ liniowo, osiagajac wartosci (- ehn,/2m)
dla B= n,h/2e.

Jezeli indukcja pola magnetycznego okaze si¢ w zakresie (n,h1/3e)< B< (n,h/2e), to

elektrony zaczng obsadza¢ poziom Landaua z n = 2 i energia catkowita uktadu wtedy bedzie

rowna
22
E- hQ Dﬁ 3nQ eB ShQ DH 2eBH SehB_ 3e’B ' (14.38)
2 h 2 2m 27tm
Skad dla momentu magnetycznego znajdujemy
2
M= —ne@+ 3¢'B (14.39)
2m  wm
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Zalezno$¢ M (B) jest przedstawiona na rys.14.5. Gwaltowne zmiany namagnesowania a wiec

i podatno$ci magnetycznej x = M /B nastepujg przy B = nh/ne, gdzie n=123,...
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