Wyklad 12

Struktura pasmowa cial stalych

Mimo powodzenia modelu gazu elektronow swobodnych w opisie zachowania
elektronow w metalach, nalezy uznaé, ze ten model jest bardzo uproszczonym modelem do
rzeczywistosci. Model swobodnych elektronéw nie jest w stanie wytlumaczy¢ podziatu ciat
na metali, potprzewodniki i izolatory, poniewaz nie uwzglednia oddziatywania elektronow z
jonami sieci 1 miedzy soba. Dla uwzglednienia oddzialywan elektronéw miedzy sobg i z

jonami sieci krystalicznej stosujg szereg réznych przyblizen.
Przyblizenia silnego i stabego wigzania

W przyblizeniu silnego (albo ciasnego) wigzania zaklada si¢, ze energia wigzania
elektronow w atomie jest znacznie wigksza od energii wigzania miedzyatomowego. Wskutek
tego elektrony sg silnie zlokalizowane w sieci i w duzym stopniu zachowuja wtasnosci, ktore
miaty w atomach swobodnych. Przyblizenie silnego wigzania dobrze opisuje zachowanie w
ciatach stalych elektronow powlok wewnetrznych atomow. Elektrony powlok zewnetrznych
sa slabo zwigzane z jadrami atomoéw i1 dla tych elektronéw walencyjnych dobrym
przyblizeniem jest przyblizenie stabego wigzania. W przyblizeniu stabego wigzania elektron
jest traktowany jak prawie swobodny elektron poruszajacy si¢ w stabym okresowym pole

elektrycznym sieci krystaliczne;.
Przyblizenie stabego wigzania

Z twierdzenia Blocha wiemy, Zze rownanie Schrodingera z potencjatem periodycznym

ma rozwigzanie w postaci funkcji Blocha
Y (F)= u (7)™ (12.1)

Poniewaz

po podstawieniu (12.1) do réwnania Schrodingera
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h* [0 3y 0y -
+ + +U = E
2m%0x2 T E = £y (12.2)
otrzymujemy
2 272
E h—A ¥ Ekﬂp+ U(r)E EE- 'k ED%(?) ) (12.3)
2m m 2m

Réwnanie (12.3) na periodyczng cze$¢ funkcji Blocha nosi w fizyce ciata stalego nazwe
rownania kp.

Latwo sprawdzié, ze funkcje Blocha (6.1) nie sa funkcjami wiasnymi operatora pedu

elektronu ( p = - il ). Istotnie

f)(u,;e”;f)= -ihﬁ(u/;e”;f): hlgtu/;e”;f)- ih(ﬁué)ﬂeig; # ﬁ(u/;e”;?) . (12.4)
A zatem dla elektronu w stanie stacjonarnym ped elektronu p = hk nie jest dobrze okreslony.
Wielkos¢ p = nk nazywa si¢ kwazipedem (pgdem krystalicznym). Przypomnimy, ze w

krysztale wektor falowy k jest okreslony tylko z dokladnoscia do dowolnego wektora

translacji sieci odwrotnej ¢ (z tego powodu wiasnie powstata nazwa tej wielko$ci -
kwaziped).
Poniewaz funkcje 4; i U(7) s3 funkcjami okresowymi mozemy zapisaé te funkcje w

postaci szeregéw Fouriera

ug =y bpe" (12.5)
h

U(F)=§ Uge® (12.6)

4

Tu wektory 4 i € sa wektorami sieci odwrotnej krysztahu.

Po podstawieniu tych szeregdw do rownania kp (12.3) otrzymujemy

) b B e Pl oy U p oo Y biRE, - Pk B (12.7)
- h 2m m },Z,g g h - h k 2m : ‘
Podstawmy w drugiej sumie h=h'+ g, zatem
n’ n - n’k’
b~ _hZ + —k Dh Delhr U~b~ ,elhr - b~ E« Delhi 12
Zh E2m m E th g kg 2,, "HR O 2m (12.8)
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Poréwnujac czynniki odpowiadajace tym samym sktadowym fourierowskim mamy

2 272
bEE;l_mhz + %EDEE+ Zg Ugh;., = bEHEé - hz;l; E :
albo
ﬁ(;ﬂ Kb+ Y Ugb, = Eb,
2m A &
Oznaczajac
ES = i(lﬂ 12)2 :

zapiszmy wzor (12.10) w postaci

(EIE-E;};-UO)bﬁ-Z Ub, =0

gt 0
Rozwigzanie rownania (12.12) bedziemy szuka¢ korzystajac z rachunku zaburzen

~ (0) 1) (2)
E.=E”+E"+ EP+ .

b

= 10 @ (2)
bh<—bh< +bﬁ +b}; +...'

(12.9)

(12.10)

(12.11)

(12.12)

(12.13a)

(12.13b)

W przyblizeniu zerowym (U; = 0) mamy do czynienia z elektronem swobodnym i wtedy z

réwnania (12.12) otrzymujemy

0) _ S 0) -
([EQ- ES Jm©=0

kth
Skad
'k’
0) - S -
by"=1,b"=0, ht0,
albo
) -
bﬁ-g - 5ﬁg .

W pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen rownanie (12.12) przyjmuje postaé

O 4 g - S
E7tES-E;

k+h

vl - 3 U

h-g
g#0
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Biorac pod uwage (12.17) mozemy zapisaé

0) - -
Y Ughplp= ) Uy = Uy (12.19)
gt 0 g0
A zatem
(604 £ 68, B0+ ) U= 0. (20

Dla 4 = 0 ze wzoru (12.20) mamy
50+ B9 - 55~ 0+ 8]0 azan
Skad

EV: B} U,- EO = U, (12.22)

Dla 4 # 0, z uwzglednieniem wzorow (12.16) i (12.22), ze wzoru (12.19) otrzymujemy

[£0 - 52,0 - Uy 0. 1223
Skad
U-
O (12.24)
h 0) _ (0 - :
EE EE+E

W drugim rzedzie rachunku zaburzen zostawiamy w roéwnaniu (12.12) wyrazy co

najwyzej drugiego rzedu wzgledem zaburzenia

(0) M @ _ S _ (0) M 2] - (0) My -
[EQ+ EQ+ EP - ES - U [+ 60+ 57)-§ U6+ 5 )20 (1555

k+h
g0
Po pominigciu czynnikow wyzszego rzedu wzgledem zaburzenia niz 2 otrzymujemy

(0) O _ s (0) M (2),(0) _ (0) My =
[EQ+ EX - B2 - Uy Jb+ b0+ EPBO -5 U, 00, +57)=0 (1)

k+h
g#0

Biorac pod uwage wzor (12.18) ze wzoru (12.26) znajdujemy

(2)7,(0) _ (O
EZb -y U’ =0 (12.27)

gt 0
Uwzgledniajac (12.16) i (12.24) otrzymujemy

UU..
(2) - @ - -
ES =Y Ubi=) —5 = . (12.28)

0) _ (0
g+ 0 g;tOEI; El;-g
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272

Korzystajac z wyrazenia E /%0) = hz— mamy
m

£ = -2y Usl s
k

— 12.29
n? g0 g2 - 2gk ( )

A zatem w drugim rzedzie rachunku zaburzen otrzymali§my nast¢pujacy wzoér na widmo

energetyczne elektronu poruszajacego w potencjale okresowym

h2k2+U0_ 2m UgU_g

E =E9+ED4 O - Ty e
k k k k 2m hz ;ng + 2§k

(12.30)

Tu w ostatnim wyrazeniu dokonaliémy zamiany wskaznika = € na & .

Otrzymany wzor (12.30) jest stuszny, jezeli wektory falowe k nie sa zbyt bliskie

granicom strefy Brillouina. Gdy wektor k zbliza sie do granicy strefy Brillouina wowczas

E,§°> zbliza si¢ do E,(;O)é 1 mianownik we wzorze (12.28) dazy do zera. Ze wzoru (12.30)

wynika, ze mianownik w tym wzorze jest rdwny zeru jezeli

-
glk = -Egz . (12.31a)

Warunek (12.31a) nosi nazwe warunku Bragga. Warunek Bragga mozemy rowniez zapisa¢ w

postaci
kK*= (k+ g)°. (12.31b)

W przypadku spetnienia warunku Bragga £ ,(;0) = E ,(;0; , a wigc mamy do czynienia ze

zjawiskiem zwyrodnienia (zdegenerowania) pozioméw energetycznych. W tym przypadku

nie mozemy stosowa¢ wzoru (12.30), a musimy korzysta¢ z rachunku zaburzen dla stanow

zdegenerowanych. Zachowujac w réwnaniu (12.12) tylko wyrazy z h=0 i h= g, gdzie

wektor falowy g’ spetnia warunek Bragga (12.31) otrzymujemy nastepujacy uktad rownan

\E- EX-U,Jn,-U b, =0 (12.32a)
S -
- U byt |Eg- ES - Uplp, =0 (12.32b)

Uktad rownan (12.32) ma niezerowe rozwigzanie jezeli
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E.- -U, -U
2m g -
hZ(%+ —'/)2 - 0 5
-U. E-2=28) .y,
§ 2m
a stad
h2k2 h2(E+ g/)Z ,
H(EE -U,)- . HH(Ek -U,)- o E- Ug/ -
(12.33)
, Rk
=(E.-U,- Zm) -Ug =0
Tu uwzglednili$my, ze wektor g’ spelnia warunek Bragga (12.31b).
Rozwigzanie rownania (12.33) ma postac
_ hk?
E.=Uj+ Wi Ug/ . (12.34)

OtrzymaliSmy dwa rozwigzania na granice

& strefy Brillouina. A zatem w odrdznieniu od

elektronow swobodnych na granice strefy

M A Brillouina dla elektronu poruszajacego si¢ w
polu krystalicznym pojawia si¢ przerwa

/‘<€ /\/'szf" energetyczna  2U ¢ (rys.12.1). Stosunek

-2% ¢ 0 & &k wspolczynnikow b, i by znajdziemy z

=&l
=

rownan (12.12)

Rys.12.1. Rozszczepienie paraboli energii
Y pieniep s b, E.-U,-(n%12m)
elektrondw na granice strefy Brillouina B = U
0 N

g

=11 (12.35)

W przypadku sieci jednowymiarowej punktom granicznym pierwszej strefy Brillouina
odpowiadajg liczby falowe * m/a. A zatem na dranice strefy Brillouina mamy dwa

rozwigzania

. ) . Ocos(m [x/a)
U, (7)= exp(m Ox/a)t exp(-in Ux/a)0 [ . , (12.36)
’ Osin(m Ux/a)

Sa to, jak wida¢ ze wzoru (12.36), fale stojace.
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Model silnego wigzania powstawania pasm energetycznych

Zilustrujemy teraz jak w modelu silnego wigzania powstajg pasma energetyczne. W
przypadku silnego wigzania, gdy energia kinetyczna elektronow jest znacznie mniejsza niz
energia potencjalna oddziatywania elektronow z polem jader, elektrony w duzym stopniu

zachowuja wlasnosci, ktore mialy w atomach swobodnych. W tym przypadku jest

oczywistym sprobowaé¢ poszukaé wiasnych funkcji elektronow ¢ ;(7) w postaci liniowej

kombinacji atomowych funkcji elektronéw (metod LCAO)

U=y - R,) (12.37)

Tu ¢, (7- ﬁ,,) jest funkcja wilasna Hamiltonianu H, atomu swobodnego, znajdujacego sie w

wezle sieci, okreslonym wektorem I_én
Hy (- R,)= E$ ,(F-R) . (12.38)

Przypusémy teraz, ze Hamiltonian elektronu w krysztale mozemy zapisa¢é w postaci

(przyblizenie jednoelektronowe)
H=H,+V(F-R) . (12.39)

Tu wyraz V(7 - ﬁn) opisuje zaburzenie, ktore powstaje wskutek oddziatywania elektronu z

pozostatymi atomami sieci krystalicznej. Energi¢ elektronu w krysztale znajdziemy jako

srednig warto$¢ Hamiltonianu (12.39)

- v lHW )
E (k)= Y————=+ . 12.40
) W, (12:49)

Obliczymy najpierw mianownik w (12.40)

W=y 0 N (12.41)
Tu zaktadalismy, ze <¢ w0 ,~m> 20 ,,.
W podobny sposéb dla licznika w (12.40) mamy
<w 1|H|w i> - Z eilz(kn_ﬁ’")@) in H|¢ im>

. I . (12.42)
V|¢ in> ¥ 2 elk(Rm_RM)<¢ in |V|¢ im>

ntm

:NEi+Z <¢in



Wskutek symetrii translacyjnej element macierzowy 4; = '<¢ in V|¢ ,-,,> nie zalezy od 7.

Jezeli w ostatnim cztonie w (12.42) rozwazmy tylko najblizsze sgsiedzi i przypusémy, ze dla

najblizszych sasiadow B, = = (9, [V']9 .,) (n# m), to wzor (12.42) mozemy zapisa¢ w postaci

Wil )= Y A )
= N[E, - 4, - Biz eﬂé(k,,,—ﬁm)] : (12.43)

Suma po M zawiera tylko te warto$ci, dla ktérych ﬁm opisuje najblizszych sgsiadow wezta

okreslonego wektorem f?n. We wzorze (12.43) wielkosci 4; i B; sa dodatnie, poniewaz

funkcja potencjalna V' dla sit przyciggania jest funkcja ujemng. Po podstawieniu (12.41) i
(12.43) do wzoru (12.40) otrzymujemy

N - _ _ ikUR,- R,)
E(k)= E - 4-B)Y e . (12.44)
m
4EVI(r) (13 4E
r

1
128,
4

0 1 a' 0 g 2 3k

(odlegtosé) wektor falowy k wzdtuz kierunku [111]

a b c
Rys. 12.2. Powstawanie pasm w modelu silnego wigzania

Jezeli rozwazmy prostg sie¢ regularng dla ktorej
R,- R, = (a,0,0);(0.t @,0);(0,0,t a) ,
to ze wzoru (12.44) otrzymujemy

El.(l;) = E - 4 - 2B (cosk,at cosk,at cosk.a) . (12.45)
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We wzorze (12.44) wielkosci 4; i B, zaleza wprost proporcjonalne od przekrywania
pomigdzy funkcjami falowymi sgsiadujagcych atoméw. A zatem, szeroko$¢ pasma
energetycznego ros$nie ze wzrostem przekrywania pomiedzy odpowiednimi funkcjami

falowymi sasiadujacych atomow. Ze wzoru (12.45) widzimy, ze w trakcie tworzenia
krysztalu, kiedy atomy zblizaja sie do siebie, poziom atomowy E; staje si¢ pasmem
energetycznym. Srodek pasma jest obnizony o 4, w stosunku do E,, a szeroko$¢ pasma

energetycznego wynosi 12B; (rys.12.2).

Przewodniki, izolatory, polprzewodniki
Oddzialywania migdzy N atomami jednego rodzaju w krysztale powoduja, ze poziom

energetyczny £, swobodnego atomu rozszczepi sie na N standw. Stany te tworza
kwazicigglte pasmo, ktore, jesli wzia¢ pod uwage degeneracj¢ spinowa, moga zostac
obsadzone przez 2N elektronow. Prawdopodobienstwo obsadzenia poszczegdlnych stanow
jest okreslone rozktadem Fermiego -—Diraca. W zaleznosci od tego, gdzie znajduje si¢
poziom Fermiego, wszystkie ciala stale mozna podzieli¢ na przewodniki, izolatory i
polprzewodniki.

Rozwazmy dwa pasma ciala statego (rys.12.3). Pasmo dolne jest zbudowane z
elektronow znajdujacych si¢ na zewngtrznych — walencyjnych powtokach atoméw. To pasmo
nazywa si¢ pasmem walencyjnym. Pasmo lezace powyzej pasma walencyjnego nazywamy

pasmem przewodnictwa.

Pasma energetyczne

energia

izolator metal p6imetal pélorzewadnik nétnrzewndnil

Rys. 12.3. Przewodniki, izolatory, potprzewodniki

Oznaczmy goOrng warto$¢ energii pasma walencyjnego przez £, , a dolng warto$é

energii pasma przewodnictwa oznaczmy przez E.. Jezeli poziom Fermiego lezy w pasmie
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walencyjnym (E, > E.), to cialo state jest przewodnikiem. Zewngtrzne pole elektryczne
wywoluje przejscia elektrondw na swobodne poziome energetyczne powyzej energii
Fermiego 1 w ciele bedzie ptynat prad. Jezeli poziom Fermiego lezy w pasmie wzbronionym (
E.> E.> E,), apasmo walencyjne jest zapelnione, to mamy do czynienia z izolatorem.
Bez wzbudzenia zewngtrznego (ogrzewanie probki, napromieniowanie, wprowadzenie
domieszek itd.) izolator nie bedzie przewodzil pradu elektrycznego.

Sposrod przewodnikoéw 1 izolatoréw szczegdlne miejsce zajmuja pOlprzewodniki.
Umownie przyjeto uwaza¢ za poiprzewodniki substancje w ktorych szerokos¢ pasma
wzbronionego jest mniejsza niz AE = E. - E, < 3eV . Za izolatory uwaza si¢ substancje w

ktorych szerokos$¢ pasma wzbronionego jest wieksza od el .
Masa efektywna elektronu

Juz méwilismy, ze w krysztale stan elektronu opisuje funkcja falowa. Ruch elektronu
w krysztale jako czastki okresla predkos¢ grupowa U™ fali elektronowej, ktora jest okreslona

WwWzorem

e 0, B0, 0, LIEE) | IEE) 6E(k)éz

: ] : | 1. (12.46)
ik, ok, "k, hook, ok, ik,

Tu E (l; ) - zalezno$¢ energii elektronu od wektora falowego k . Ze wzoru (6.46) wynika, ze

ir.  10E(K)
UV, —= ——— (=X, ),2) . .
Tk (i=x,»,2) (12.47)
Ze wzoru (12.47) otrzymujemy
0k, 13E(k)
ok _ 2 _ 12.48
ot h or ( )

1

Przypus¢my teraz, ze na elektron dziata sita zewnetrzna F (to moze by¢ na przykiad pole
elektryczne), ktéra powoduje przesunigcie elektronu o dr . Zmiana energii elektronu jest
réwna pracy wykonanej przez sile, tj.

dE = FUdr . (12.49)
Rozwazajac energie E jako funkcje 7 tatwo znalez¢ ze wzoru (12.49), ze

0E
F= — (12.50)

ar,
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Poréwnujac (12.48) 1 (12.50) widzimy, ze

13
0t

F . (12.51)

S| —

Korzystajac ze wzoru (12.47) znajdziemy teraz pochodng po czasie sktadowejl; predkosci

grupowej elektronu

R P E(k)
v. = — F = s Vs .
0 o akak, Z (i=x,72), (12.52)

gdzie

h2
" OVE(R) kK,

(12.53)

nazywa si¢ fensorem masy efektywnej. Tensor masy efektywnej jest symetrycznym tensorem,

a zatem moze by¢ sprowadzony do osi gléwnych tensora. W ukladzie osi gtownych

my = m;0 . azatem ze wzoru (12.52) otrzymujemy

v, = k. 12.54
Pt (12.54)
) Elk) 4EK)

! ]

l | I i

| |

{ : |, ! | .
213 0 Bk - 0 Tk
a b

, Am. , Aml

i | | |

| f i !

l | | |

: I ] |

I ! . ! ! .

) i k | i k

: ] I I

. 1 | |

' \ \ \f

[ ! | |

i

Rys.12.4. Zalezno$¢ masy efektywnej elektronu od &
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Wzér (12.54), jak wida¢, pokrywa si¢ z rOwnaniem Newtona, a zatem wprowadzenie pojecia
masy efektywnej umozliwia korzystanie ze zwyklych wzoréw, okreslajacych ruch elektronu
swobodnego, zamieniajagc w tych wzorach mas¢ na mas¢ efektywng. Masa efektywna moze
by¢ jak dodatnia, tak i ujemna (rys.12.4). Gdy m" < 0 (gorna cze$¢ pasma energetycznego)
elektron porusza si¢ tak jakby miat tadunek dodatni.

Znak i warto$¢ masy efektywnej elektronu mozna zmierzy¢, wykorzystujac w tym
celu zjawisko rezonansu cyklotronowego. W polu magnetycznym o indukcji B tadunki

elektryczne poruszajg sie po linii Srubowe;j, ktorej oS jest rownolegta do wektora B . Role sily

dosrodkowej odgrywa tutaj sita Lorentza ‘13 ‘ = qBv = qBw Ur (gdzie r - promien zwoju linii

Srubowej, U - warto$¢ skladowej predkosci tadunku ¢, prostopadlej do wektora B).
Przyréwnujgc site Lorentza do sity dosrodkowej (m'w *r) otrzymujemy na czestotliwosé

cyklotronowg wzor

(12.55)

Jezeli teraz na krysztat w kierunku prostopadtym do B skierowa¢ kotowo spolaryzowang fale

elektromagnetyczng, to dla czestosci V =V . nastepuje rezonansowe pochtanianie energii fali

— rezonans cyklotronowy. Rdéznica w zachowaniu ujemnych i dodatnich tadunkow polega na

tym, Ze beda one wirowa¢ w przeciwnych kierunkach. Znajac V - i B tatwo obliczy¢ (g/m").
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