Wyklad 11

Plazmony

Zachowanie si¢ gazu elektronéw swobodnych metali, a takze niektorych
potprzewodnikdéw o duzej koncentracji elektronéw, w zmiennym polu elektrycznym wykazuje
niezwykta wlasciwos$¢ gazu, a mianowicie gaz elektronowy w zmiennym polu elektrycznym
wykonuje drgania wzdluz pola jak cato$¢. Rozwazmy uproszczony model tego zjawiska.
Niech # okre$la jednorodne przesuniecie jako calosci gazu elektronowego wzgledem

sztywnej sieci jonow dodatnich, a 7 - koncentracja elektrondw. Wtedy roéwnanie ruchu gazu

elektronowego w zmiennym polu elektrycznym E: Eoe"“t mozemy zapisa¢ w postaci
nmii + yii = neEye”™" (11.1)

Tu V' jest stalg thumienia, ktore powstaje wskutek tego, ze w ruchu kazdego elektronu zawsze
wystepuja opory, zwigzane z roznymi niejednorodnosciami sieci krystaliczne;.
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ze wzoru (11.1) otrzymujemy
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(11.3)

A zatem uktad (elektrony swobodne + rdzeni atomowe) polaryzuje si¢ w wyniku pojawienia
sie réznego od zera przesuniecia gazu elektronowego. Wektor polaryzacji p, zdefiniowany
jako moment dipolowy przypadajacy na jednostke objetosci, wynosi

2
P=enlii= - 2(6 nim)
W+ iy /nmw

IE . (11.4)

Z celektrodynamiki wiemy, ze w przypadku ciata izotropowego: IE £,(€ - I)E , skad

przenikalnosci dielektrycznej ¢ mamy
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Ze wzorow (11.4) 1 (11.5) znajdujemy
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wZ
£=1-— L : (11.6)
W+ iy /nm)w

Tu przez @ , oznaczyliSmy

2

en
W, = . 11.7
P \em (11.7)
W przypadku stabego ttumienia (}y - 0) ze wzoru (11.6) otrzymujemy
0 2
£ = I-E—pH . (11.8)
0]

Ze wzoru (11.8) wynika, ze przy @.”>> # , przenikalno$¢ dielektryczna ¢ = 1, a zatem dla fal

o duzych czestotliwosciach gaz elektronowy jest przezroczysty. Natomiast przy @.< @,
przenikalno$¢  dielektryczna  bedzie ujemng  wielkoscig. Poniewaz k= 21/} =
=@ /c)c/v)= @ /c)We , ujemny znak € oznacza, ze czynnik exp(ikx)  fali

elektromagnetycznej bedzie rzeczywisty, a to oznacza, ze fali o czestotliwosciach @ .< @ , nie

wchodzg do obszaru elektrondw swobodnych 1 catkowicie odbijaja si¢ od niego. Wartos¢

czestotliwosci @ , dla typowych metali jest rzedu 10" MHz, a to oznacza, ze wigkszo$¢
metali jest nieprzezroczysta w swietle widzialnym.

Czgstotliwos¢ @ , nazywa si¢ czestotliwoscig plazmowg, poniewaz okresla ona jedng z
wiasnych czestotliwosci drgan plazmy elektronowej jako cato$ci. Rozwazylismy tylko drgania
plazmy, dla ktérych wektor falowy k = 0 (plazma wykonata drgania jako jedna ,,sztywna”
cato$é). Scista teoria drgan gazu elektronowego wykazuje, ze istnieje widmo drgan

przestrzennych gazu elektronowego. Kwanty fal zwigzanych z drganiami przestrzennymi gazu

elektronowego nosza nazwe plazmonow.
Ekranowanie ladunku w gazie fermiego. Przejscie Motta

Jezeli do metalu albo potprzewodnika wprowadzimy ladunek elektryczny, to w
sgsiedztwie tego tadunku wystepuje zaburzenie jednorodnej koncentracji elektronow
przewodnictwa, ktore ekranuje pole elektryczne tadunku. Rozwazmy to zjawisko, korzystajac

z modelu swobodnych elektronéw. Dodatkowy tadunek elektryczny, oraz spowodowane nim
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zaburzenie w probce wytwarzaja dodatkowe pole elektryczne potencjal ktorego musi spetniaé

réwnanie Poissona
L4 ()= 10 ()= 9] (11.9)

Tu ¢, - przenikalno$¢ elektryczna prozni; ¢ (7) - potencjat dodatkowego pola elektrycznego
w punkcie okre$lonym wektorem wodzacym 7. p(7) - gestoéé tadunku elektrycznego w

punkcie okre$lonym wektorem wodzacym 7 w przypadku osrodka zaburzonego. f,(7) -

gestos¢ tadunku elektrycznego w punkcie okreslonym wektorem wodzacym 7 w przypadku

os$rodka nie zaburzonego. Wprowadzajac koncentracje przestrzenne tadunku elektrycznego
p(r)=eln(r) , po(r)= eln,(r), (11.10)

zapiszmy wzor (11.9) w postaci
NGRS UGG (1L11)

Tu e - tadunek elektronu.

Koncentracja elektronéw jednoznacznie jest zwigzana z energia Fermiego i lokalnej
nie zaburzonej koncentracji elektronow 7,(7) odpowiada energia Fermiego

o B’ ) 2/3
EV= 2 (3n2mm, )" . (11.12)
2m

W stanie zaburzonym dodatkowe pole elektryczne, okreslone rownaniem (11.11) powoduje,
ze lokalna gestos¢ stanéw g(E) zostaje podniesiona o wielkos¢ €@ (rys. 11.1). Zgodnie z
(11.12) zaburzonemu poziomowi Fermiego odpowiada lokalna koncentracja elektronow

2

E, = 2 [3n2m)"” . (11.13)
2m
Z rys. 11.1 widaé, ze roznica zaburzonej energii Fermiego od nie zaburzonej wynosi
2 2N2/3
WO (2 p23)z e (11.14)

2m

Poniewaz pole zaburzajace uwaza si¢ za duzo mniejsze od energii Fermiego, mozemy

dokonac¢ nastepujacego przyblizenia
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- nOEH %E : nOEH %%% . (11.15)

Ze wzoru (11.15) znajdujemy

Sy = 2 g 11.16
Ay R URL
w

% Po podstawieniu (11.16) do (11.11)

® otrzymujemy
L b ()= 1% (), (1117)

gestost stanow D
gdzie
Rys.11.1. Wptyw lokalnego potencjatu
zaburzajacego ¢ na gaz Fermiego 2 2

jre 3 M L me g, 1 (11.18)

2¢,E)  mlhie,

W uktadzie wspotrzednych kulistych réwnanie (11.17) ma postac

19 280 y29= 0. (11.19)
ror 0r

Latwo sprawdzi¢, Ze rozwigzaniem rownania (11.19) jest funkcja

e-)r

p(r)=a

(11.20)

r 2
gdzie 0 = e/4n¢, . Z otrzymanego wzoru wynika, ze jezeli A -~ © ,to § (r) ~ 0, a zatem

pole elektryczne od wniesionego tadunku catkowicie jest skompensowane (ekranowane)

polem zaburzenia od elektronow swobodnych probki. Mowimy wigc, ze elektrony swobodne,

istniejace w probce, powoduja ekranowanie potencjatu kulombowskiego (¢ = a /) tadunku.

Wielkosé

1/6
1 Jroooal? a;
Vpp = — = W%: O,SD -0 (1121)
A 231°) " n n
nazywa  si¢  promieniem  Thomasa —  Fermiego. @ We  wzorze (11.21)

a, = 4nh’e 0/(me2) = (),53,21 jest promieniem Bohra.
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Proces ekranowania tadunku elektrycznego przez inne fadunki opisany powyzej jest
odpowiedzialny za to, ze w metalu elektrony walencyjne zachowuja si¢ jak elektrony
swobodne. Elektronéw tych nie daje si¢ utrzymaé w polu potencjatu jadra atomowego,
poniewaz pole tych elektronow jest ekranowane przez pozostate tadunki w metalu.

Ten sam proces ekranowania jest odpowiedzialny za przejscie fazowe od
polprzewodnika do metalu (albo izolatora), ktore obserwuje si¢ w niektorych
poiprzewodnikach przy zmianie koncentracji no$nikow tadunku. To przejscie fazowe nazywa
si¢ przejsciem Motta. Aby w prosty sposob oszacowaé, kiedy w polprzewodniku, albo w
metalu moze nastapi¢ przej$cie do stanu izolacyjnego, zatozymy, ze w izolatorach promien

ekranowania Thomasa — Fermiego jest znacznie wigkszy od promienia Bohra

P2 = %D“—O» al . (11.22)

1/3
n

Skad

n'?>> 4a, . (11.23)

Oszacowanie (11.23) zaproponowane przez Motta, przewiduje, ze jezeli $rednia odleglos¢
pomigdzy elektronami (n™'?) staje si¢ znacznie wigksza od czterech promieni Bohra, to
studnia potencjatu ekranowanego pola rozcigga si¢ wystarczajaco daleko, aby powstaty stany
zwigzane. Elektrony zostaja wtedy zlokalizowane na wigzaniach kowalencyjnych albo

jonowych i probka traci swoje wlasno$ci metaliczne.
Zlokalizowane stany elektronow

W krysztalach rzeczywistych zawsze istnieja defekty sieci (wakanse, domieszkowe
atomy, powierzchnia krysztatu itd.). Obecno$¢ defektow sieci powoduje powstanie
zlokalizowanych stanéw elektronowych, dla ktorych funkcja falowa maleje wykladniczo z
odlegtoscig od defektu. Stosunek liczby tych stanow zlokalizowanych do catkowitej liczby
stanéw nie zaburzonych jest rzedu stosunku liczby defektow do catkowitej liczby atomow w
idealnym krysztale. Wskutek tego stany zlokalizowany znacznie zmieniaja wilasciwosci
fizyczne ciala tylko w przypadku bardzo matych krysztaldéw (nanokrysztatdéw) i1 bardzo
cienkich warstw. Ze stanami zlokalizowanymi mamy czgsto do czynienia Ww

potprzewodnikach z domieszkami.
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Stany domieszkowe

Aby zrozumie¢ powstanie stanow zlokalizowanych rozwazmy rozwigzanie

zaburzonego rownania Schrodingera

(H, + V)V = BV (11.24)

Tu V' - hamiltonian zaburzenia, a H, - hamiltonian idealnej sieci krystalicznej, dla ktdrego

funkcjami wtasnymi sg funkcje Blocha
=\ - ikF -
g (F)=e"u(r), (11.25)

gdzie U (r) sg funkcjami o okresowosci sieci.

Funkcje Blocha sg rozwigzaniami réwnania
Hy (7)€, (k)W ¢ (7) .

Funkcje Blocha tworzg uktad funkcji zupetny i ortonormalny, a zatem dowolng funkcje

falowa ¥ mozemy zapisa¢ w postaci szeregu

V()= ) el () (11.26)

k
Po podstawieniu (11.26) do rownania (11.24) i skorzystaniu z ortonormalnosci uktadu funkcji

Blocha otrzymujemy nastepujacy uktad rownan dla wspotczynnikow ¢;

e, &)- E)DC,;/ #) Vegei =0 (11.27)

k

W réwnaniu (11.27) elementy macierzowe 7z sa okreslone wzorem
Vi = [V o DA ((Hav . (11.28)

Zalozmy, ze w punkcie okreslonym wektorem wodzacym 7, znajduje si¢ defekt punktowy

(atom domieszkowy, wakans itd.) 1 potencjat zaburzenia ¥ (7') ma ksztalt delta-funkcji Diraca
Ve -
V(iF)= —0(r-7) . (11.29)
N
Wtedy korzystajac z wlasciwosci delta-funkcji Diraca znajdujemy, ze

Ve = [V OV A ((7F)dV = %w o (W () (11.30)
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Korzystajac ze wzorow (11.27) 1 (11.30) oraz ze wzoru (11.26) otrzymujemy

e, G- E)oe, + %w FRIY b ()

. (11.31)
e, Elieg + S Gv @)= o0
Skad
V 1
c- = =2 W GG ——— . (11.32)
¢, N@u OO s

Mnozac obie czesci réwnania (11.32) przez ¥ (%)) i sumujac po wszystkich mozliwych

wektorach falowych k z pierwszej strefy Brillouina znajdujemy

HV HDW( )Z W‘ (ro)‘ (k) = c];[/j 1;(]70)5 V(7)) - (11.33)
A zatem
V 2 1
2000 (P —=1- (11.34)
@N@ Zk b E-¢ (k)

Zeby znalezé rozwiazanie rownania (11.34) rozwazmy przypadek "jednowymiarowego"

krysztatu w przyblizeniu elektrondw silnie zwigzanych. W tym przypadku
¢ (k)= E,, - 2B, [cos(ka) | (11.35)
gdzie a - stala sieci.

Dla uproszczenia rozwazan zatozmy, ze |t/J L (7 )|2 = A= const. Wtedy podstawiajac

(11.35) do wzoru (11.34) i zamieniajac sume na calke, otrzymujemy

tn/a
ADH&HD@ J dk =-1- (11.36)
ON[Q 2n _J, E, - 2B, cos(kx)- E
Poniewaz
dx 2 (b- c)g(ax/2) 2 2
= arct: , dla b*>>c¢*, (11.37)
I bt clcos(ax) g+p% - (2 £ b - o2
mamy
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tn/a
ADHEHQ@ I dk -
OND 2 E, - 2B, cos(ka)- E

-m/a

ka 1 /a
av ) (EOn - E4 2Bn)tg§2@ |-n/a
= A% H arctg -
021 0 a(E,, - E)* - 4B J(E,, - E)’ - 4B’
- 4%l : m=1 (11.38)

1m0 (&, - E) - 4B,

A zatem

2
A
E=E, - 4B>+ AV} = E,, - 2B, 0|1+ H VOH . (11.39)
2B

n

Energia nie zaburzonego stanu jest rowna (£, - 2B,), a zatem energia odczepionego

zlokalizowanego poziomu E < E,, - 2B, .

Udowodnimy teraz, ze funkcja falowa odpowiadajaca stanowi zlokalizowanemu
maleje wyktadniczo z odlegloscia od wezta, w ktorym znajduje si¢ domieszka. Aby to
udowodni¢ skorzystamy z tzw. funkcji Wanniera, ktére sa dosy¢ dobrze zlokalizowanymi w
przestrzeni funkcjami. Funkcje Wanniera zlokalizowana na wezle o wektorze wodzacym I_é,

okresla wzor

. = 1 TR -
W(F-R):= WZ e "My L (F) (11.40)
lub odwrotnie
b ()= ﬁz e "W - R) . (11.41)

We wzorach (11.40) i (11.41) funkcje ¢ ; () sa funkcjami Blocha.

Funkcje Wanniera tworza zupehy i ortonormalny uktad funkcji
JW“(F— RYW(@F-R)dAV=4d, (11.42)
a zatem mozemy dowolng funkcj¢ falowa ¥ mozemy zapisa¢ w postaci szeregu

¥ (7) = ZI C(RW(F-R,) (11.43)
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Mnozac (11.43) przez W' (7 - R,) oraz catkujac po 7 1 korzystajac z ortonormalnos$ci funkcji

Wanniera (11.43) znajdujemy
C(R)= [dV IV (7~ RV (F) . (11.44)

Wyrazimy teraz wspotczynniki C (E,) przez wspotczynniki ¢; rozwinigcia (11.27). W tym

celu, korzystajac z (11.41) zapiszmy wzor (11.26) w postaci

Y (r)= Z C,;w,;(F):

+ikR, - P
\/ﬁzk ,;Z[/e W(FE-R)) (11.45)

Podstawiajac (11.45) do wzoru (11.44) 1 korzystajac z ortonormalnosci funkcji Wanniera

(11.43) otrzymujemy

) 1 ik R
CR)=—=) e ¢ . 11.46
DE L ee (11.46)
Rozwazmy znoéw przypadek "jednowymiarowego" krysztalu w przyblizeniu
elektronow silnie zwigzanych. Podstawiajac (11.42) 1 (11.35) do wzoru (11.46) i zamieniajac

sumg¢ na calke, otrzymujemy

tn/a
C (R)= DI IeikwM . (11.47)
! F + cos(ka)

-n/a

gdzie D= J(7)V (7)(V, /4B ) i F = E- E,,)/2B, . Tuuwzglednilismy, ze R, = la .

3 Poniewaz
Z(z):ziuje”x—mdx :
T C‘I’S(x) (11.48)
VE
F?-1

ze wzoru (11.47) otrzymujemy

Rys.11.2. Wykres funkcji 3( (/). C.(R)= DD - (11.49)

Z rys.11.2 widaé, ze kazda sktadowa rozwinigcia funkcji falowej na funkcje Wanniera maleje

w miar¢ oddalania si¢ od domieszki znajdujacej si¢ w jednowymiarowym krysztale w punkcie
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/= 0. A zatem funkcja falowa stanu domieszkowego rzeczywiscie opisuje stan zlokalizowany

w punkcie, w ktorym znajduje si¢ domieszka.
Oznaczajac Sh(Va) = AV, /2B, i korzystajac ze tozsamosci ch’x =z 1+ sh’x, wzor

(11.48) mozemy zapisa¢ w postaci

VF? - 1- IFI)[ _ [sh(a)- cha) _ ™
F*-1 sh®(ya) sh* (ya)

()= ( (11.50)
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