ROZDZIAL 5

SYGNAL PRECESJI SWOBODNEJ

5.1. Rézne uklady odniesienia w MRJ
5.1.1. Wirujacy uktad wspotrzednych
Rozpatrzmy uktad jader magnetycznych umieszczony w stalym jednorodnym polu
magnetycznym EO (l§0 ||z) i w zmiennym spolaryzowanym liniowo magnetycznym polu
251 cos(wt) (E] || x ). Hamiltonian uktadu ma postac
H=-y,B]_-2yBl cos(wt)+ H,, , (5.1)

gdzie H . - hamiltonian oddzialywania jader magnetycznych w przypadku, gdy l§0 =B :=0i
A N ~ ~ N ~
Iz = Iiz’ Ix = sz .
L L

Zgodnie z (2.88) rownanie ruchu dla operatora macierzy gestosci uktadu ma postaé

0t . (5.2)
= [- oyl - a),(e”wt + e‘i”t)IAx + H 5]
Tu @, = 7By i o = y,B,.
W rozdziale 1 widzieli$my, ze w ramach mechaniki klasycznej istnieje wirujacy uktad
wspotrzednych, w ktorych zmienne pole magnetyczne transformuje si¢ w pole state. Chcemy
tu pokazacé, jak mozna dokona¢ podobnego przeksztalcenia w mechanice kwantowej. Zgodnie

z wynikami § 3.2.4, przy obrocie ukladu odniesienia wokot osi z o kat 7, dowolny operator

A przeksztalca si¢ w operator flr

A

A4 = exp(- iyfz)zzlexp(iyfz) .
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Jezeli 7= @l to kat ? bedzie zmienny w czasie i nowy uktad wspotrzednych bedzie
wirujgcym uktadem. Zdefiniujemy operator macierzy gestosci p, w wirujgcym ukladzie

wspotrzednych za pomoca wzoru [5.1,5.2,5.3]
ﬁ - eiwtizﬁre- iwti; . (53)

Rézniczkujac (5.3) znajdujemy
A ﬁ]'}' eiwti_, aaitre'iwtiz ) (5.4)

Po podstawieniu (5.4) do (5.2) otrzymujemy nastepujagce rOwnanie ruchu na operator

macierzy gestosci w wirujgcym ukladzie wspotrzednych p,

iaa/jtr = [y~ )= @ (" + )T, ¢ (H,),05,] (5.5)

gdzie
2),= eig e, (5.6)
(ﬁ Od)r = e H, (5.7)

Uwzgledniajac (3.74), dla drugiego wyrazu w (5.5) otrzymujemy
-, (et e i”’)(fx)r = - a)lle - a)l(fx cos2wt + fy sin2wt| . (5.8)

We wzorze (5.8) pierwszy czion opisuje oddzialywanie wypadkowego momentu
magnetycznego ze statym polem magnetycznym o indukcji B, = @,/7, skierowanym wzdtuz
osi X wirujagcego ukladu wspotrzednych. Drugi wyraz w (5.8) reprezentuje oddziatywanie
momentéw magnetycznych jader z kotlowo polaryzowanym polem o czestosci katowej (2w ).
Zwykle o= @,, a zatem to zmienne pole nie jest rezonansowym. Wielu autoréw badato
wplyw tego nierezonansowego pola na rozwigzanie rownania (5.5). Okazuje si¢, ze przy
® = o, to kotowo polaryzowane pole powoduje niewielka zmiang (przesunigcie) czestosci

rezonansowej jader o [5.2,5.4]

Aw:—E”’IE . (5.9)
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To przesunigcie jest nazywane przesuni¢ciem Blocha-Siegerta [5.4], a przyblizenie w ktorym
mozemy poming¢ nierezonansowe kolowo polaryzowane pole o czestosci (2w) jest

nazywane przyblizeniem fali wirujacej [5.3,5.5].

W przyblizeniu fali wirujgcej rownanie ruchu dla operatora macierzy gestosci p, w

wirujacym uktadzie wspotrzednych, zgodnie z (5.5) 1 (5.8), przyjmuje postaé
L= 10 el P (UT),00 (5.10)
gdzie 4 = w- w,.

W  przyblizeniu silnego zewnetrznego stalego pola magnetycznego Z§O , W
hamiltonianie oddziatywania momentéw magnetycznych H .. cfektywne sa tylko czlony
(patrz rozdziat 4), ktore komutuja z hamiltonianom oddziatywania Zeemana ( - wofz ). Wiec
dla tych cztonéw, ktore oznaczmy przez H') mamy

7.89]= 0. (5.11)

Bioragc pod uwage (5.11), ze wzoru (5.7) znajdujemy, ze w wirujgcym ukladzie
wspotrzednych efektywny hamiltonian oddzialywania jader jest taki sam jak 1 w
laboratoryjnym uktadzie wspoirzgdnych

a9 =AY . (5.12)

Cwiczenia do § 5.1.1

1. Wyprowadzi¢ wzor (5.9). Wskazowka: Szybko oscylujgcy hamiltonian

H:=-o (fx cos2mt + fy sin2a)0t)
mozemy zamieni¢ przez $redni hamiltonian (rozwinigcie Magnusa) [5.1,5.2,5.6]

A - <;‘1;°>>+ <ﬁ;l>>+ .

gdzie

t,

<1f1;°>> e Iﬁl(t)dt , (5.14)

%
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.t

(") - - jdtz]zdrllﬁlmrz)ﬁl(rl) (5.15)

c 0 0
i wyt, = 360°.
Stosujac rozwinigcie Magnusa tatwo wykazaé, ze
2

I

z .

5.1.2. Pochylony wirujacy uktad wspotrzednych

Ze wzoru (5.10) wynika, ze w wirujacym uktadzie wspotrzednych hamiltonian

oddziatywania momentéw magnetycznych jader ma postac

H"=-0 -l +HY . (5.16)
W wirujacym ukladzie wspotrzednych oddziatywanie z zewngtrznymi polami magnetycznymi
zawiera dwa wyrazy: oddziatywanie ze stalym polem magnetycznym skierowanym wzdtuz
osi Z (wyraz - (- Afz)) i oddzialywanie ze stalym polem magnetycznym skierowanym

wzdhuz osi X (wyraz - (- w]fx)). Chcemy tu pokaza¢, jak mozna znalez¢ taki uktad

odniesienia, w ktérym wypadkowe state pole magnetyczne begdzie skierowane wzdluz jedne;j
osi z. Obrocimy uktad wspotrzednych o kat 6 dookota osi V wirujacego ukladu

wspotrzednych. Zgodnie z ogdlnym prawem przeksztatcenia operatorow przy obrocie uktadu
wspblrzednych (patrz rozdziaty 3 i 4), hamiltonian 7 przechodzi w operator H o

i6]

HO= AV (5.17)

Uwzgledniajac (3.77) otrzymujemy, ze jezeli kat € speinia rownanie

1g0 = @

-+ 5.18
; (5.18)

to w pochylonym ukladzie wspotrzednych (wzgledem osi z wirujgcego uktadu

wspotrzednych) hamiltonian oddzialywania magnetycznych jader ma postac

ﬁ(O) = _wqf'jz * (I:I((lg))pr s (519)

pr

gdzie

w, = o+ A (5.20)
ef 1
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101

(AY), = " aY " . (5.21)

Rozpatrzmy, jako przyktad obliczenia (1:1 .., uktad jader magnetycznych miedzy

pro

ktérymi istnieje oddziatywanie dipolowe. Podstawiajac do (5.21) wzér (4.119) i stosujac

zwiazki (3.77) otrzymujemy nastepujacy wzor na (I:I o »

(I:I;O))pr = %(3cos29- 1) 0H O + %sinzﬁﬂl:lggi - 3cosfsin@IH | (5.22)
gdzie
AV =1, - %WD“ (zflzsz I:W I, ij) , (5.23)
yo - 1 il 7 47
H,) = EIZJD;Z(I,»# + Ii-,»-) , (5.24)
A - Z pilid, + i, (5.25)
25,

. 1. 7 (0 . .. - ’
Jezeli o, >> ”H p )H, to w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen efektywne w

hamiltonianie (5.22) beda tylko czlony komutujace z operatorem fz. Jak wynika z (5.22) w

tym przypadku efektywny hamiltonian w pochylonym uktadzie wspotrzednych ma postaé
. ~ 1 .
AY = -o,l + 5(3 cos” - 1) 0 (5.26)
Interesujaca sytuacja powstaje w przypadku, gdy
(30052 0, - 1) =0 .

Wtedy, jak wynika z (5.26), efektywny hamiltonian oddziatywania dipolowego w
pochylonym wirujacym uktadzie wspotrzgdnych znika i réwnanie Liouville’a dla operatora

macierzy gestosci przyjmuje postaé

= - a)ef []Az’ﬁpr] . (5.27)

We wzorze (5.27)
P " p e (5.28)

Latwo sprawdzi¢, ze rozwigzaniem réwnania (5.27) bedzie
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po(D)= ", (00 (5.29)

gdzie 2,.(0) - operator macierzy gestosci ukladu momentéw magnetycznych w chwili

poczatkowej, tj. w chwili przed wlaczeniem radiowego pola El .

Zgodnie z (5.3), (5.28) 1 (5.29), operator macierzy gestosci w laboratoryjnym uktadzie
wspotrzednych ma postaé

it -iGS,ny i, 0, A (0) —ia)g/»t]fzeiadﬂfy -iwgtd, _

pt)=€e""e e p,

= ot eit(u‘_, vand ) H0)e ilai v, o ool

e
(5.30)

i jak wynika ze wzoru (5.30) ewolucja operatora macierzy gestoSci w czasie nie zalezy od
oddziatywania dipolowego mi¢dzy momentami magnetycznymi jader. Tu poznalismy jedno z
licznych zjawisk spinowej ,alchemii”: w ukladzie momentoéw magnetycznych istniejg

oddziatywania mi¢dzy momentami, jednak wptyw zewngtrznych pol magnetycznych (statego

B, i zmiennego El ) powoduje, Ze oddzialywania te nie sa obserwowane.

Cwiczenia do § 5.1.2

1. Udowodni¢ wzoér (5.19).

2. Udowodni¢ wzor (5.22).

3. Udowodni¢ wzor (5.30).

4. Wykaza¢, ze
[1.H# 0,
[1.H1=0.

5. Ze wzoru (5.26) wynika, ze jesli 6= 90°, to

Przy w,>> HFI éo)H w tym wzorze w bardzo dobrym przyblizeniu mozemy pomingé

zredukowane oddziatywanie dipolowe 1 zapisa¢ efektywny hamiltonian w pochylonym

uktadzie wspotrzednych w postaci
A= - o

z .

Wykaza¢, ze jesli p(0)= A 0i ., gdzie A jest stala, niezalezng od spinowych operatorow, to ze

wzoru (5.27) wynika
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p(t)= p(0)= AT, (5.31)

p(t)= A4 D(fx sinw,t + fy cos wot) ,

Ze wzoru (5.31) wida¢, ze w tym przypadku (tj. p(0)= ADfx 1 @ >> Hl:lfio) H) operator

macierzy gestosci w wirujacym ukladzie wspotrzednych nie zalezy od czasu. Zjawisko

uyjarzmiania w wirujagcym uktadzie wspotrzednych skladowej wypadkowego momentu

magnetycznego jader réwnoleglej do silnego pola radiowego El nosi nazwe ujarzmiania
spindw (w jezyku angielskim — spin-locking) czesto jest stosowane w magnetycznym

rezonansie jadrowym [5.1,5.2,5.9,5.10].
5.1.3. Udrednienie oddzialywan jader wskutek rotacji probki. Spektroskopia MAS

W ciatach stalych oddziatywania dipolowe migdzy momentami magnetycznymi jader
zwykle przewyzszaja oddzialywania wywotujagce chemiczne przesunigcie czgstosci
rezonansowe] jader, co nie daje mozliwosci doswiadczalnego pomiaru przesunigcia
chemicznego jader. Jedna z metod wyeliminowania oddzialywania dipolowego, w celu
otrzymania w ciatach stalych widm MRJ o wysokiej rozdzielczosci, jest metoda rotacji probki
wokot jednej (albo dwu) osi z duzg predkoscia (kilka kilohercow) [5.7, 5.8].

Rozpatrzmy efekt wyeliminowania oddziatywan dipolowych wskutek rotacji probki.
Biorac pod uwage (4.169), zapiszemy hamiltonian oddziatywania dipolowego jader (4.119) w

postaci

A A n ~

A 0) - 0 ij( . ~\U
Hd - DZ Dkl 2 iz" jz [zx ]x ly[/y HDbkbl . (532)

k,=x,y,z Di>j

1
2

Przy rotacji probki wokot osi z dowolnego uktadu wspotrzednych z predkoscig katowa o,

sktadowe tensora oddzialywania dipolowego beda zalezne od czasu 1 jak fatwo sprawdzic,

korzystajac z definicji tensora D}, (4.82)
DY = Mo 2 hR (- 3c0s?0,)
8’

Di = ;‘#ythfE%(%osz 0, - l)— %sin2 0, cos(2a)rt+ 2%.)5

»w ’

Dl = 2hRu H (3(;052 0, - 1)+ %sin2 0, cos(2w,t+ 2%)%
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i 3 "2 si I
Dl = - 2 LR 3in? 6, sin(2e, ¢ + 2%)

ey , (5.33)

i _ 3 My 23
D = - Eﬁy hR;”sin 20, cos(2cu,t+ 2%)

3

i 3 3. .
Dj. = - 5 8’u°2 ythij351n20l.j s1n(2wrt+ 2(0[j) _

We wzorach (5.33) katy 0; i ¢, sa kulistymi wspoéhrzednymi wektora R, w ukladzie

ij
wspotrzednych, gdy 0§ z pokrywa si¢ z osig rotacji probki. Oczywiscie, ze katy 6, s nie
zalezne od czasu, poniewaz 0§ Z jest 0sig rotacji probki.

Jezeli czestos$¢ rotacji probki jest wigksza niz M (M, - drugi moment widma
MRJ), to mozna pokaza¢ [5.1, 5.2], ze w bardzo dobrym przyblizeniu oddzialywania

dipolowe jader opisujg usrednione w czasie tensory oddziatywan dipolowych

(Di)=

I -

JD,z(t)dz , (5.34)

~

c

gdzie w,t, = 360° .

Po podstawieniu (5.33) do (5.34) otrzymujemy

<Dg>: <D§y>: %D;; , (5.35)
(D)= (D)= (DL)= 0 (5.36)

Uwzgledniajac (5.35) 1 (5.36) ze wzoru (5.32) znajdziemy nast¢pujacy wzor na efektywny,

usredniony hamiltonian oddzialywania dipolowego

1 1

—D! b2 - =

A A

<I:1‘(’0)> - %z .(2 Alz A/z Alxijx iy /y)HDU Db2 DZ Dbyz Q -
> j

(5.37)
[ -1.1. -1

iz" jz x” jx iy ]y)

(3b2 -1y 2],

>

Podkreslimy, ze we wzorze (5.37) D’ jest sktadowg tensora oddziatywania dipolowego jader

I,J w ukladzie wspotrzednych, w ktorym o$ z pokrywa sie z osig rotacji probki.

Jesli kat miedzy osig rotacji probki i zewngtrznym polem magnetycznym B,

oznaczymy przez 7, to b, = cosy i wzor (5.37) mozemy zapisa¢ w postaci
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()= %(3cosz y- 1)0A0 (5.38)
gdzie
1:150) = %Z DZ(2 Aiz Ajz - iixijx - in Ajy) .

5
Ze wzoru (5.38) wynika, ze w przypadku gdy
3cos’y-1=0, (5.39)

oddziatywania dipolowe migdzy jadrami znikaja, a wigc widmo MRJ w tym przypadku begda
okreslaty inne oddziatywania jader, ktore nie usredniajg si¢ do zera wskutek rotacji probki.

Ze wzoru (5.39) otrzymujemy, ze kat 7V, przy ktorym zanikaja oddzialywania

E arccosE\E%: 54°44 (5.40)

Kat 7 rowny 54°44’ nosi nazwe kata magicznego, a spektroskopia otrzymywania w ciatach

dipolowe jest rowny

stalych widm MRJ o wysokiej zdolnosci rozdzielczej za pomoca rotacji probki wokot kata
magicznego nazywa si¢ spektroskopia MAS (od angielskiej nazwy — Magic-Angle-Spinning)
[5.1,5.2].

Przekonajmy si¢ teraz, ze w spektroskopii MAS hamiltonian przesunigcia
chemicznego nie usrednia si¢ do zera. Hamiltonian przesunigcia chemicznego w przyblizeniu

silnego zewngtrznego pola magnetycznego ma postac (patrz rozdziat 4)
N P o)
HY = a)oz o I . (5.41)

Tu o, - zz-skladowa tensora przesuni¢cia chemicznego i-go jadra w uktadzie odniesienia,

w ktérym o$ z réwnolegla jest do l§0 .
Z prawa transformacji tensorow drugiego rzgdu wynika

i

0.~ z oy, Ubb, ) (5.42)

k.l

Ze wzoru (5.42) dla us$rednionej zz-skladowej tensora przesuniecia chemicznego

otrzymujemy
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214

<aiz> = %0[(1- cos’ y)- %(3coszy- 1) o’ . . (5.43)

Tu

7= ot s v o) (5.44)

- izotropowa cze§¢ tensora przesuniecia chemicznego, a 0. . - skladowa tensora przesunigcia

chemicznego w uktadzie wspotrzednych, gdy o§ z, pokrywa si¢ z osig rotacji probki.
Jak wynika, ze wzoru (5.43) przy rotacji probki wokot kata magicznego (5.40)
efektywny hamiltonian przesunigcia chemicznego ma postac

(A) wOZN a'Ii2 0. (5.45)
i=1
Wigc spektroskopia MAS umozliwia otrzymanie widma MRJ w ciatach stalych o wysokiej
rozdzielczo$ci 1 zmierzenie izotropowych sktadowych tensoréw przesunigcia chemicznego
jader.

Niestety spektroskopia MAS wymaga duzej czestosci rotacji probki, co nie zawsze
moze by¢ spetnione praktycznie. Przy matych czgstosciach rotacji probki z obu stron sygnatu
wysokiej rozdzielczos$ci wystgpuja rotacyjne pasma boczne 1 zmniejszenie rozdzielczosci linii
gléwnego widma. Zwigkszajac szybko$¢ rotacji powodujemy oddalanie si¢ pasm bocznych i

spadek ich natezenia.
Cwiczenia do § 5.1.3

1. Udowodni¢ wzory (5.33), (5.35) 1 (5.36).
2. Udowodni¢ wzor (5.42).

3. Udowodni¢ wzor (5.43). Wskazowka: Wynik usrednienia (5.42) nie musi si¢ zmieni¢ jezeli
zatlozymy, ze probka jest nieruchoma, a pole magnetyczne EO wiruje wokot osi z (0§ z - 08
rotacji probki) z predkoscig @, . Wtedy usrednieniu podlegajg wielko$ci (b,8,).

4. Wykaza¢, ze w spektroskopii MAS oddzialywania dipolowe miedzy jadrami majacymi

rozne wspodlczynniki magnetogiryczne usredniajg si¢ do zera.

5. Wykaza¢, ze w spektroskopii MAS oddziatywania kwadrupolowe usredniajg si¢ do zera.
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5.2. Sygnal precesji swobodnej
5.2.1. Twierdzenie Lowe-Norberga

Twierdzenie Lowe-Norberga dotyczy zwigzku migdzy sygnatem precesji swobodnej i
widmem magnetycznego rezonansu rejestrowanym metodg fali ciaglej [5.11, 5.12]. To
twierdzenie brzmi: sygnat precesji swobodnej i widmo MRJ zwigzane s3 miedzy soba
transformacjg Fouriera. Udowodnimy to twierdzenie.

Rozwazmy najpierw posta¢ operatora macierzy gestosci ukltadu jader magnetycznych
znajdujacych si¢ w silnym statym i jednorodnym polu magnetycznym o indukcji I§0 (E’O Ilz).

Po uplywie czasu relaksacji spin-sie¢ 7; uklad spinow bedzie znajdowal si¢ w stanie
roOwnowagi termicznej z otoczeniem i, zgodnie z (2.106), operator macierzy gestosci uktadu

ma postac

p(0)= 2" expl- A . (5.46)
Tu
Z = Trlexpl- pA|] (5.47)

i [ - hamiltonian oddzialywania magnetycznych jader.
W dalszym ciggu bedziemy, jak zwykle zaktadaé, Zze w przyblizeniu silnego

zewnetrznego pola (patrz § 4.2) hamiltonian 77 mozemy zapisa¢ w postaci
H=-wl +HY (5.48)

gdzie ®, = yB, i H) - hamiltonian oddziatywania magnetycznych jader przy B, = 0,

A9.il=0. (5.49)

Poniewaz w przypadku silnego zewnetrznego pola @, >? HH N, we wzorze (5.46) mozemy

zatozy¢, ze

A A

= -ol (5.50)

z 9

a zatem

$(0) ~ exp|feo, 1. . (5.51)
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Zwykle stosowane w MRJ magnesy sa takie, ze na przykltad dla protondéw czgstosé
rezonansowa V, = ®,/2m wynosi kilkaset MHz. Niech @, = 600 MHz rad. Wtedy tatwo

sprawdzi¢, ze przy T = 300 K (= 6010° MHz)
%D 50007, (5.52)

a wiec we wzorze (5.51), korzystajac z tego, ze Pw,<< 1, mozemy w rozwinieciu

wyktadniczej funkcji pozostawi¢ tylko pierwsze dwa wyrazy, czyli
p0)~1+ P, . (5.53)

Przypu$émy teraz, ze w chwili 7= 0 na uklad spinowy zaczyna dziata¢ zmienne pole
magnetyczne o czestosci @,. W § 5.1.1 widzieliSmy, ze w obecnos$ci zmiennego pola
radiowego ewolucje uktadu spinowego najlatwiej rozpatrywaé¢ w wirujacym ukladzie
wspoétrzednych. Zgodnie z (5.10) réwnanie ruchu dla operatora macierzy gestoSci p, w
wirujgcym uktadzie wspotrzednych ma postacé

A

0 A A0) A
e ol 1+ .51 554

Jezeli w, >> HI:I 2 (przyblizenie silnego pola radiowego), to drugi wyraz po prawej stronie

rownania (5.54) mozemy poming¢. Prowadzi to do rownania

A

0 A
iSez ol (5.55)

Rozwigzanie rownania (5.55) ma postac (patrz (2.89))

p.(0) = expliod ), (0)expl- il | . (5.56)
Poniewaz
p,(0)= p(0)~1+ Byl (5.57)
po podstawieniu (5.57) do (5.56) otrzymujemy

ﬁr (t) - ﬁwo (eiwltiX ize- iwlt[AX ) - (558)

- ﬁa;ovz cos(ayt) + 1, sin(a)lt)J . (5.59)
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Jezeli czas trwania impulsu pola radiowego #; jest rowny @, = ©/2 (impuls 90°), to, jak

wynika ze wzoru (5.59), operator macierzy gestosci w chwili #; po dzialaniu impulsu 90° ma

postac
p(1) ~ Py, . (5.60)

Nastepng ewolucje operatora macierzy gestosci w wirujacym ukladzie wspotrzednych opisuje

rownanie

0D, [ ro -

zit’= A5 (5.61)
ktére ma rozwigzanie

5 (1= D) 5 )
)= e B (t)e

il (e-1) 5 i (et
= _ﬁwoe’ o | ')Iye’ o (1-1;)

(5.62)

Zgodnie z (5.3), operator macierzy gestosci w laboratoryjnym uktadzie odniesienia ma postac
ﬁ(t) - eiwntjzﬁr(t)e_ iwotjz . (563)
Biorac pod uwagg (5.62) i (5.49), ze wzoru (5.63) otrzymujemy

. e (0, A (0 s
p(t) ~ P, [e e 1e Mod'ts 1] ]

-ift 7 _iflt (564)
0 payle ™1 ,e™]

Tu zatozyliSmy, ze ”1:[ §2>Ht[ <<'1, We wzorze (5.64) f jest hamiltonianem ukiadu (5.48).

Jezeli dla rejestracji sygnalu magnetycznego rezonansu jadrowego stosujemy detekcje

kwadraturowa (patrz § 1.2.3) tj. rejestrujemy jednoczesnie dwa sygnaly MRJ proporcjonalne
<M x> i <M y> , dogodnie jest rozpatrywa¢ sume tych dwu sygnalow w postaci urojonego
sygnatu”, czyli sygnatu (M, )= (M )+ i<M y>

v(ey~1dpol,) . (5.65)
Po podstawieniu (5.64) do (5.65) znajdujemy

V)~ Trle ™ e i | . (5.66)

Unormowana funkcja
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Tr(e' "H"fye’ﬁ\’ 07, )

GO T

(5.67)

opisuje zanik rejestrowanego sygnalu MRJ 1 nosi nazweg sygnatu precesji swobodnej (w
jezyku angielskim — free induction decay (FID)).

Przypu$émy, ze znamy funkcje wiasne i warto$ci wlasne operatora 77

I:I|a>:E

a) . (5.68)

a

Ze wzoru (5.48) wynika, ze funkcje |a> sg funkcjami wtasnymi operatora fz. Stosujac (3.64)

1(3.65), wzor (5.67) mozemy zapisa¢ w nastgpujacej macierzowej postaci

y e ali )
Gy(1) = = (5.69)
(alf, |p)
a,b
Stosujac wlasciwosci 0 - funkcji Diraca [5.5, 5.13]
[ f(@plo- o)do= fo), (5.70)
0
przeksztalcimy wzor (5.69) do postaci
G,(t)= I f(w)le “do | (5.71)
0
gdzie
A 2
Y |(ali,|p) o[E, - E,- o)
fw)= 222 — . (5.72)
3 [l o)

Z poréwnania (5.72) i (4.144) widzimy, ze funkcja f(®) opisuje ksztalt sygnalu MRIJ

rejestrowanego metoda fali cigglej, a wiec Gy(?) i f(®) zwigzane sg miedzy sobg za pomocg

transformacji Fouriera. W ten sposob wykazalismy stuszno$¢ twierdzenia Lowe-Norberga.
Odwrotne przeksztatcenie Fouriera wzoru (5.71) daje

1

Jlw)= =

[ Gy(DyTe™dr . (5.73)
0
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Cwiczenia do § 5.2.1

1. Udowodni¢ wzor (5.57).
2. Przy podstawieniu (5.57) do (5.56) pomingliSmy 1 we wzorze (5.57). Wytlumaczy¢
prawidtowos$¢ takiego postepowania.
3. Wykazaé, ze wzor (5.67) mozemy réwniez zapisaé w postaci
Tr(e' i e’ﬁ" 07, ’

G,(t)= Tr(i_ A (5.74)

gdzie Il = fxi ify.

4. Udowodni¢ wzory (5.69), (5.71) 1 (5.72).

5. Obliczy¢ sygnal precesji swobodnej dwuspinowego uktadu, ktorego hamiltonian
oddziatywania ma posta¢ wzoru (4.66).

6. Obliczy¢ sygnat precesji swobodnej uktadu dwuspinowego z hamiltonianem oddzialywania
postaci (4.133).

7. Obliczy¢ sygnat precesji swobodnej jadra kwadrupolowego o spinie / = 3/2, hamiltonian

ktorego wynosi

- o i 1],

5.2.2. Momenty widma MRI i sygnat precesji swobodne;j

Roézniczkujac wzor (5.71) 7 razy wzgledem 7, znajdujemy

[

= (-4) J o" f(w)do . (5.75)

t=0 0

d"Gy (1)
dtrl

Poniewaz, jak wynika ze wzorow (5.71) 1 (5.72)

[

G0 [ f(@Wdw= 1, (5.76)

0

to, biorgc pod uwage (4.139), otrzymujemy

(e 1 d"Gy(2)
M, = i G,(0) dt" | - 77
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Momenty widma MRJ zwigzane wigc sg w prosty sposob z pochodnymi krzywej sygnatu

precesji swobodnej G,(¢) przy t= 0. Zwigzek ten umozliwia natychmiastowe otrzymanie

wyrazenia na moment rzedu 7. Stosujac definicje superoperatora Liouville’a (2.109),

zapiszmy wzor (5.74) w postaci

0 2 0s 5 0
T - iLedl i
_ rHHeXpﬁ, Z tﬁ!@ ‘q, (5.78)
G,(t)= —
Tl 1)
gdzie
L=[H..]

jest superoperatorem Liouville’a.

Roézniczkujac (5.78) 1 uwzgledniajac (5.77), otrzymujemy

M - TrﬁL ﬁl . TFUFI»IA— II) , (5.79)
b Trl[A [:) ) Tr(f [:)
M. - Trﬁ]fﬁ‘ ﬁl ; TF(IF} [H y Hf) : (5.80)
2 Tr(A_I:’ ) Tr([A :’
TR pfalala ) s
onlil) Tr|l.1]
T afalal Jaili) . ss
! Tr(AI:) Tr(i f+)

We wzorach (5.79)-(5.82) hamiltonian 77 ma posta¢ (5.48), a wigc opisujg zwykte momenty
widma MRJ, tj. momenty wzgledem w = 0 (patrz koniec § 4.2.3). Jednak ze wzorow (5.77) i

(5.74) tatwo znalez¢ wyrazenia na centralne momenty 7, widma MRJ (momenty wzgledem
® = ;). Uwzgledniajac komutacyjne zwigzek (5.49) i bioragc pod uwage (3.74) i (3.75),
zapiszmy wzor (5.74) w postaci

1
Trf_i

- iy A9 2 - i
Gy(0)= e Tre T T |5 e GO | (5.83)
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gdzie

A

T r|(e_ o }’IA eiﬁig " ’[

Gy(t) = — = 5.84
() T (5.84)

Po podstawieniu (5.83) do (5.71) otrzymujemy
Gy ()= [ f(@)le "™ da . (5.85)

0

Biorac pod uwage, ze krzywa rezonansowa f(®) ma maksimum przy @ = ®,, wzor (5.85)
mozemy zapisa¢ w postaci

[

G\ ()= I f(0)De ™ db (5.86)

-0

gdzie 4 = w- w,.

Rézniczkujac 7 razy (5.86), znajdujemy

d"G()| (. n g
e = (- i) JA F()Hdb .

t=0 -

Stad, uwzgledniajac (4.191), mamy

w1 d'GO®0)
m, = i) G9(0) ar |

(5.87)

' |
t=0

Z poréwnania (5.77) 1 (5.87) widzimy, ze centralne momenty widma MRJ okreslone sa
pochodnymi funkeji G”(¢), ktora opisuje zanik amplitudy sygnatu precesji swobodne;.

Wprowadzajac superoperator Liouville’a L:0

Flgg),...] , (5.88)

Géo)(l‘) - (589)

|
~o
~

Rozwinigcie funkcji expﬁ‘ iiot ﬁ w szereg Taylora daje
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GO(1) = Z O (5.90)
n!

n
n=0

Centralne momenty widma MRJ sa wigc wspotczynnikami w rozwinieciu funkcji G\ (¢) w

szereg Taylora.

Cwiczenia do § 5.2.2

1. Wykazaé, ze wzor (5.80) jest rownowazny wzorowi (4.157).
2. Udowodni¢ wzor (5.83).

3. Pokaza¢, ze wzor (5.83) mozna zapisa¢ w postaci

i(wyt

- iwgt - +£)
G(t)= ™Gt e~ 2G(1) >
gdzie

1 1
O ry= 1+ 2y Yh b ——m
Gy (1)=1 o myt 2 myt o™ ,

1
GO(t)= mt+ —mt’ + -t ———m, 7"+
04 1 3! 3 (2n+ 1)! 2n+1

4. Wykazac¢, ze

5.3. Problem ,,martwego” czasu w spektroskopii impulsowej MRJ

Ze wzordow (5.77) i (5.87) wynika, ze doktadno$¢ pomiaru momentéw widma MRJ

m, zalezy od dokladno$ci wiedzy o zaniku sygnatlu precesji swobodnej w zakresie 7= 0.
Jednak wiasnie odcinek sygnalu precesji swobodnej przy #= 0 nie jest obserwowany
doswiadczalnie wskutek istnienia tzw. czasu ,,martwego” odbiornika, tj. czasu po dziataniu na
uktad impulsem radiowym, w ciggu ktoérego sygnal nie moze by¢ rejestrowany. Wigc zawsze,
ze wzgledu na charakterystyke uktadow elektronicznych odbiornika, istnieje czas opoznienia
akwizycji doswiadczalnych danych.

Obecnie istnieje kilka do$wiadczalnych metod rozwigzania problemu ,,martwego”

czasu. Rozpatrzmy jednag z metod, polegajaca na zastosowaniu sekwencji z trzech impulsow

90°, przedstawiong na rys. 5.1 [5.14].
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90, ° 90, ° 90.°

. _ —
Y t,>T, —’— t, —

Rys.5.1. Sekwencja impulsow, zastosowanie ktorej pozwala zmierzy¢ G,(?) przy ¢= 0

W chwili 7= 0 na uklad momentow magnetycznych znajdujacych si¢ w stanie

rownowagi termicznej (operator macierzy gestosci ma postaé (5.57)) dziata impuls 90°. Po

dziataniu na uklad spinowy impulsem radiowym operator macierzy gestosci w chwili
opisuje wzor (5.64).
W chwili ¢ = ¢, na uktad spinowy znow dziata impuls 90° i operator macierzy gestosci

przyjmuje postaé

pla)=e e eMe 2 = (5.91)
= e ] (5.92)
gdzie
N iZi A -iZ],
H =e? He * - (5.93)

P

Po dzialaniu na uktad drugim impulsem radiowym ewolucje operatora macierzy gestosci

uktadu opisuje wzor
plty,1,) ~ & g M | M (5.94)

Korzystajac ze wzoru (5.94), znajdujemy, ze S$rednia warto$¢ zetowej sktadowej

wypadkowego momentu magnetycznego uktadu M,

(M)~ Trp(t,, t,)I, =
-if ot 5 il % (5.95)
=Tr(e ""'Ie "'I))
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nie zalezy od czasu ¢, poniewaz [H ,fz] = 0. Natomiast Srednie wartosci sktadowych wektora

M wzdluz osi X i Y zanikajg z czasem relaksacji spin-spin 7, iprzy ¢, >> T, musi by¢ [5.9]
(M,)= (M,)= 0. (5.96)

Wiec, jezeli ¢, >> T, , to operator macierzy gestosci bedzie niezalezny od czasu ¢, i, zgodnie z

rownaniem Liouville’a dla p , operator p musi spetnia¢ warunek
|p(t.t,>> T,). )= 0 . (5.97)

W przypadku komutacji operatora macierzy gestosci 2 i hamiltonianu uktadu 77 mowi sie,
ze uklad znajduje sie w stanie quasi-rownowagi [5.9, 5.10]. Wtedy dla operatora p mozemy

zapisac (patrz (5.46))

Pty >> T)= 2 expl- pH)
ho1 (5.98)

We wzorze (5.98) T, rézni sie od temperatury 7 probki we wzorze (5.46) (stad pochodzi

nazwa stanu — quasi-réwnowagi [5.9]).

Stosujac przyblizenie silnego zewngtrznego pola magnetycznego (@, >? HPAI f,?,)H) 1

przyblizenie wysokich temperatur (5, >> HF[ ), ze wzoru (5.98) otrzymujemy

pltt,>> T))~ Bosd. = A, (5.99)

gdzie A jest statg i, zgodnie z (5.99)

_ Tplt,ts >> 1) 0|

A < 5.100
A1) (5-100)
Podstawiajac (5.94) do (5.100) znajdujemy
1 -,y 5 il 5|
4= ﬁswoﬂj—ijre "] e tlz)-
’ (5.101)

1 (—il—”[tﬂ iﬁt”)
= bw —Trle "I e""' 1
2 °Tr(1j) o

Z poréwnania (5.101) 1 (5.67) widzimy, ze
A~Gy() ,
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zatem operator macierzy gestosci przy £, >> T, jest proporcjonalny do
/3(t1alz >> Tz)NGo(Q)D]Az . (5.102)

Niech teraz po uplywie czasu ¢, >> T, na ukfad spinowy znoéw dziata impuls 90°. Wtedy
zanik rejestrowanego sygnalu MRJ po dziataniu na uklad spinowy impulsem radiowym

opisuje wzor (patrz § 5.2.1)
V(t,t;)= BUG (1) 0Gy(t;) . (5.103)

We wzorze (5.103) wspotczynnik B zalezy od temperatury probki 7', indukcji pola
zewnetrznego B, , stalych Boltzmanna i Plancka i nie zalezy od czasu.

Z otrzymanego wzoru (5.103) wynika, ze jezeli wybieramy #;>> ¢, (1, - ,martwy”
czas odbiornika), to obserwowang zalezno$¢ amplitudy sygnatu w punkcie A (rys.5.1) od
czasu f,, opisuje wzor

V(t,t, = const)= CUGy(t,) , (5.104)
gdzie C jest stala.

Stosowanie sekwencji z trzech impulséw 90° (rys.5.1) pozwala wigc zaobserwowaé
zaleznos$¢ sygnatu precesji swobodnej od czasu nawet w zakresie ¢ 0. Jesli ¢, = 0, to dwa

pierwsze impulsy 90° worzg jeden impuls 180° i
V(t = 0,t; = const)= C . (5.105)

Na zakonczenie obecnego paragrafu nalezy podkresli¢, ze wyzej wszedzie zaktadalismy, iz w
czasie ewolucji ukladu mozemy poming¢ relaksacyjne procesy spin-sie¢, tj. zakladaliSmy, ze
ttt,t ;<< T, Latwo wykazaé, ze dla przedstawionej na rys.5.1 sekwencji impulsow

zaleznos$¢ sygnatu w punkcie 4 od czasu t, (¢, >> T,, t, = const, t; = const) odzwierciedla

relaksacyjne procesy spin-sie¢ i pozwala zmierzy¢ czas relaksacji spin-sie¢ 7 .
Cwiczenia do § 5.3

1. Udowodni¢ wzor (5.95).
2. Udowodni¢ wzory (5.101), (5.102) 1 (5.103).
3. LJ.Lowe ze wspolpracownikami dla rozwigzania problemu ,martwego” czasu

zaproponowali nastepujaca sekwencje¢ impulsoéw [5.14, 5.16]
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90

]

Y

s—— t, >> T2 s T o t, >> T2

‘3
W chwili 7= 0 na uklad momentéw magnetycznych znajdujacych si¢ w stanie rownowagi
dziata impuls 90° (w wirujgcym ukladzie wspdtrzednych wektor indukcji pola radiowego El
pokrywa si¢ z osia x). Po dziatanie impulsu 90° na ukltad spinowy dziataja dwa dhugie (
t,>> T),) ujarzmiajgce spiny (patrz ¢wiczenie 3 do § 5.1.2) impulsy. W wirujacym uktadzie

wspotrzednych wektor indukcji pola radiowego B, tych impulséw pokrywa sie z osig V, tj.
faza pola radiowego dilugich impulséw jest przesunigta wzgledem fazy pola radiowego
pierwszego impulsu o 90°. Wykaza¢, ze zalezno$¢ amplitudy sygnatu MRJ w punkcie 4 od

czasu T migdzy dwoma dtugimi impulsami opisuje wzor
V()= ClIGy(7) ,
gdzie C jest stalg.

5.4. Metody wieloimpulsowe zwezania widm MRJ w cialach stalych

W paragrafie 5.1.3 widzieli$my, Ze rotacja probki wokot kata magicznego wywotuje

redukcje oddziatywan dipolowych w ciatach statych. Oddziatywania dipolowe moga by¢

réwniez zredukowane, jesli na uktad spinowy dziala silne nierezonansowe (@ # @,) pole

radiowe, dla ktorego (patrz § 5.1.2)
A=w-w= —= . 5.106
0 2 (5.106)

W tym przypadku, jak wida¢ ze wzoru (5.18), efektywne pole magnetyczne w wirujagcym
ukladzie wspotrzednych tworzy kat magiczny (0, = 55044/) z 0sig Z 1 wirujace wokot kata

magicznego momenty magnetyczne powoduja redukcje oddzialywan dipolowych (patrz

§5.1.2). Niestety w przypadku, kiedy na uktad spinowy dziata silne pole radiowe nie istnieje
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mozliwo$¢ zaobserwowania stabego sygnalu magnetycznego rezonansu. Jezeli jednak zamiast
ciggle dzialajacego na uktad spinowy pola radiowego zastosowac sekwencj¢ impulsow, to
migdzy impulsami powstajg ,,okna”, gdy nie dziata pole radiowe i gdy mozemy zarejestrowac
sygnal magnetycznego rezonansu. Obecnie istnieje kilka metod wieloimpulsowych, ktére
pozwalaja zredukowa¢ oddzialywania dipolowe w cialach statych [5.1, 5.2]. Rozpatrzmy
metody wieloimpulsowe redukcji oddzialywan dipolowych na przyktadzie sekwencji czterech
impulséw 90° (rys.5.2). Sekwencja ta nosi nazwe WHH-4 od nazwiska jej odkrywcow —
Waugha, Hubera i Haeberlena [5.17].

Niech w chwili #= 0 (punkt 4 na rys.5.2) operator macierzy gesto$ci w wirujagcym

uktadzie wspotrzednych ma postaé
p,(0)= p(0) . (5.107)

Tu p(0) - operator macierzy gestosci w laboratoryjnym ukladzie wspotrzednych.

0 0 0 0

90 X 90 % 90 Y 90 -y
A B C D E F.
0 27 T 27 T t

Rys.5.2. Sekwencja WHH-4 stosowana w ciatach statych
dla redukcji oddziatywan dipolowych

Po dziataniu na uktad spinowy pierwszym impulsem 90’ . (wskaznik (-X) oznacza,

ze w wirujacym ukladzie wspotrzednych wektor indukcji pola radiowego B, jest skierowany

wzdhuz osi - X ) macierz gesto$ci, zgodnie z (5.56), przyjmuje posta¢ (punkt B na rys.5.2)

p(t) ~ exp@- 21, @@(O)exp@i%@@ , (5.108)

gdzie ¢, = (/2)w, i w, - indukcja (w jednostkach czestoéci w, = B,/y) pola magnetycznego

impulsu radiowego.
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Nastepng ewolucje operatora macierzy gestosci w rotujagcym uktadzie wspotrzednych

opisuje réwnanie (5.61), rozwigzaniem ktorego jest (punkt C na rys.5.2)
p27) ~ expl- 2102, (1) expl2i1 V) | (5.109)

Po dziataniu na uklad spinowy drugim impulsem 90 operator macierzy gestosci w chwili 3z

(punkt D na rys.5.2) ma postac
5,(31) ~ exp|- iﬂi?r)exp@i%fx oo iS, @exp(zflﬁ?)r) S (5.110)

Po dziataniu na uklad spinowy trzecim impulsem radiowym 90(; operator macierzy gestosci

w chwili 5t (punkt £ narys.5.2) przyjmuje posta¢

[)r(Sr)~exp(- Ziﬁgg)r)exp@i — Hpr(3r)epo y@eXp(%Flﬁg)r) . (5.111)

=y
2
Ostatni, czwarty impuls 90° , 1 nastepna swobodna ewolucja uktadu spinowego sprowadza

operator macierzy gestosci do postaci (punkt £ narys.5.2)
p,(67) ~ exp(- iﬁl(ﬁz)r)exp@- i%fy @ﬁr(Sr)exp@igfy @exp(i]:lég)r) ) (5.112)

Biorgc pod uwage wzory (5.107) — (5.112), dla operatora macierzy gestosci w chwili 67

otrzymujemy nastepujacy wzor

p.(67) ~ exp(- il:lf,g)r)expl- Zi(l:lig’)xr exp(- i]:Iig)r)expl— 2i(ﬁ122)’yr‘D
15(0)C (5.113)

Dexppi (I:I o )y rJ exp(iI:I 22)1) expl2i (I:I o )x r‘ exp(iﬁ 52)1) :

gdzie
aw). - eXpE- %f DHEZ’eXle— @ (5.114)
T - T2 Ly (0) T3
(Hod )y ) exp%z 21xD od exp@z 21)(@ . (5.115)
Zatdzmy teraz, ze
o= [AQ)r<<1. (5.116)
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Wtedy, stosujac wzor Bakera-Campbella-Hausdorffa (patrz wzor (2.52)) 1 zostawiajac tylko

wyrazy proporcjonalne do €, ze wzoru (5.113) otrzymujemy
p,(67) ~ expl- 6ie{ 1)) expl6ie( A1) | (5.117)

gdzie

(5.118)

X

(0= Sl (i)« (),

jest efektywnym hamiltonianem, ktéry nosi nazwe sredniego hamiltonianu [5.1, 5.2].
Rozwazmy teraz przypadek, kiedy hamiltonian oddziatywania uktadu spinowego H o

jest sumg hamiltonianéw oddziatywan dipolowego i przesunig¢cia chemicznego
AY=H+ HY (5.119)
We wzorze (5.119) hamiltonian A" ma postaé (5.23), a hamiltonian ¢ ma postaé (5.41).
Zwykle w ciatach statych

7(0)
] <<

). (5.120)

Podstawiajac (5.23) 1 (5.41) do wzoréw (5.114) 1 (5.115) 1 uwzgledniajac zwigzek (3.76) i
(3.77) otrzymujemy

(]:[c(lm)x - %Z DZ(Z Aixijx - Aiyijy - iizsz) , (5.121)
ey
([:];0))}7 - %Z DZ(Z Aiyijy - Aixfjx - jiz Ajz) , (5.122)
ey
N
1)) = wozlff;l} : (5.123)
(ﬁ;?)y = wof o1, . (5.124)

Ze wzorow (5.23), (5.41) oraz (5.121) — (5.124) wynika, ze

AC+[AO] + (A = 0 (5.125)

A A A N . A A A
awsaw) ) = o ouli,+d,+ 1) (5.126)

A wigc $redni hamiltonian <ﬁ f0)> sekwencji impulsowej WHH-4 ma posta¢
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7(0) LN SRR T PR S
()= (A0)= S0y otli s 1, 1] (5.127)
1 nie zawiera oddziatywan dipolowych.
Fizyczny sens hamiltonianu (5.127) fatwo zrozumie¢, jezeli wprowadzi¢ w wirujacym

uktadzie wspotrzednych wektory C_()éf ze sktadowymi

—1i

(‘Uif)x . (a):f)y - (wif)z - %wef )

- 1 a)Oo-;z
ﬁ R (5.128)
Wtedy wzor (5.127) mozemy zapisa¢ w postaci sumy iloczynow skalarnych wektorow CT)Zf i

]A[ (]Ai -wektor spinowy i -tego jadra)

N A
()= Y fal, 0 (5.129)
i=1
Ze wzoru (5.129) wida¢, ze kazdy wyraz $redniego hamiltonianu opisuje w wirujagcym
ukladzie wspohrzednych precesje wektora spinowego Ii wokot efektywnego pola

magnetycznego @, z czestoscia

i -

1 .
a)ef - ﬁCUOO';Z . (5130)

Zgodnie z (5.128) pole efektywne tworzy kat magiczny z osia z wirujacego uktadu
wspotrzednych.

Zatézmy teraz, ze w chwili = 0
PO ~1, . (5.130)

Stan poczatkowy (5.130) mozemy osiaggna¢, jezeli przed dziataniem na uklad spinowy

sekwencja WHH-4 zadzialamy na uklad spinowy, znajdujacy si¢ w stanie rdwnowagi

termicznej, impulsem 90 (patrz § 5.2.1).

Bioragc pod uwage (5.130) i (5.117) dla amplitudy sygnatu MRJ rejestrowanego w
chwili 7= 67 (punkt /' narys.5.2) otrzymujemy

G, (1) ~ Trlexp(- i<I:If0)>t)fy exp(z'<]:11(0)>t)f+ J ) (5.131)

Po podstawieniu (5.129) do wzoru (5.131) znajdujemy
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0 il
G, (1) ~ Z TrDexpE- za)o\/Zi]lzt%liyexpaiwo\/zilwtﬁ (5.132)

We wzorze (5.132) I », Jjest rzutem wektora spinowego i -tego jadra na kierunek efektywnego

pola @,

Stosujac wyniki § 3.2.6 mozna pokazac, ze

Gy(0)~Y epo— iw, %r% . (5.133)

A wigc, mierzac amplitude sygnatu MRJ w punkcie /' (rys.5.2) przy roznych wartosciach 7
otrzymujemy zbidr experymentalnych danych G,(?). Po transformacji Fouriera funkcji G, ()

znajdziemy widmo MRJ, ktore, zgodnie z (5.133), bedzie zawieralo linie o czgstosci

, = wOE %E : (5.134)

Podkreslimy tu, ze odleglodci linii @, wysokiej rozdzielczo$ci od czgstosci Larmora @, s3

zmniejszone o wspotczynnik skalowy (1/ V3 ) .

Ze wzoru (5.134) wynika, ze w odréznieniu od spektroskopii MAS, ktoéra pozwala
zmierzy¢ tylko izotropowe sktadowe tensoréw przesunigcia chemicznego jader (patrz §5.1.3),
stosowanie sekwencji WHH-4 pozwala otrzymaé¢ informacje¢ o anizotropii tensorow
przesunigcia chemicznego jader w ciatach statych, co z kolei dostarcza waznej informacji o

charakterze wigzan chemicznych probki.
Cwiczenia do § 5.4

1. Udowodni¢ wzory (5.125) 1 (5.126).
2. Udowodni¢ wzory (5.133) 1 (5.134).
3. Dla zwezenia widm MRJ w ciatach statych i1 otrzymania widm wysokiej rozdzielczosci

Mansfield [5.18] oraz Rim, Elleman i Vaughan [5.19, 5.20] zaproponowali sekwencj¢

impulséw 90°. Sekwencja ta nosi nazwe sekwencji MREV-8.
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5.5 Sygnal precesji swobodnej w ukladach spinowych

z oddzialywaniami dipolowymi

Sciste obliczenie ksztaltu sygnatu precesji swobodnej wymaga znajomosci funkcji
wlasnych i wartoSci wilasnych hamiltonianu oddzialywania [ ukladu. W rozdziale IV
widzieliSmy, ze zagadnienie to moze by¢ S$ciSle rozwigzane tylko w szczegdélnych

przypadkach, na przyktad, gdy hamiltonian oddziatywani i-tego i J -tego magnetycznych

momentow jader jest wprost proporcjonalny do iloczynu (1 w U jz). Rozpatrzmy tu ogdlng
metodg obliczenia ksztattu sygnatu precesji swobodnej, ktora wymaga znajomos$ci momentow
widma MRJ [5.21-5.23]. Poniewaz wszystkie momenty (a liczba tych momentow jest
nieskonczona) nie mogg by¢ znane, metoda ta nie moze by¢ metodg Scisla. Jednak z taka
sytuacja spotykamy si¢ niestety zawsze, gdy mamy w fizyce do czynienia z
wieloczastkowymi zagadnieniami.

Zgodnie z wynikami § 2.3.4 1 § 2.3.5 (zamieniajagc w przedstawionych tam wzorach

A(t) przez I.) sygnat precesji swobodnej G,(?) jest rozwiazaniem uktadu réwnan (2.153).

Obliczymy najpierw wspotczynniki @, i Q ; wystepujace w tym uktadzie réwnan

(5.135)
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kit 1>
AV B A (5.136)

We wzorach (5.135) 1 (5.136), zgodnie z (2.151)

i

k- 2> (5.137)

0 0
k-1>-wk_1k-1>-!2,f_2

L. (5.138)

Ze wzoru (5.137) wynika

OEEIN R P (U (5.139)

0) TrﬁLM_ ﬁj
-0 - M (5.140)

dla pierwszych wspotczynnikow @, i Q] otrzymujemy nastepujace wzory

w, = My, Qoz:Mz'Mlza
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, = 02 T, (5.141)
0
a2
0= Y, 2M2 B (a)o ¥ wl)z
Q,

We wzorach (5.141) M, sg zwyklymi momentami widma MRJ (momentami wzgledem
w=0).
Jezeli oddzialywania migdzy magnetycznymi momentami jader sa oddzialywaniami

dipolowymi, mozna wykaza¢, ze krzywa rezonansowa bedzie miala symetryczny ksztalt

wzgledem @, i wszystkie nieparzyste centralne momenty 7, (momenty wzgledem ®,) beda
réwne zeru. W tym przypadku dogodnie jest rozpatrywaé funkcje G{”(¢) (wzér (5.89), a nie

funkcje G,(¢) (wzor (5.74)). Dla funkcji G”(#) musimy we wzorach (5.141) zamieni¢

zwykle momenty na centralne i wtedy otrzymujemy

(5.142)

Rozpatrzmy najpierw jako przyktad uktad dwuspinowy, hamiltonian oddziatywania ktorego

opisuje wzor (1.119). Zgodnie z wynikami § 4.2.2 dla uktadu dwuspinowego

my = \Jm, = 1 Z)) : (5.143)

gdzie dw jest ,,rozszczepieniem” Pake’a (4.126).

Biorac pod uwage (5.142) otrzymujemy

Q¢ , 07=0. (5.144)

Po podstawieniu (5.144) do uktadu réwnan (2.153) znajdujemy
_.d GO = 0 2G©
ZE 0 ()= 02,G7(1)
J (5.145)
- i G2 G0

Uktad dwoch rownan (5.145) ma rozwigzanie
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1, 1
G(O)t - _etﬂot_l_ —e iQ ot .
0 ()75 5

(5.146)

Zgodnie z twierdzeniem Lowe-Norberga transformacja Fouriera (5.146) powinna da¢ widmo

MRJ (centrum widma znajduje si¢ przy @ = @)
1 1
fd)= Ea(ﬂ B -Qo)+ Eé(ﬂ t Qo) >

tu d(x) - delta funkcja Diraca.

(5.147)

Otrzymane widmo MRJ uktadu dwuspinowego jest zupetie zgodne z wynikami § 4.2.2.

Rozpatrzmy teraz uklad wielospinowy, w ktorym nie mozna wydzieli¢ izolowanych

grup spindw, zawierajacych dwa, trzy, cztery itd. Jadra.

Rozwigzania uktadu réwnan (2.153) bedziemy szuka¢ stosujgc transformacj¢ Laplace’a

(2.154). Zdefiniujemy najpierw wyznacznik

ist o, Q /2 0 0
1 istw, 0 fﬂ 0

Di(s)=| 0 1 st w,, 0 .
0 0 0 0

Ze wzoru (5.148) wynika

Dy(s)= |is*t @,)D,. ()~ 2 2D,,,(s) |

Zapiszmy wzor na G, (s) (patrz (2.157)) w postaci

iD,(s)

Gy(s) = Do(s) °

Stosujac (5.149), wzor (5.150) mozemy zapisa¢ w postaci

_ iD,(s) i}
G (s D)~ 2D,5)
) |
s - iyt i OZLZ(S)
D, (s)

Stosujac do D,(s) ponownie zwigzek (5.149) otrzymujemy
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iD,(s) _ iD,(s) _
Dy(s) lis+ w,)Dy(s)- Q [Dy(s)

_ 1 . (5.152)

s-iw +iQ ] Dy(s)

D, (s)

Przedluzajac t¢ procedurg ostatecznie znajdujemy
) 1
GO(S) - Q 2
s iw,+ o . (5.153)
s it ——
S 1w, t -

Dla hamiltonianu oddzialywania dipolowego wszystkie @, = 0 i transformat¢ Laplace’a

funkcji G{”(¢) opisuje wzor

(5.154)

Przypu$émy teraz, ze dla uktadu wielospinowego z hamiltonianem oddziatywania dipolowego
Q7=07=0}==m,. (5.155)

W tym przypadku utamek fancuchowy we wzorze (5.154) mozemy zapisa¢ w postaci

G (s)= (5.156)

1
K 2
gdzie

K= st (5.157)

1
X
Ze wzoru (5.157) otrzymujemy

Kl,z -

stofstt 4m2) . (5.158)

Jezeli m, = 0, to mamy do czynienia z uktadem nie oddziatujgcych mi¢dzy sobg momentow

magnetycznych i, jak latwo mozna sprawdzié, w tym przypadku G, (¢) = 1, a zatem, zgodnie

z wynikami § 2.3.6,

|
Gy (s)= < (5.159)
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Poniewaz rozwigzanie réwnania (5.157) wzgledem K musi by¢ sluszne przy dowolnej

wartosci m,, z dwu pierwiastkow (5.158) réwnania (5.157) fizyczny sens ma tylko

pierwiastek

1
stofs+ 4m2) . (5.160)

K=-
2

Po podstawieniu (5.160) do (5.156) i po odwrotnym przeksztatceniu Laplace’a (patrz

matematyczne poradniki, np. [5.13]), dla funkcji G{"(¢) otrzymujemy [5.23]

2 mzt)

G (s)= Jlt , (5.161)

m,t
gdzie J,(x) - funkcja Bessela pierwszego rzedu [5.13].

Funkcja (5.161), mimo ze zastosowane przyblizenie (5.155) nie jest uzasadnione
fizycznie, bardzo dobrze opisuje doswiadczalny zanik swobodnej indukcji jader “F w
monokrysztale CalF, [5.23].

Rozwazmy teraz inna metodg¢ obliczenia sygnatu precesji swobodnej, ktora nazywa sie

metoda zastosowania funkcji pamieci [5.21, 5.22]. Oznaczajac we wzorze (5.15) przez K(s)

.0 2 Dy(5)
K(s)= i ;=
(s)= i, Di(s) ° (5.162)
zapiszmy wzor (5.151) w postaci
5G,(5) = iw,Gy(s)- G,(s)K(s) . (5.163)

Stosujac odwrotne przeksztatcenie Laplace’a do obu stron rownania (5.163) otrzymujemy

@ = iw,Gy (1) - j dtK(t- 1)Gy(t,) . (5.164)

0

Dla funkcji G\”(¢) i hamiltonianu oddziatywania dipolowego odpowiednikiem catkowo-

rozniczkowego rownania (5.164) bedzie nastepujgce rownanie

dGO) !
#(): - [ dnKo(t- )G (1) . (5.165)

0

Funkcje K(t-t) i Ky (¢-t) nazywajg si¢ funkcjami pamieci [5.21, 5.22]. Nazwa ta

pochodzi z tego, ze jak wida¢ z réwnan (5.164) 1 (5.165), te funkcje okreslaja zaleznos¢
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funkcji Go(#) i G\(t) w chwili ¢ od wartosci tych funkcji w czasach ¢, < ¢, tj. funkcje
K(t-t) i Ky(t- t,) okreSlajg jak uklad spinowy pamicta w chwili ¢ swoje przeszle stany
przy ;< t.

Jezeli wybierzemy funkcje pamigci K (- #,) w postaci [5.22]

K (t- )= Tié(t— t) | (5.166)

2

gdzie J(x) - delta funkcja Diraca, to ze wzoru (5.165) otrzymujemy

(0) 4\ = _ L
G, (1) eXp% T E (5.167)

2

Transformacja Fouriera (5.167) daje, zgodnie z twierdzeniem Lowe-Norberga, widmo MRJ

sy 1L

nm, d=w-ow,,. (5.168)

Wiec ksztatt widma MRJ ukladu spinowego, funkcja pamigci ktorego jest delta funkcja
Diraca (tj. uktad spinowy nie ma ,,pamigci”), opisuje krzywa Lorentza. Taki ksztalt maja, jak
widzielismy w rozdziale I, linie MRJ w cieczach.

W przypadku ciatl statych stosuje si¢ zwykle nastepujace funkeji pamieci [5.22, 5.24,
5.25]

K,(t)= myexp|- B (5.169)

Ky(7)= mzﬁ(rc - ‘L') ) (5.170)

We wzorze (5.170) funkcja 6(x) jest schodkowg funkcjg Heaviside’a, charakteryzujacg sie
wlasnoscig [5.13]

1 x>0

0
7] =
() o x<o-

State B1 7. we wzorach (5.169) 1 (5.170) zwigzane sg z centralnymi momentami 7, 1 m,
widma MRJ.
Nie bedziemy dalej zajmowa¢ si¢ wynikami obliczen G| (f) metoda funkcji pamigci.

Zainteresowany Czytelnik moze znalez¢ te wyniki w literaturze przedstawionej na koncu
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skryptu [5.21]. Podkre$limy jednak, ze dla funkcji pamieci K,(7) (jak i funkcji K(7)) mozna

rowniez otrzymac¢ catkowo-rozniczkowe roéwnanie

dK (1) _ ¢ i
[kt K (1) (5.171)

0

gdzie Ly(7) jest transformatg Laplace’a funkcji L,(s) (patrz wzor (5.152))

Ly(s)=iQ OZQ 12D3—(S) )
D,(s)

Tu funkcja pamieci Lo(t - tl) spelnia taka samg role, co i funkcja pamigci KO(I - tl) w
rownaniu (5.165).

Oczywiscie, ze ta procedura wprowadzania kolejnych funkcji pamigci (funkcji

pamieci Mot~ 1,) dla funkcji Lo(#) itd.) moze byé przedhuzona [5.21].

Cwiczenia do § 5.5

1. Udowodni¢ wzory (5.141).

2. Wykaza¢, ze nieparzyste centralne momenty m,,,, krzywej rezonansowej ukladu jader z
oddziatywaniami dipolowymi sg rdGwne zero.

Wskazowka: Skorzysta¢ z niezmienniczosci hamiltonianu I-AI;O,) oddziatywania dipolowego
przy obrocie ukfadu wspotrzednych wokot osi ¥ (albo V) o kat 180° i wykazaé, ze
GP(t)= G (-1).

3. Stosujac wzory

onlaglae i)
? Tr(f_ I:)
1
o= A A ag aw.i i)
¢ Tr(f_ i)

wykazaé, ze dla odosobnionego ukladu dwuspinowego, hamiltonian oddziatywania H)

ktorego wynosi (patrz (4.118))

AY = 20|

N i)

I,

0
g
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stosunek m, do m jest rowny jeden: m, /m3 = 1.
4. Obliczy¢ m, ,jezeli Q5= 07 = m,.
5. Pokaza¢, ze przy 2 = 0 transformata Laplace’a funkcji G)”(s) ma postaé (5.146).
6. Wykazac¢, ze
K,(0)= m, .
Wskazowka: skorzysta¢ ze wzorow (5.87) 1 (5.165).
7. Wyprowadzi¢ calkowo-roézniczkowe rownanie (5.171).

5.6. Rezonans podwdjny. Rozsprzeganie spinow

Rozpatrzmy uktad spinowy zawierajacy dwa rodzaje magnetycznych jader: jadra /
(wspolczynnik magnetogiryczny p,) 1 jadra S (wspolczynnik magnetogiryczny V).

Hamiltonian uktadu w przyblizeniu silnego zewngtrznego pola magnetycznego ma postac

A A

H=-wy,l - oS+ A+ HO+ HY | (5.172)
We wzorze (5.172) @y, = y,B,, w5 = ysB, (B, - indukcja statego pola magnetycznego);
H Y - hamiltonian oddziatywania jader I ; H ¥ - hamiltonian oddziatywania jader S ;
hamiltonian H 9 opisuje oddziatywania miedzy jadrami I i S. Przyblizenie silnego pola

magnetycznego B, oznacza, ze

A

5 Aol
W 1.+ w,gS.,H,/|= 0, (5.173)
gdzie
T0) - O L 770 4 7O
Hod - HH * HSS * HIS .

W stanie roOwnowagi termicznej z otoczeniem operator macierzy gestosci ukladu w

przyblizeniu wysokich temperatur (patrz § 5.2) ma postac

A

) ~ Blogd. + 0pS.), Bz (5.174)

Niech w chwili 7= 0 na magnetyczne momenty jader S dziala impuls radiowy 90§ .
Przypu$émy, ze rezonansowa czgsto$¢ @,s jader S na tyle rézni si¢ od czestosci @,; jader /

, ze wptyw pola radiowego o czgstosci @y, na ruch momentow magnetycznych jader 7
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mozemy pomingé. Po dziataniu na spiny S impulsem 90%, operator macierzy gestosci,

zgodnie z (5.60), ma postac

A

p(t,) ~ ﬂ(wwjz ¥ a)OSSy

Tu ¢, - szeroko$¢ impulsu 907 .

(5.175)

Niech teraz na magnetyczne momenty jader [/ dziata zmienne pole radiowe o

czestosci @y; (rys.5.3). W podwdjnym rotujacym (wzgledem jader / i jader §) ukladzie

odniesienia operator macierzy gestosci uktadu (patrz (5.3))
,br(t) - e- icuostli‘:e- inIthZlb(t)ei(umtheiwostD@Z ,
opisuje rownanie

dp, -,

i PapllA9.s)]

Tu o, = y,B,, B, - natezenie pola radiowego o czgstosci o czestosci @, .

Przypusémy, Ze hamiltoniany oddziatywan H© i H
oddziatywania dipolowego

12 Di(2fi;jz' iuijx_ ii,v wilos

7(0) -
HI] -
>
7(0) _ iny Qo
HIS - Z zz[izSnz .

in

(5.176)

(5.177)

s3 hamiltonianami

(5.178)

(5.179)

We wzorach (5.178) 1 (5.179) wskazniki i, / numerujg jadra I , a wskazniki 7 - jadra S .

0
90,

=
R
) /Y rozprzegajacy impuls (w, )
l -

Rys.5.3. Schemat eksperymentu rozsprz¢gania spinow
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Ze wzoru (5.177) wynika, ze jezeli @, >> HI:I o

, to efektywny w hamiltonianie H
bedzie tylko czion H O, a zatem

p(t)= T N, (0)e N g i (5.180)
Podstawiajac (5.180) do (5.176) otrzymujemy

NOE A(e' [ﬁs’ﬁ(O)eiﬁs’)ﬁ'l , (5.181)

gdzie

A

A= exp(ia)wt sz)eXp(iwlt Djx’

A

Hg=-w,S. + HY | (5.182)
Jezeli cewka odbiornika rejestruje sygnat precesji swobodnej jader S, tj. sygnalt MRJ
0 czgstosci W, to zgodnie z (5.66)
v(ey~Trp(0)S. ] . (5.183)
Po podstawieniu (5.181) do (5.183) znajdziemy

3 _ Tr(e— iHStSye‘iﬁstSvy)
V(t)~ Gy 5] . (5.184)
¥

Ze wzoru (5.184) wynika, ze zanik rejestrowanego sygnatu MRIJ jader S definiuja tylko
oddziatywania mi¢dzy momentami magnetycznymi jader S . Oddziatywania miedzy jadrami
I i S (réwniez oddziatywania migdzy jadrami /) znikajg. Zwykle jadrami / sg jadra 'H , a
jadrami S - jadra “C (albo inne jgdra majace mniejsze wspoOtczynniki magnetogiryczne 7
niz y, protondw i mniejsze rozpowszechnienie w przyrodzie). Silne oddziatywania migdzy

jadrami / 1 S znacznie komplikuja interpretacje widma MRJ jader S. Zastosowanie wigc
metody rozsprzegania impulsowego, tj. zastosowanie dilugiego silnego (w,>> HF[ ,(,S,)H)

rozsprzggajacego impulsu (w jezyku angielskim — decoupling pilse) o czgstosci @,
wywoluje wyeliminowanie sprzezenia jader / i S, co doprowadza do znacznego utatwienia

analizy widma MRJ jader S [5.26 — 5.28].
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Cwiczenia do § 5.6

1. Udowodni¢ wzor (5.177).
2. Udowodni¢ wzor (5.184).
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