ROZDZIAL 4

ODDZIALYWANIA MAGNETYCZNE JADER
I WIDMA MAGNETYCZNEGO REZONANSU

4.1. Przesuni¢cie chemiczne i sprz¢zenie spinowo-spinowe
4.1.1. Przesunigcie chemiczne

Jadra atoméw s3a otoczone elektronami, a ponadto sgsiadujg z innymi jadrami
magnetycznymi. Oddziatywanie magnetyczne otoczenia prowadzi do tego, ze efektywne pole
magnetyczne dzialajace na jadro rozni si¢ od pola, w ktorym zostata umieszczona probka.

Wartos¢ tego pola efektywnego jest zalezna od struktury zwiazku chemicznego. Na przyktad

widmo MRIJ etanolu (CH;- CH,- OH') sklada si¢ z trzech sygnalow odpowiadajacych

absorpcji protonéw grup OH , CH, i CH,, a stosunek powierzchni zawartej pod krzywymi
poszczegoOlnych sygnatow jest jak 1:2:3 (rys.4.1).

A : ,

OH CH CH B

Rys.4.1. Widmo MRJ etanolu

Zjawisko przesunigcia czgstosci rezonansowej jadra wywolane chemicznym

otoczeniem jadra w czasteczce nosi nazwe przesuniecia chemicznego [4.1,4.2]. Na przyklad w
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przypadku zastosowania zewngtrznego pola magnetycznego l§0 o indukcji 1,4 7' (14 kGauss)

rezonans protondw nie jest rejestrowany przy Vv, = yB, = 60MHz | ale przy v= vt Av, przy
czym Av dla protonow jest zazwyczaj mniejsze niz 1 kHz .

—

Przesunigcie chemiczne jest zwigzane z tym, ze zewngtrzne pole magnetyczne B,

indukuje w chmurze elektrondw, otaczajacych jadro, ruch kotowy wokot I§0 , a wiec 1

indukowany moment magnetyczny. Indukowany moment magnetyczny wytwarza swoje

wlasne pole magnetyczne E,ok, a zatem w miejscu gdzie znajduje si¢ jadro wypadkowe pole

magnetyczne wynosi
By = Byt By . @.1)

W ciatach statych i innych anizotropowych substancjach (na przyktad w ciektych krysztatach)

—

lokalne pole magnetyczne B,, nie jest rownolegle do zewngtrznego pola I§0 1 moze by¢

zapisano w postaci

(Bioi )i = _Z 0By, , (k,[=x,y,2) , (4.2)

i

gdzie o,, jest tensorem drugiego rzedu i nazywa si¢ tensorem przesunig¢cia chemicznego.

W cieczach, wskutek cieplnego ruchu czasteczek, przesunigcie chemiczne opisuje

wielkos¢ skalarna 0 1 efektywne pole magnetyczne wynosi
B,=(1- 0)B, .

Bezwymiarowy wspoOlczynnik 0 nosi nazweg statej ekranowania (stalej przestaniania)
[4.1,4.2].

Stata ekranowania zalezy od rozktadu gestosci tadunku elektronowego wokot jadra.
Rozktad gestosci elektronowej wokot jader jednego rodzaju (na przyktad protonow), ktore w
czasteczce majg inne otoczenie chemiczne, jest rd0zny, a tym samym i warunek rezonansu dla

kazdego z jader bedzie rozny
;= - 0B, . (4.3)

W czasteczce jadra mogg mie¢ jednakowe lub rézne stale ekranowania. Zalezy to od struktury

1 symetrii czasteczki. Jezeli przesunigcie chemiczne dwdch lub wigcej jader jest jednakowe, to

mowimy o takich jadrach, ze sg rownowazne chemicznie. Na przyktad protony w grupie CH,
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sa rownowazne chemicznie. Przesuni¢cie chemiczne zalezy od czynnikéw zewnetrznych,
takich jak temperatura, rozpuszczalnik, st¢zenie roztworu, stopien asocjacji czgsteczek itd.

[4.1-4.5].
Cwiczenie do § 4.1.1

Ze wzoru (4.3) wynika, ze przesunigcie chemiczne czgstosci rezonansowej jadra jest

wprost proporcjonalne do indukcji pola zewnegtrznego B,. Dlatego, zeby do$wiadczalne

wyniki nie byly zalezne od wartoéci B, , stosuje sie¢ bezwymiarowg wielko$¢ 0 definiowang

nastepujaco
8 - vsubstancji B szorca
szorca
Tu Vabsunei - c€ze¢sto$¢ linii rezonansowej badanej substancji, V,o.a - czesto$¢ linii

rezonansowej pewnej substancji standardowej. Jednostka skali & jest 10°® lub PP™ (,parts
per milion”).

Widmo MRIJ protonéw drobiny octanu benzylu (CiHs - CH, - CO, - CH,) zawiera
trzy linie, czestosci ktorych sa rowne: 100 000 721 Hz (protony grupy C¢Hs), 100 000 500

Hz (protony grupy CH,) i 100 000 193 Hz (protony grupy CH;). Czesto$¢ linii wzorca

wynosi 100 MHz. Obliczy¢ wartosci bezwymiarowych statych ekranowania dla protonow

octanu benzylu.
4.1.2. Sprzezenie spinowo-spinowe

Oprécz rozszczepienia sygnatlu MRJ, wywolanego rdznymi przestanianiem
(ekranowaniem) jader w czasteczce, w widmach o wysokiej rozdzielczos$ci obserwuje si¢
takze dodatkowe rozszczepienia spowodowane sprz¢zeniem spinowo-spinowym. Na przyktad
przy zastosowaniu aparatury o wysokiej zdolnosci rozdzielczej obserwuje si¢ widmo MRJ
etanolu przedstawione na rys.4.2.

Sprzgzenie spinowo-spinowe polega na tym, ze w czasteczce magnetyczne momenty

jader moga oddziatywaé z sobg za posrednictwem elektronow walencyjnych. Hamiltonian

H 45 oddzialywania spinowo-spinowego pomigdzy dwoma jadrami A4 1 B jest

proporcjonalny do iloczynu skalarnego ich spindéw [i R ]iB [4.1,4.2]
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Ay Juld, (44)
tu J ,; jest stalg sprz¢zenia spinowo-spinowego.
CH
CH

OH

3 |

Rys.4.2. Widmo MRIJ wysokiej rozdzielczo$ci etanolu

Stata sprzezenia J,;, w przeciwienstwie do przesunig¢cia chemicznego, jest niezalezna od

zewnetrznego pola magnetycznego B, . Poniewaz sprzezenie spinowo-spinowe przenoszone

jest przez elektrony wigzan chemicznych, to wielko$¢ statej sprzgzenia jest zalezna od rodzaju
wigzan 1 ich przestrzennego uktadu w czasteczce. Ze wzrostem liczby wigzan oddzielajacych
oddziatujace jadra warto$¢ stalej sprzezenia J,, maleje i zwykle sprzgzenie dalekiego
zasiggu przez wigcej niz trzy wigzania staje si¢ niedostrzegalnie mate [4.1, 4.2].

Dla réwnowaznych magnetycznie jader, tj. dla jader majacych jednakowe przesunigcia
chemiczne i jednakowe state sprzgzenia spinowo- spinowe z jadrami grup sasiednich, istnieje
wazne twierdzenie: sprzgzenie spinowo-spinowe miedzy réwnowaznymi magnetycznie
jadrami nie uwidacznia si¢ w widmach magnetycznego rezonansu [4.1, 4.2]. Jadra
rownowazne magnetycznie sg zawsze rownocenne chemicznie. Jednak rownocenno$é
chemiczna jader nie zawsze pocigga za sobg roOwnowazno$¢ magnetyczng, poniewaz
sprzezenia spinowo-spinowe z jadrami sgsiednich grup moga by¢ rozne.

Dlatego, zeby udowodni¢ to twierdzenie, obliczymy widmo NMR ukladu

zawierajacego dwa jadra, spiny ktorychto 7 i § (/= S=1/2).

4.1.3. Widmo MRIJ dwoch sprzegajacych si¢ jader
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Hamiltonian oddziatywania dwoch jader znajdujacych si¢ w zewnetrznym polu

magnetycznym EO (EO Il Z ) ma postaé
H=H,+ H , (4.5)
gdzie (h/27=1)

Hy=-wS, - ol (4.6)

z 9

A= JSI . (4.7)

We wzorze (4.6) og = y(1- 05)B; @, = y(1- 0,)B,; 0, - stala ekranowania jadra S, o, -
stata ekranowania jadra 7 ; J - stala sprzezenia jader 7 i S.
Poziomy energetyczne ukladu dwoch jader znajdujemy, rozwigzujgc zagadnienie

wlasne hamiltonianu (4.5)

A

H

V)= Elv,) (4.8)
Przypu$émy na chwile, ze J = 0. W tym przypadku mamy do czynienia z uktadem dwoch
izolowanych jader 1 hamiltonian uktadu wynosi

A

H=H,=-0S. - ol (4.9)

z 9

Zgodnie z (3.63) funkcje wlasne 1 warto$ci wlasne poszczegdlnych operatoréw w (4.9) sa

A

- S, mS>: -a)sm5|ms>

, (4.10)

N | —

mg =t

3

A

- a)llz

m1>: -w,m,|m,> m, =t

4.11)

2

N | —

Poniewaz operatory S‘Z il _ opisuja stany spinowe roznych jader, tj. operator S‘Z dziata tylko

na funkcje spinowe |m5> jadra S, a operator fz dziata tylko funkcje spinowe |m,> jadra 7, to

funkcjami wlasnymi operatora (4.9) beda funkcje iloczynowe [4.6]

m,mg) = |m,)|mg) (4.12)

A

I, ml,ms>: (fz m,>)|ms>: m,|m,,ms> , (4.13)

A

S, ms>): mS|m,,mS> . (4.14)

m[»ms> = |m1>(§z

Bioragc pod uwagg (4.13) i (4.14) otrzymujemy, ze warto$ci wlasne operatora (4.9) sa
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1 1
m1:m5:'5 EIZE(CUI-I-CUS)a
1 1
m; = -mg = 'E E,= E(ah' a’s) ) (4.15)
1
m1_'ms:5 E3:'_(w1_ws)a
1
ml_mS:E E4:'_(w1+ws)

Diagram pozioméw energetycznych uktadu dwoch izolowanych jader ma postaé

przedstawiong na rys.4.3.

E, E,
E,
E,=E,
E;
E, E,
a) b)

Rys.4.3. Diagram pozioméw energetycznych uktadu dwoch izolowanych jader

a) W; > Wg;b) W, = ®; - rGwnowazne magnetycznie jadra

Z rys.4.3b i wzordéw (4.15) wynika, ze w przypadku dwu réwnowaznych magnetycznie jader (
o, = wy) poziom E, = E; = 0 jest zwyrodniaty (zdegenerowany), poniewaz odpowiadaja mu
dwie funkcje falowe |t 1/2,1/2).

Zajmijmy si¢ teraz obliczeniem widma magnetycznego rezonansu uktadu dwoéch

izolowanych jader. Niech na uktad dziala zmienne pole magnetyczne o czgstosci @

B,(t)= B,cos(wt) . (4.16)
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Energia oddziatywania momentéw magnetycznych jader ze zmiennym polem magnetycznym,

zgodnie z (1.53), wynosi

V(t)= V,cos(wt) , (4.17)
gdzie
Po=-yl+5)B, . (4.18)

Jezeli zmienne periodycznie pole magnetyczne moze by¢ traktowane jako mate zaburzenie, to

zgodnie z teorig kwantow prawdopodobienstwo przej$cia na jednostke czasu ze stanu £, do

stanu £, wynosi [4.6]

A 2
W,, ~nlV|m)| o(E, - E, t o) . (4.19)

n

m)

We wzorze (4.19) <n| jest funkcjg falowg poziomu £, , m> jest funkcjg falowg poziomu £, ;
d(x) - funkcja Diraca.
Funkcja o(x) Diraca znika wszedzie z wyjatkiem punktu x= 0, a wiec przy

zaburzeniu zaleznym periodycznie od czasu polem, przejscia zachodza tylko miedzy
poziomami E, i E, spelniajgcymi warunek

E-E=tw. (4.20)

Prawdopodobiefistwo przejscia z poziomu E, do E, , tj. natezenie linii magnetycznego

rezonansu definiuje, zgodnie z (4.19), macierzowy element

(n

y

m)= = y(n|Tm)+ (n[S|m)7B, (“.21)
Wprowadzajac sferyczne wspotrzedne dla wektora El
B, = Bcospsing | B, = Bsingsind = B_= B cosf

1 biorgc pod uwage (3.41) 1 (3.42), wzor (4.21) mozemy zapisa¢ w postaci

<n|17(1|m> - - %B sinéle|(n|f, |m) +A<n 8. m>)ir .
¢ {(nli |m)+ (a]$: m)] - 8, cosel(n[7 |m)+ (a]3.|m)
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Poniewaz, zgodnie z (4.12), funkcje falowe stanow £, i E, sa funkcjami wilasnymi

operatorow fz 1 S’Z , to ostatni wyraz w (4.22) ma niezerowe elementy macierzowe tylko przy
n=m_tj. zetowa skladowa zmiennego pola magnetycznego, czyli sktadowa wzdluz statego
pola éo , nie wywotuje zadnych przej$¢ miedzy energetycznymi poziomami £, i E,, (n# m
), a wigc nie wywoluje pochtaniania energii przylozonego zmiennego pola.

Korzystajac z (4.15) 1 (4.22) znajdujemy, ze przej$cia spektroskopowe jadra S

mozliwe sg migdzy energetycznymi poziomami
E - E, i E« E,.
Przejscia te zachodza, zgodnie z (4.20), przy czg¢stosci zmiennego pola
0=,
a wypadkowe prawdopodobienstwo tych przej$¢ (natezenie linii MRJ I(wyg)), zgodnie z
(4.19) 1 (4.22) wynosi
1 .
Ieg)= - (B,) sin’0 . (4.23)

Ze wzoru (4.23) wynika, ze sygnal magnetycznego rezonansu bedzie maksymalny w

przypadku, gdy wektor §1 zmiennego pola magnetycznego jest prostopadty (6= 90°) do

wektora zewnetrznego statego pola magnetycznego EO (E’O |1 Z).

I(w;)
I(wg) (o)
g o, ®,
a) b)

Rys.4.4. Widmo MRIJ uktadu dwoch izolowanych jader

a) ;> g;b) W = g
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Dla przej$¢ spektroskopowych jadra I otrzymujemy, ze przejscia zachodza miedzy

poziomami
E « E i E, - E,.
Zgodnie z (4.20) przejscia te moze wywotac tylko zmienne pole magnetyczne o czestosci
0= w,.

Amplituda sygnalu MRIJ o czestosci @, , wedtug (4.19) 1 (4.22), wynosi
1 .
Iep)= (1B sin*0 . (4.24)

Z poréwnania (4.23) i (4.24) widzimy, ze stosunek natezef sygnatow [(wg) i I(®,) jest jak
1:1, a wiec widmo MRJ uktadu dwoéch izolowanych jader ma posta¢ przedstawiong na rys.

4.4a. W przypadku réwnowaznych chemicznie jader (@; = @;) widmo MRJ ma jedna lini¢ o

czestosci @, (rys.4.4b).
Powrdcimy teraz do obliczenia funkcji wlasnych i warto$ci wlasnych operatora (4.5)
[4.6]. Cztery funkcje iloczynowe (4.12) (zgodnie z liczba mozliwych wartosci m, 1 my)

opisujg wszystkie mozliwe stany spinowe uktadu dwoéch jader. Zgodnie z zasadg superpozycji

(2.7) mozemy zapisa¢ niewiadome funkcje wilasne l//,,> w (4.8) jako superpozycje funkcji

(4.12)
v)= Y o) (4.25)
k=1,2,3,4
gdzie |(0k> - cztery funkcje iloczynowe
-1.1
o= 33)
|¢>=‘-11> |¢>=1-1> (426)
2 2’2/ A A Y '
111
0317 2’2>

Podstawiajac (4.25) do (4.8) otrzymujemy

Y ¢"Hlp)= E,Y "lo.) 4.27)
[ k
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Uwzgledniajac ortogonalno$¢ (2.6) funkcji |§0k>

<€0k |§01> =0y,

gdzie 9J;; - symbol Kroneckera, ze wzoru (4.27) otrzymujemy nastepujacy uktad rownan na

E, ic"
(n) 8 - =
} lloilAlo)- £l 0 (428)
czyli
Cf’l)(Hn - En) * an)le * an)Hw * Cz(tn)HM = 0,
" H, + an)(sz - En) + VH t e, = 0, (4.29)
" Hy + ¢S H o, + cgn)(Hze B En) +c"Hy, = 0,
cl(n)H41 * an)H42 * cgn)H43 * cz(tn)(H44 - En) = 0,
gdzie
H,, = (o, |H|0,)

- elementy macierzowe operatora 7 .

Rozwigzania uktadu rownan (4.29) sa rozne od zera tylko wtedy, gdy wyznacznik

uktadu jest rowny zeru

|Hkl - En5k1|: 0,

czyli
H11' En le H13 H14
H21 sz' En H23 H24 - 0
H31 H32 H33' En H34 '
H41 H42 H43 H44' E

Dla obliczenia elementow macierzowych H,;, zapiszmy, stosujac (3.41) i (3.42), operator H Is
W postaci

A= aSt b7 +81), (4.30)
gdzie

1
azlJ, bz oJ. (4.31)
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Bioragc pod uwage (3.63), (3.66) 1 (3.67) tatwo znalez¢, ze niezerowymi elementami

macierzowymi operatora (4.30) sa

3 A 1
<¢1 |HIS|(/)I>: <¢4|H/S|(/’4>: Za,
s A 1
(0| H s|02) = (03| H sl 03) = - i (4.32)
<¢2 [:IIS|¢3> - <(p3 ]_A[[s ¢2> = b.

Uwzgledniajac (4.32) otrzymujemy nastepujacy wzor na wyznacznik uktadu rownan (4.29)

w,+ E 0 0 0

0 A-EP b 0 -

0 b -4-E? o | (4.33)
0 0 0 - w,+ EV

gdzie
E(" = La- E , EP-= Lo E,
. 4 14 (4.34)

@, = E(wl ¥ ws) , A= E(C‘)I - ws)

Ze wzoru (4.33) wynika, ze wyznacznik wiekowy faktoryzuje si¢ na podwyznaczniki

wiekowe
1
w, t Za- E =0, (4.35)
A - lcz- E, b
4 . =0, (4.36)
b -A-—-a-E,
4
1
- wO + Za_ En = O . (437)

Z réwnan (4.35) 1 (4.37) otrzymujemy dwie wartosci wtasne operatora (4.5)

E\ = w,t 29 (4.38)
1
E, = -w,+ 1% (4.39)

Jak wida¢ z (4.32) funkcje |§01> i |§04> spelniajg rownanie (4.8), a wige funkcje |(01> i |¢)4> sa

funkcjami wlasnymi operatora (4.5).
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Rozpatrujac wyznacznik (4.36), otrzymujemy z niego rOwnanie kwadratowe

2

1
p-FlavED s b= 0 4.40
in o (4.40)
o rozwigzaniach
E,=-—a+~ A+ Db, (4.41)
E, = - %a- AT+ b (4.42)

Dla obliczenia wspotczynnikow cf”’ podstawimy E, do ukfadu réwnan (4.29). Biorac pod

uwage elementy macierzowe (4.32) znajdujemy

1
c(z)Ha) t—a-E H: 0 4.43
1 D 0 4 2D s ( )
1
c(Z)HA -—a-E H+ cPb=0 4.44
2 i 4 zD 3 ) ( )
1
b+ C?)@- 8-a- E2@= 0, (4.45)
1
(- w,+ ~a- B,z 0 4.46
4 D 0 4 2D ( )
Poniewaz
la- E,t w,# 0,

ze wzorow (4.43) 1 (4.46) wynika, ze
cP=cP=0. (4.47)
W celu uproszczenia wprowadzmy

tg0) = Aﬁ . (4.48)

Uwzgledniajac ze, zgodnie z (4.31) a = 2b, rdwnanie (4.44) mozemy zapisa¢ w postaci

(1= T+ 1g0)+ ¢P1gh= 0 . (4.49)
Skad
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cosHiH
@z @ DQD , (4.50)
sinH—H
020
Biorac pod uwage warunek normowania funkcji falowej (2.10), tj.
‘cl(z)‘z + ‘cgz)‘z + ‘cgz)‘z + ‘cﬁz)‘z =1, 4.51)
otrzymujemy
% 0
(2) - 2) = o3
c,”’ = cos— ¢ = sin— | 4.52
2 2 H 3 2 ( )

Po podstawieniu £5 do uktadu rownan (4.29) w podobny sposob otrzymujemy wspotczynniki

3)
Ck

V= V=0,

4.53
V= - sing, ¢V = cos— (4.33)

Mozna juz teraz poda¢ dokladne funkcje wiasne 1 warto$ci wlasne operatora oddzialywania

(4.5) dwoch jader

1 11
E = ot Zaa |W1>: ‘_ 5 E> ) (4.54)
E2:-la+\/42+b2,
e cos?l- L)y 1o 1) 2
v 272 2272
E,=-—a- 1+ b,
e -sinf LY ol 1Y 20
Vs 272 2027 2
E,=-o,t—a, |y, 11 (4.57)
4 0 9 4 272 . .

Wzgledne natezenie linii MRJ, zgodnie z (4.19) 1 (4.22), obliczamy wedtug wzoru

(L + 1)+ (S, + Sy, ) - (4.58)

L= [w,
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Podstawiajac do (4.58) funkcje (4.54) — (4.57) otrzymujemy nastepujace wzory na czestosci i

natezenia linit MRJ

w,= E-E, = co0+la-\/A2+b2, I,=1+sin0 ,
2

8
b
IS

w0+%a+ A+ D, I;=1-sin0 ,
w,=E,-E, = w,- %a+ VA + B, I,,=1+sin6 | (4.59)
w, = E,- E, = a)o-%a-\/ﬂ2+b2, I,=1-sin6 .

Ze wzorow (4.59) wynika, ze widmo MRIJ sktada si¢ z czterech linii rozmieszczonych

symetrycznie wzgledem centrum widma przy (o, t @5)/2. Zewnetrzne linie widma maja

mniejsze nat¢zenie niz linie wewnetrzne. Widmo ma postaé przedstawiong na rys.4.5a.

2
L, I,
I3, Lis
t
W3y Wog W, Wi W3 ®o
a) b)

Rys.4.5. Widmo MRJ dwuspinowego uktadu jader

a) W, # wg;b) W = W

Rozwazmy teraz, jak transformuje si¢ widmo uktadu dwoéch sprzezonych jader w
przypadku, gdy jadra sa réwnowazne magnetycznie, tj. w przypadku gdy ;= @g. Przy
W, = g, ze wzorow (4.34) mamy

wy o, 4=0. (4.60)

Ze wzoru (4.48) otrzymujemy, ze dla rtOwnowaznych magnetycznie jader we wzorach (4.59)

kat € jest rtowny 90°, a zatem
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1

w, = ot ~a- b, I,=2,
2
1
w5 = ot —at b, I;=0,
2
1
Wy, = W, - §a+ b, 1,,=2, (4.61)
1
w34:a)1-5a-b, 1,=0 .

Poniewaz, zgodnie z (4.31) a = 2b, to ze wzorow (4.61) otrzymujemy, ze dla uktadu dwoch

réwnowaznych magnetycznie jader widmo MRIJ sklada si¢ z jednej linii o czgstosci @, , ktdra
zalezy tylko od statej ekranowania jader / i nie zalezy od sprzg¢zenia spinowo-spinowego (J
) migdzy roéwnowaznymi jadrami. ZnalezliSmy w ten sposob potwierdzenie faktu, ze

sprzgzenie jader magnetycznie rownocennych nie uwidocznia si¢ w widmie absorpcji MRJ.
Cwiczenia do § 4.1.3

1. Hamiltonian uktadu spinowego o trzech rownowaznych jadrach (na przyktad protony grupy

CH,) ma postaé

Wykazaé, ze widmo MRJ uktadu zawiera jedng linie o czestosci @, = )’,(1 -0 ,)BO.
2. Hamiltonian uktadu spinowego o trzech jadrach, z ktorych dwa sa rownowazne
magnetycznie (na przyktad protony grupy CH, sprzezone z protonem grupy OH ) ma postac

A ~

H = '9’1(1_ GJ)Bo(jlz ¥ iZz)_ Vs(l_ O-S)BOSZ+

Obliczy¢ widmo MRIJ uktadu i udowodnié, ze sprzezenie spinowo-spinowe (J, ) miedzy

rOwnowaznymi magnetycznie jagdrami nie uwidocznia si¢ w widmie MRJ.
4.1.4. Silne 1 stabe sprzezenia spinowe

Rozwazmy przypadek, w ktorym wzgledne przesunigcie chemiczne jest bardzo duze

w stosunku do statej sprzezenia jader / 1 S, tj.
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|w, B a)S|

<< o= (4.62)

Jak wynika, z (4.48) w tym przypadku g0 dazy do zera, czyli
0- 0, (4.63)

NAP+ B = A . (4.64)

Korzystajac z (4.63) 1 (4.64), ze wzorow (4.59) znajdujemy, ze widmo MRJ zawiera cztery

linie o jednakowych natezeniach i o czgstosciach rownych

(4.65)

Latwo sprawdzi¢, ze takie samo widmo MRJ otrzymujemy, jezeli wsrdd elementow

macierzowych operatora H ;5 (4.30) pominiemy elementy pozadiagonalne, tj. elementy

zawierajagce wspotczynnik b. Pominigcie wszystkich pozadiagonalnych elementow
hamiltonianu (4.30) odpowiada przyblizenie pierwszego rzgdu teorii zaburzen mechaniki
kwantowej [4.6]. To przyblizone postepowanie przy obliczeniu widm magnetycznego
rezonansu jest stuszne wowcezas, gdy jest spelniony warunek (4.62). W przyblizeniu
pierwszego rzedu iloczynowe funkcje (4.26) stajg si¢ woéwczas funkcjami wihasnymi

hamiltonianu

H=-wl -wdS +JS. , (4.66)
ktéry otrzymujemy z hamiltonianu (4.30) zaktadajac 6= 0.

Jezeli przyblizenie pierwszego rzedu teorii zaburzen jest stuszne, to mowimy, ze
sprz¢zenie jader / 1 S jest slabe [4.1,4.2]. W przeciwnym przypadku, kiedy warunek (4.62)
nie jest spelniony, sprz¢zenie jader / 1 S nazywamy silnym [4.1,4.2]. W tym przypadku
obliczenia widm MRIJ sg bardzo skomplikowane i1 bezposrednia analiza widm jest mozliwa
tylko w nielicznych przypadkach [4.1,4.2].

Omowimy teraz widmo MRIJ etanolu, stosujac przyblizenie stabego sprzezenia
Spinowo-spinowego.

Bedziemy oznaczali operator grupy OH wskaznikiem 1 w nawiasie, operatory

spinowe protonéw grupy CH, - wskaznikami 2 i 3, operatory spinowe protonow grupy CH,
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- wskaznikami 4,5 1 6. W przyblizeniu stabego sprz¢zenia hamiltonian molekuty etanolu ma

postac
A- _wniil) - C‘)lz(jg) t IAS))_ C‘)13([A£4) t iz(S) t iiﬁ))'l'
+ Jui;”(i;” t i§3>)+ J13f;‘)(f§4’ + 1O+ 1‘;6>)+ : (4.67)
i ioios 1o go)
We wzorze (4.67) pierwszy wyraz opisuje oddzialywanie magnetycznego momentu protonu
grupy OH z efektywnym polem magnetycznym (4.3). Drugi wyraz opisuje oddziatywanie
dwu réownowaznych magnetycznie protonow grupy CH, ze swoim efektywnym polem
magnetycznym. Trzeci wyraz reprezentuje oddziatywanie trzech protonéw grupy CH; ze
swoim efektywnym polem. Pozostale wyrazy w (4.67) opisuja sprzgzenia spinowo-spinowe
migdzy magnetycznie nierdwnowaznymi protonami molekuty etanolu. Sprze¢zenia miedzy
rOwnowaznymi magnetycznie protonami (miedzy protonami grupy CH, i migdzy protonami
grupy CH,) pomineli$my, zgodnie z twierdzeniem o nieobserwowalnosci tych oddziatywan
w widmach MRIJ. Poniewaz protony grupy CH; oddzielajg od protonu grupy OH cztery
wigzania, to mozemy przyjacé, ze w (4.67) stala sprzezenia J,5 = 0.
Hamiltonian (4.67) zawiera tylko zetowe skladowe spinowych operatorow protonow,

a wigc mozemy natychmiast zapisa¢ warto§ci wlasne hamiltonianu (energetyczne poziomy

uktadu)

- _ n _ (2) 3| 4) (5) (6)
E, = -w,m, a)IZ(mI tm ) w13(m1 tmtmy )+

4.68)
Q)] (2) 3) (2) 3) 4) (5) 6)| ° ( :
t Jm; (m[ tmy )+ J23(m1 tm; )(ml tmtm )

gdzie m” (j = 1,2,...,6) —liczby kwantowe przyjmujace wartosci + 1/2 i - 1/2.
Jak juz widzieliSmy w poprzednim paragrafie przej$cia spektroskopowe mozliwe sa

tylko miedzy tymi poziomami, dla ktérych
Am? = 1 Um"=0; kt j). (4.69)

Tu

am? = (mf?) - (m), | (4.70)
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gdzie (m;j)) , - warto$¢ liczby kwantowej m\’ ) j-ego protonu w poczatkowym stanie, tj. na

poziomie z ktérego zachodzi przejscie, (mﬁ’ ))k - warto$¢ m\” w koncowym stanie, tj. na

poziomie do ktérego przechodzi magnetyczny moment protonu J (Jj = 1,2,...,6).
Z regut wyboru (4.69) wynika, ze widmo MRJ protonu grupy OH bedzie miato

czgstosci
oy * le(my) t mf)J > (4.71)
czyli
optJy, 0y, 0p°J,. (4.72)

Widmo MRIJ kazdego z protonow grupy CH,; rowniez bedzie zawieralo trzy linie o
czgstosciach

Ot Jy, 0, 057 Jy;. (4.73)

Widmo MRIJ protonu grupy CH,, ktory jest sprzezony z protonami grupy CH; i protonem

grupy OH , zgodnie z (4.68) 1 z regutami wyboru (4.69), ma rezonansowe czestosci

0+ S+ Tl + m® ¢ m®) (4.74)
czyli
1 3 1 1
Wt —Jpt —Jy; ot —Jyt —Jy,
2 2 2 2
1 1 1 3 4.75)
w12i§J12'5J23a C012i§=]12'5‘]23-

Natgzenia (intensywnos$ci) otrzymanych linii magnetycznego rezonansu mozna latwo
obliczy¢ stosujac funkcje iloczynowe, zawierajace funkcje wlasne poszczegdlnych
operatoréw spinowych protonéw. Jednak wykazemy, jak mozna tatwo znalez¢ widmo MRJ
(czestosci 1 intensywnosci linii) stosujac metode graficzng. Podkre§lmy, ze omoéwiona nizej
metoda jest stuszna tylko w przyblizeniu stabego spinowego sprz¢zenia.

Rozpatrujmy najpierw protony grupy CH, w molekule etanolu. Kazdy z protonow

grupy CH, ma dwie orientacje spinowe, a wiec liczba mozliwych kombinacji stanéw
spinowych obu protonéw wynosi cztery (rys.4.6). Dwie sposrod czterech mozliwych

kombinacji sg rownowazne (M, = 0), wobec czego efektywnie mozliwe sg trzy kombinacje

spinéw protonow grupy CH,. Kazda z tych trzech orientacji momentu magnetycznego
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protonow grupy CH, (M, = 1,0,- 1) wnosi swdj wktad do magnetycznego pola w otoczeniu
grupy OH

AB= J.,M,/y, M, = m?+ m?) . (4.76)

BO m, MI =Zml

l l -1/72, -1/2 -1
+1/72, -1/2
-1/2, +1/2
? T +1/2, +1/2 1

Rys.4.6. Mozliwe stany spinowe dwdch protondw

W zwigzku z tym sygnal rezonansowy protonu grupy OH zostanie rozszczepiony na trzy

sktadowe, zgodnie z liczba mozliwych wartosci M,

Rys.4.7. Widmo MRJ protonu grupy OH w etanolu

Nategzenia sktadowych trypletu na rys.4.7 nie sg jednakowe, poniewaz istnieje dwa razy
wigcej mozliwo$ci uzyskania wypadkowej orientacji M, = 0, niz dwoch pozostatych (M, = 1

i M, = -1). Stosunek nat¢zen sktadowych widma jest wobec tego rowny 1:2:1.
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1
E;/ 323 ;i 1 1
F‘ ‘““ ’1 a 3,5 Z;: J,s N

Rys.4.8. Widmo MRIJ protonéw grupy CH; w etanolu

A
[ J23 J
S
| 323 “l 323 ].\F }
€5 llﬁi*ﬂﬂl B

———

' | w
Wyra
Rys.4.9. Widmo MRJ protonu grupy CH, w etanolu
W podobny sposob znajdziemy, ze widmo MRJ protonu grupy CH; réwniez powinno

rozszczepi¢ si¢ na trzy sktadowe o stosunek natezen sktadowych musi by¢ 1:2:1.
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Protony grupy CH, sprzegaja si¢ zarowno z protonem grupy OH , jak i z trzema
rownowaznymi protonami grupy CH;. Sprzezenie z protonami grupy CH; rozszczepia
sygnat protonu grupy CH, na kwartet. Sprz¢zenie z protonem grupy OH rozszczepia kazda

sktadowa na dwie linie. Wypadkowe widmo MRIJ protonu grupy CH, ma postac
przedstawiong na rys.4.9.
Uwzgledniajgc, ze stosunek liczby protondw w grupach OH , CH, i CH; dla etanolu

wynosi 1:2:3, znajdujemy ostatecznie sygnat rezonansowy protonow etanolu przedstawiony

narys.4.10
e
2
32 3/23/2 32
111
l I 12 1/2 112 112
N N N
Wrs Wry Wrg

Rys. 4.10. Widmo MRIJ protonéw w etanolu

Cwiczenia do § 4.1.4

1. W przyblizeniu stabego sprzg¢zenia spinowo-spinowego obliczy¢ widmo MRIJ protondéw
drobiny mréwczanu (HCOO - CH, - CHy).

2. Jakiego widma MRJ nalezy si¢ spodziewa¢ w amidzie kwasu propionowego (
-CH,- CH,- O,- NH,),

3. Stosujgc graficzng metode znalez¢ widmo MRJ protondw nitropropanu  (

(O,N - CH,)- CH, - CH).
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4.2. Oddzialywania dipolowe
4.2.1. Hamiltonian oddziatywania dipolowego. Przyblizenie silnego pola magnetycznego

W fizyce klasycznej energi¢ oddziatywania dipol-dipolowego pomigdzy dwoma

magnetycznymi momentami 4, i &, odleglymi o R opisuje wzor [4.7]

.y D 3(@1?)(/121‘5)5

. 4.77
471_ D R3 R5 D ( )
W mechanice kwantowej, jak wiemy, wektorowi # odpowiada operator
A h 2
a=y—I (4.78)
2n

gdzie f - wektorowy operator spinowy, 7 - wspotczynnik magnetogiryczny.
Podstawiajac (4.78) do (4.77) otrzymujemy nastepujagcy wzor na hamiltonian

oddziatywania dipolowego dwodch magnetycznych momentéw w jednostkach czestosci

katowej (h/2m = 1)

DAA Fog FoNN D

ss 3BT REBLR
— ol ﬁl ﬁﬁ 2 ﬁu
H,= —yyh - ) 4.
a7 gg2 N2 EE R E (4.79)

Hamiltonian (4.79) mozemy zapisa¢ w innej postaci. Wprowadzajac jednostkowy wektor

oo R
‘ FE (4.80)
tatwo sprawdzi¢, ze wzor
H, = Z 1Dy 1, , (4.81)
k,=x,y,z
gdzie
Dif = SLyhR (0, - 3nn) (4.82)

jest po prostu innym zapisem réwnania (4.79).
Wielkosei D;; tworzg tensor drugiego rzedu. Tensor D}’ nosi nazwe tensora

oddziatywania dipolowego.
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Wprowadzajac operatory I, i I. (3.22) zapiszemy hamiltonian (4.81) w postaci
H,= A+ B+ C+ D+ E+ F | (4.83)

gdzie

b= {2+ ip2i I+ 0.0, (4.84)
- i(D}j p=-2ip2)i, 1, |

Dla obserwacji zjawiska magnetycznego rezonansu, probka zawierajgca magnetyczne jadra

miesci si¢ w obszarze statego zewngtrznego pola magnetycznego o indukcji E’O (E’O ||z).

Zatem wypadkowy hamiltonian dwu momentéw magnetycznych sprzezonych dipolowo ma

postac

H=H,+H,, (4.85)
gdzie hamiltonian H,
H,= -yByl,. - 1,B,1,. (4.86)
opisuje oddziatywania momentéw magnetycznych ze statym polem magnetycznym.
Zwykle indukcja statego pola magnetycznego B, wynosi ~ 1 T (10* Gauss), a

wielko$¢ B, , ktora ma fizyczny sens lokalnego pola magnetycznego wytwarzanego jednym
momentem magnetycznym w miejscu, gdzie znajduje si¢ drugi moment magnetyczny

12

D _
B ~—~ S”—OnhR ’ (4.87)

2

| T

wynosi (przy R = 2010 '"°m) okoto 10 T (1 Gauss).
Poniewaz B, << By, to H, w (4.85) mozemy rozpatrywaé jako mata poprawke do

hamiltonianu H o (4.86) 1 przy obliczeniu poziomow energetycznych uktadu (wartosci wlasne
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hamiltonianu (4.86)) mozemy korzysta¢ z rachunku zaburzen [4.6]. Przy zastosowaniu
rachunku zaburzeh musimy najpierw zna¢ funkcje wlasne 1 wartosci wlasne
,hiezaburzonego” hamiltonianu (4.86). Hamiltonian (4.86) zawiera tylko zetowe sktadowe
spinowych operatoréow 1,, i I,,, a wigc funkcje wlasne i wartosci wiasne tego hamiltonianu
mozemy zapisa¢ natychmiast

funkcje wlasne:

WV )= [ms) (4.88)

warto$ci wlasne:

EY) = ~(ym+ ym)B, . (4.89)

Jesli y,# y,, to jak wynika z (4.89) hamiltonian (4.86), zgodnie z liczba mozliwych
kombinacji m, i m,, ma cztery poziomy energetyczne (1, = 1, = 1/2),
W pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen poprawka do energii E,ngnz wynosi

[4.6]

(€5

mmy <m17m2 H,

m,m,) . (4.90)

W operatorze H > jak widzimy ze wzorow (4.84), tylko operator 4 ma niezerowe diagonalne
elementy, a zatem

Er(nll)mz = Dzlzzmlmz . (4.91)

Poprawka drugiego rzedu do poziomu energetycznego stanu dana jest wyrazeniem [4.6]

A 2
/ /
) - ‘<mlﬂm2 Hd ml7m2>‘ (4 92)
mymy Z EO© _ gp©® ’
my ,m) my,my ml/ ,mé

1 zawiera tylko pozadiagonalne elementy macierzowe operatora H ,.

Biorac pod uwage (3.63), (3.66) i (3.67) znajdujemy, ze poszczegdlne operatory w

(4.84) maja nastepujace niezerowe elementy macierzowe

+ l;léil’i l - l(D)lj + DI)Z)
22 22 4+ - » (4.93)
1 ’ '
AE = 530(71 - Vz)
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<l,m2 Cl|- —,m2> = l(D}j zDﬁ)m2
2 , (4.94)
AE = y,B,
(sl )= 2oz - 2
2 2/ 2 : (4.95)
AE=y,B,
(- Som Dl m = 202+ 02,
2 2 , (4.96)
AE = yB,
<ml,- lf) m, 1> = l(Dif + D;f)m1
2 2 , (4.97)
AE = y,B,
g Loy Ypiel piesgpe)
227 20 2/ 4 » v (4.98)
AE = (Vl * Vz)Bo
- l’_ lE”‘ l’l - l(D}QZ - D2+ 2iD)162)
2 2 12°2) 4 » v (4.99)

AE= (3 + 1)B,
We wzorach (4.93) — (4.99) wielkosci 4 E sg rbwne

ANE = E(O) . E(Q) )

my,ny my,my *

Elementy macierzowe (4.93)-(4.99) zaleza od sktadowych tensora dipolowego oddzialywania
D, i od liczb kwantowych my,m,. Wedlug oceny (4.87) stosunek tych elementow

macierzowych do 4E mozemy oceni¢ (oprocz elementdow macierzowych operatora B, o
czym bedzie mowa nizej) jako

2

Sl
‘<m13m2 H, m19m2> B,
EO - g0 = H éok EJ’BM . (4.100)

gdzie 7 moze by¢ rowne y, albo p,.

Dla B, = 1 T stosunek B,,/B,= 10", a wicc w poréwnaniu do poprawki pierwszego
rzedu (4.90), poprawka drugiego rzedu jest mniejsza o 10™* razy i przy obliczeniu poziomow
energetycznych hamiltonianu (4.85) mozemy pominaé w (4.83) operatory C,D.E i F .

Przyblizenie to nosi nazw¢ przyblizenia silnego pola magnetycznego i, jak zobaczymy w
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nastepnym paragrafie, zastosowanie tego przyblizenia bardzo ufatwia rozwigzywanie
zagadnienia obliczenia widma MRJ jader sprzezonych dipolowo.

Omoéwimy teraz role, ktorg odgrywa operator B w (4.83). Jezeli

Byly, = 7,|>> 7By (4.101)
to poprawka drugiego rzedu
A / / 2
2‘<m,,szml,m2> =B 2 B,
= DY S
Byly, - 1, Byfy, - .|

jest bardzo mata w poréwnaniu z (4.91) 1 przy obliczeniu poziomoéw energetycznych uktadu
mozemy oprocz operatorow C,D,E i F, pomina¢ rowniez w (4.83) i operator 3. Warunek
(4.101) odpowiada sytuacji w ktorej widma MRJ jader majacych wspolczynniki
magnetogiryczne ), 1 ), s3 bardzo dobrze rozdzielone w skali czgstosci zmiennego
radiowego pola magnetycznego.

Zupelie inng sytuacj¢ mamy w przypadku jader jednego rodzaju (y, = y,). Jesli

71 = 7,, to jak wynika z (4.89)
E—((l))z,l/z = El(%,—l/z =0, (4.102)

tj. jeden z poziomoéw energetycznych ukladu jest zwyrodnialty. W przypadku
zdegenerowanych poziomdéw poprawnos¢ wzoru (4.92) bedzie naruszona. Dlatego, zeby
wyeliminowa¢ mozliwos¢ pojawienia si¢ wielkich poprawek do energii musimy zmieni¢
rachunek zaburzen, a mianowicie zamiast ,,niezaburzonych” funkcji (4.88) poszukujemy
takich liniowych kombinacji funkcji (4.88), dla ktorych zaburzenie B, catkowicie znosi
zwyrodnienie pozioméw (4.102).

Operator B, zgodnie z (4.93), ma niezerowe pozadiagonalne elementy tylko migdzy
stanami [+ 1/2,F1/2) i [F1/2,1/2) a wigc jesli stan uktadu byt na przykiad |+ 1/2,-1/2) to
wskutek dziatania operatora B zachodzi wymiana orientacji spindéw 1 i 2, a ukfad przechodzi

w stan |- 1/2,+1/2) . Operator B nosi w anglojezycznej literaturze nazwe operatora flip-flop

(,,do géry —w dot”) [4.8-4.10].
Dla tego, zeby znalez¢ prawidlowe funkcje wybierzemy jako funkcje zerowego

przyblizenia funkcje
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[vi) = %%>
) %>+ < %%> ’ (4.103)
e

Zazadamy, zeby funkcje |W2> 1 |l//3> byty funkcjami wiasnymi operatora B

A

Bly,)= byly,) (4.104)

A

B

vs) = bilyy) (4.105)

gdzie b, i b; sg warto$ciami wlasnymi operatora j .

Znalezienie funkcji wlasnych i warto$ci wlasnych operatora omowilismy doktadnie w
paragrafie 4.1.3. Podstawiajac do (4.104) 1 (4.105) funkcje (4.103) i mnozac (4.104) 1 (4.105)
lewostronnie przez funkcje (- 1/2,1/2] i (1/2,-1/2| otrzymujemy uktad réwnan na b,, b,

oraz na wspotezynniki @\ i ai” (i= 2,3)

(@) _ () -
ba,” - ba;’ = 0,

_ : 4.106
- ba” + ba” = 0, ( )
gdzie
- 1 12 12
b= Z(Dxx + DY) .
Uktad réwnan (4.106) ma rézne od zera rozwigzanie tylko przy
b=b i b=-b. (4.107)
Biorac pod uwage warunek unormowania funkcji [,) i |v3)
NV N2
e =
ostatecznie znajdujemy, ze funkcje falowe
)= (Lo L) ]- 1LY, (4.108)
TR 2 ) '
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vz —=(2 l>"-ll>) (4.109)
’ \/_ 272 '

sg funkcjami wlasnymi operatora B i

(2 |Bly,) = %(Qﬁf* e, (4.110)
D - 1 12 12
(ws|Blws) = - Z(Dxx + D" | @.111)

Funkcje (4.108) 1 (4.109), jak tatwo sprawdzi¢, sa réwniez funkcjami wlasnymi operatora

- yB\i.+ 1)+ 4. 4.112)
Wykazalismy wiec, ze jezeli zamiast funkcji (4.88) wybierzemy funkcje (4.103) (gdzie
funkcje |w2> i |l//3> sg funkcjami (4.108) i (4.109)), to energetyczne poziomy
,,hiezaburzonego” hamiltonianu

AP = -yB\i.+ 1)+ 4+ B (4.113)

sg niezwyrodniate 1 majg postacé

1
E = yBy+ ZDzlz2 5

1

1
E,= 4(012 + DV YL (4.114)
1 1
E:__D12+D12__D12
3 4( xx yy) 4 zz >

1
E, = -yByt ZDZIZZ .
Reasumujac mozemy powiedzie¢, ze jezeli jadra sprz¢zone dipolowo maja rdzne
wspoOlczynniki  magnetogiryczne, to w przyblizeniu silnego zewnetrznego pola
magnetycznego dipolowe oddziatywania takich jader bardzo dobrze opisuje hamiltonian

A(O) - [}
H{’=Yy I.DLI. (4.115)

>
W przypadku magnetycznych jader jednego rodzaju musimy doda¢ do hamiltonianu (4.115)

operator ,,flip-flop”, czyli

A

2( pl+pi)id, v 00, (4.116)

>
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Z definicji tensora dipolowego oddzialywania (4.82) wynika, ze
12 12 12 _
Dit+ D, +D =0, (4.117)

tj. tensor dipolowego oddziatywania ma zerowy $lad.
Uwzgledniajac (4.115), (4.116) 1 (4.117) otrzymujemy, ze hamiltonian dipolowego
oddziatywania magnetycznych jader jednego rodzaju ma w przyblizeniu silnego pola postaé
A i0r 1 [s » ~ |0
(0) - i -
H;" = Z Dz/zH il j2 Z(Iﬂlj- U )H - (4.118)
5

A A

Hamiltonian (4.118) mozZemy roéwniez wyrazi¢ przez hermitowskie operatory 7, i [,

(operatory I ., i/ niesa operatorami hermitowskimi). Korzystajac z (3.22) znajdujemy

A A

zz iz jz_ [ix jx_ [iy vl . (4119)

1:[[(]0) = %iszij (Zf

Cwiczenia do § 4.2.1

1. Udowodni¢ wzory (4.93) — (4.99).
2. Udowodni¢ wzory (4.114).

3. Wykazaé, ze cztony C,D.E i F w (4.83) powoduja powstawanie rezonansowych linii

MRIJ o czestosci 2y,3w,,... . Tu @, = yB,.
4.2.2. Widmo MRJ uktadu dwuspinowego. Wzor Pake’a

Rozpatrzmy uktad dwoch jader jednego rodzaju i niech spiny pierwszego i drugiego
jadra bedg rowne I, = I, = 1/2. Przykladem takiego ukladu jest molekuta wody H,0 w
niektorych krysztatach. Odleglo$é miedzy protonami drobiny wody wynosi ~1,6010 "m .
Jezeli odleglosci migdzy protonami réznych drobin wody wynosza na przyktad ~4.8010 " m,

to miedzy molekularne oddziatywania dipolowe beda o (4,8/ 1,6)3 = 27 razy mniejsze niz
oddziatywania mi¢dzy protonami w drobinie wody 1 moga by¢ pominigte.

Hamiltonian ukltadu dwoch izolowanych protonéw ma posta¢ (4.113). Funkcjami
wilasnymi hamiltonianu (4.113) sa funkcje (4.103), a poziomy energetyczne definiujg wzory
(4.114). Biorac pod uwage (4.117) dla poziomoéw energetycznych uktadu dwoéch protonow

otrzymujemy

110



b

1
E = yBy+ ZDlez

E,=-=-D? (4.120)

1
2 zz 9
E, =0,
E,=-yB,+ lDlz .
4 zz

Diagram poziomow energetycznych dwuspinowego uktadu 1 falowe funkcje wlasne

przedstawione sg na rys.4.11.

E¥,>

E,,|y,>

E4'|‘4’4>

Rys.4.11. Poziomy energetyczne uktadu dwoch protonow

Wzgledne intensywnosci linii MRJ, zwigzanych z przej$ciami miedzy poziomami E, i E,,

zgodnie z (4.19) opisuje wzor

A A 2
It LJw)| - (4.121)

L= ‘<Wn

2x

Ze wzorow (4.103), (4.108) i1 (4.109) wynika, ze w przeciwienstwie do funkcji |l//1> , W2> 1
|l//4>, funkcja |l//3> jest antysymetryczng funkcja wzgledem wymiany spindw jader 1 1 2.
Skomentujemy co to znaczy. UmowiliSmy si¢ wczesniej aby w funkcjach falowych |ml,m2>
na pierwszym miejscu pisa¢ kwantowg liczbe m, pierwszego protonu, a na drugim miejscu —
kwantowa liczbe m, drugiego protonu. Oczywiscie, ze moglibySmy umowi¢ si¢ aby na

pierwszym miejscu pisa¢ m,, a na drugim - m,. Przy zamianie m, na m,, a m, na m, tj.
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wymianie spindw protonow 1 i 2, jak wida¢ ze wzorow (4.103) i (4.108), funkcje |l//1> , l//2> 1

|l//4> pozostaja bez zmiany. Natomiast funkcja |l//3> przy wymianie spindw protonow 1 i 2

zmienia swoj znak
lw3(1,2)) = - |y (2.0) (4.122)
Warto$¢ elementu macierzowego

(w,(2)|1,, + 1

Wk (172)>

2x
musi by¢ niezalezna od naszej umowy, czyli zawsze musi by¢ stuszne

I +1 I.+1

(w,(1,2) v, (1,2)) = (w,(2.) y, (2.D) . (4.123)

2x 2x

Uwzgledniajac (4.122) 1 symetrycznos¢ funkeji |l//1> , l//2> 1 |l//4> wzgledem wymiany spindw

protondéw
wi(1,2)) = [y (2.])
v, (1,2)) = |w,(2.0) | (4.124)
lw,(1.2)) = [w,(2.]1) |

znajdujemy, ze przej$cia

E - E, E - E, E, - E
sg zabronione. Dla tych przejs¢
I+ 1,

<l//k(231) jlx * fo

V/3 (2’1)> = - <Wk (1’2)
(k= 12,4)

W3(1’2)>

1 zgodnie z (4.123) prawdopodobienstwo tych przejs¢ réwna si¢ zero.
Dozwolone przej$cia zachodzg tylko miedzy stanami (£, « E, i E, » E,), ktore
opisuje zespot funkcji symetrycznych wzgledem wymiany spindow protonow. Wzgledne

natezenia tych linii rowne sg 1/2, a czestosci sg

o = E-E, = ot %DZ’
3 (4.125)
w,= E,- E, = w,- ZDzlzza

gdZie W, = yB() .
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Widmo MRIJ protonéw drobiny wody ma wigc posta¢ dubletu. Linie dubletu
rozmieszczone s3 symetrycznie wzgledem centrum widma przy @,, a odlegltos¢ miedzy

liniami wynosi

bo-= ﬂ—‘)zyzhiR‘3(l- 3c0s20) | (4.126)
8 2

Rys.4.12. Widmo MRIJ protonow drobiny H,0

Wzor (4.126) po raz pierwszy otrzymal G.E.Pake [4.12]. We wzorze Pake’a kat 0 jest katem

miedzy wektorem R i kierunkiem pola zewngtrznego BO. W badaniach strukturalnych ciat

statych metodg MRJ zwykle niewiadome sa R oraz 6. Zapiszemy wzor Pake’a w dogodne;j
do badan strukturalnych postaci.
Wybierzemy pewien uktad wspotrzednych XYZ i niech kierunek wektora R w tym

ukladzie odniesienia definiuje jednostkowy wektor 7 (4.80), a kierunek statego

magnetycznego pola EO - jednostkowy wektor p

p= B
2
Poniewaz ‘5‘: 1ilfl=1,t0
cosf = (bh0F): Z b, (4.127)
k=xy.z

Podstawiajac (4.127) do (4.126) otrzymujemy
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3
do= EWEI— 39 rkr,bkblE, (4.128)

k,=x,y,z

gdzie
: ;%yzhze% _ (4.129)

Biorac pod uwagg, ze

1= bi t bj t b22 - Z (bkbl)ékl

k,=x,y,z

znajdujemy ze wzoru (4.128)

3
bw=> % Dybb, (4.130)

2 k,=x,y,z

gdzie D, - sktadowe tensora oddziatywania dipolowego (4.82) momentdéw magnetycznych
protonéw w molekule wody.

We wzorze (4.130) skladowe tensora D), zapisane sa w wybranym ukfadzie

odniesienia i nie zaleza od orientacji zewngtrznego pola EO w tym uktadzie. Zatem obracajac
krysztal wokot réznych osi uktadu wspotrzednych mozemy obliczy¢ wszystkie sktadowe

tensora D, w wybranym ukladzie odniesienia. Wyznaczony do$wiadczalnie tensor D,
mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej. W gtownym ukladzie, w ktorym tensor D, ma
diagonalng postac, jak wida¢ z (4.82), 0§ Z jest rownolegla do wektora R i

Dy =D, =W,
(4.131)

D, = -2w = - Fo 2R3,
4z
Badajac wiec katowe zalezno$ci 4 @ mozemy otrzymac dhugosé i kierunek wektora proton-

proton R molekuty H,0 w krysztale.

W przypadku probki w postaci proszku poszczegolne drobne krysztatki formujace

proszek przyjmuja wszystkie mozliwe orientacje w przestrzeni. Znajdujemy ksztalt widma

MRIJ molekut H,0 dla substancji polikrystalicznej (proszku).
Zgodnie z (4.126) widmo MRJ kazdego mikrokrysztatku zawiera dwie linii,

odlegtosci ktorych od centrum widma (@, ) wynosza
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= 8%W(3c0529- 1), (4.132)

gdzie €= -1 dla czestosci @, i ¢= +1 dla czgstosci w,. We wzorze (4.132) stata W jest
zdefiniowana réwnaniem (4.129).

Zdefiniujemy funkcje P(®) takg, ze P(®)dw jest utamkiem molekul wody w
proszku, dajacych widmo MRIJ o czgstosciach lezacych w przedziale w,w+ dw . Poniewaz
natezenie sygnalu MRJ o czgstosci @ jest wprost proporcjonalne do liczby molekut wody
majgcych czestosci MRJ @, to funkcja P(®w) jest widmem MRJ molekut wody w
polikrysztale. Dla znalezienia funkcji P(®) rozpatrzmy kule o promieniu a = 1. Jak wida¢ z

rys.4.13 liczba molekut wody majacych kat 6 lezacy w przedziale 6,0+ df wynosi

_ |pole powierzchni paska|_

P -
()= L ole powierzehni kuli |
- —2“;’7’[9‘19‘: Slaleoso)]. (4.133)

Ze wzoru (4.133) otrzymujemy nastepujacy wzor na P(®)

(4.134)

P(w) ~ ‘d(cos@)‘ .

dw

Zh

Rys.4.13. Kula o promieniu a = 1 dla obliczenia funkcji P(@)

Wyrazajac ze wzoru (4.132) cos@ jako funkcje @
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1 4o
cosf= _|—[1+ H 4.135
3@ 3eW ] ( )

i rozniczkujac (4.135) wzgledem czestosci @ znajdujemy

1

Plo)y~—m—r= (4.136)

Dla czestosci @, wspdtezynnik €= -1 i zgodnie z (1.432) przy zmianie kata 6 od 0° do 90°
czesto$¢ @ zmienia si¢ od (-3W/2) do (+3W/2) . Dla czgsto$ci @, przy zmianie kata 6 od
0° do 90° czesto$¢ @ zmienia sie od (+3W/2) do (-3W /4) . Wiec wypadkowe widmo MRJ

molekut 4,0 w polikrysztale ma postaé

-1/2
P(w):H1_4_wH _ﬁ<w<_%’
1 3w 4
4o " 4o 3w /4
Plw)= 01- 221 +01+ 22 -2 w2 4.137
(@) @ 3W@ ; 3W@ 4 4 ( )
4o 3w k174
P(w)= 01+ =2 T w< T,
0 3w 4 42

Ze wzordw (4.137) wynika, ze przy w = + 3W /4 funkcja P(®) dazy do nieskonczonosci (rys.
4.14). W rzeczywistosci zawsze istniejg oddziatywania mi¢dzy magnetycznymi momentami
protonéw réznych drobin wody. Miedzyczasteczkowe oddzialywania dipolowe doprowadzaja

do tego, ze wypadkowe widmo definiuje wzor

0

f(@)= [ P(@)g(o- oo, (4.138)

-0

gdzie funkcja g(w- ®’) opisuje ksztatt poszczegolnej linii MRJ mikrokrysztatku.
Dotychczas rozpatrywaliSmy dipolowe oddzialywania miedzy magnetycznymi

momentami jader w ciatach staltych. Dipolowe oddzialywania istnieja réwniez w cieczach.

Jednak w przypadku cieczy wyrazenie (1- 3cos’d) w hamiltonianie dipolowego

oddziatywania staje si¢ zalezne od czasu z uwagi na przypadkowe, termiczne ruchy
czasteczek, Wskutek przypadkowego ruchu czasteczek z duza predkoscia dipolowe
oddziatywania pomiedzy czasteczkami znikaja (usredniajg si¢ w czasie) i z tego powodu

szeroko$¢ linii pojedynczych sygnatdéw MRJ w cieczach jest mniejsza niz 1 Hz. Widma MRJ
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krysztatldw przy niezbyt wysokich temperaturach majg szerokos¢ rzgdu kHz. Termiczne ruchy
czasteczek w cialach statych rowniez powoduja usrednienie dipolowych (i1 innych)

oddziatywan miedzy jadrami.

-3w/2 -3W/4 O 3w/ 3W/2

Rys.4.14. Widmo MRJ protonéw H,0O w proszku

A wiec spektroskopia MRJ moze by¢ stosowana do badania cieplnych ruchéw jader (w fazie
cieklej, jak 1 w fazie stalej), poniewaz ksztalt sygnalow MRIJ jest zalezny od procesow i
czestosci termicznego ruchu jader. Analiza zjawisk dynamicznych, zwigzanych z termicznym
ruchem jader (procesy reorientacji, dyfuzji drobin, inwersji konfiguracji drobin, kinetyki
reakcji chemicznych i inne) jest przedmiotem dynamicznej spektroskopii MRJ i wykracza

poza ramy niniejszego skryptu (patrz [4.1,4.2,4.8,4.9,4.10].
Cwiczenia do § 4.2.2

1. Obliczy¢ widmo MRJ dwu jader ([, = 1, = 1/2) w przypadku kiedy 7, # y,. Porownaé
otrzymany wynik ze wzorem Pake’a (4.126).
2. Obliczy¢ widmo MRIJ protonu molekuty wody, w ktorej jeden z atomoéw wodoru zostat

zamieniony na atom deuteru (molekuta ZDO).
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3. Obliczy¢ widmo MRJ ukfadu trzech protonéw znajdujacych si¢ w wierzchotkach
rownobocznego trojkata w przypadku kiedy zewngtrzne pole magnetyczne jest prostopadte do
plaszczyzny trojkata.

4. Pokaza¢, ze tensor oddzialywania dipolowego D, ma w gtownym uktadzie wspdtrzednych
sktadowe (4.131).

4.2.3. Momenty widma MRJ

Jak wynika z poprzedniego paragrafu, a rowniez paragrafu 4.13, dlatego zeby obliczy¢
widmo MRJ uktadu zawierajacego N spinéw z [ = 1/2 musimy rozwigza¢ wyznacznik
wiekowy (podobny do wyznacznika (4.33)) rzedu 2V. Juz przy N =5 rzad wiekowego
wyznacznika jest rowny 32, a wigc rozwigzanie go jest trudnym zagadnieniem nawet dla
komputera. Jednak, jak po raz pierwszy wykazat J.H.Van Vleck [4.14], mozna otrzymad
analityczne wzory na catkowite charakterystyki widma MRJ — momenty widma MRJ.

Jezeli funkcja f (@) opisuje ksztatt krzywej rezonansowej, wowczas moment rzedu 7

zdefiniowany jest nastepujaco [4.9,4.10]

0

Ia)"f(a))da)
M,z Yo (4.139)
jf (w)dw

0
Z definicji momentow wynika, ze M, mozemy latwo obliczy¢ korzystajac z doswiadczalnej
krzywej MRJ f(®). Zwykle do$wiadczalnie wyznaczane jest tylko M,. Dokladnoéé
pomiaru M, wynosi ~5- 10%.
Aby otrzyma¢ bezposrednie wyrazenie na moment rzedu 72, zatdozmy, ze znamy

warto$ci wlasne E, i funkcje wlasne |a> hamiltonianu /7 ukfadu N spinow

a) . (4.140)

Wskutek dziatania zmiennego pola radiowego o czgstosci @, miedzy magnetycznymi

poziomami E,zachodzg przejscia, ktorych prawdopodobienstwo na jednostke czasu wynosi

(patrz (4.19))

/5 ~‘<a ix ‘2

b\ E, - E,- w), E,>E, . (4.141)

We wzorze (4.141)
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~ N A
=Y 1., (4.142)

a 0 - funkcja Diraca odzwierciedla fakt, ze przejscia mozliwe sg tylko miedzy poziomami, dla
ktorych

w=E -E, . (4.142)
Nalezy zauwazy¢, ze 0 - funkcja Diraca ma sens tylko wtedy, gdy wystepuje pod znakiem
catki po @,

I

X

2
Poniewaz wyrazenie ‘<a b>‘ jest wzglednym nate¢zeniem linii MRJ o czgstosci

(4.143), to sumujac (1.141) po wszystkich mozliwych stanach |Cl>, b> otrzymujemy

nastepujacy wzor na ksztatt widma MRJ

f@)= y ali|p)o(E,- E,- o) (4.144)

E>E,

Podstawiajac (4.144) do (4.139) znajdujemy

[

[ dlE, - E,- o)do (4.145)

M= A5 fall |p)

n

b)

X

&
v

&

[=)

gdzie stata 4

2
VE EEE\ all, |b‘J(’]5E - E, - o)dw (4.146)

jest polem powierzchni zawartej pod krzywa f (o).

Stosujac wiasciwosci 6 - funkcji Diraca

[

[@dE, - E,- o)do= (E,- )", (4.147)
0

Ié(Ea -E, - o)do=1, (4.148)

0

otrzymujemy ze wzoru (4.145)
2
Y [alife) (£, - £
M, = E3E R— , (4.149)
L Jei
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Pokazemy teraz, ze sumy w (4.149) mozemy zapisa¢ jako $lady operatoréw
spinowych i hamiltonianu 77 . Najpierw obliczymy sume stojaca w mianowniku. Biorgc pod

uwage (2.26) 1 (2.27) mozemy ja zapisa¢ w postaci
1
3 latiiof = 5 3 (a
2 E,E

Poniewaz $lad macierzy operatorow nie zalezy od uktadu funkcji, dla ktorych oblicza si¢

i,

bl Jayz ] @aso)

elementy macierzowe, obliczymy elementy macierzowe operatora I 7 w uktfadzie funkcji
iloczynowych
|ml,m2,...,mN>: |ml>|m2>|mN> ) (4.151)

Tu ket-funkcja ‘m j> (J= 12,....N) jest whasng funkcjg operatora ..

Uwzgledniajac (4.142), slad we wzorze (4.150) mozemy zapisa¢ w postaci

Tr(ff): ) (m,my,...,my | 1,

my,my,....my Jj,k

Mysecostily) (4.152)

Suma (4.152) zawiera wyrazy z j* k iz j= k. Jezeli j* k , to ze wzoru (4.152) mamy

Z (m,,m,,...,m, lijxf,oc

my,my,....,my jtk

ml,mz,...,mN> =

mk>:O

9

R AT X

my#m;,my || m

poniewaz, zgodnie z (3.64)

A

s

<mk mk>: 0.

W przypadku, gdy j = k& ze wzoru (4.152) otrzymujemy

13 o

my,my,.

m,.. 5mN> -

7 b, >Hz

mp ¥ my »

Funkcji ‘m p> sg funkcjami unormowanymi

(myfmy)= 1
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a wiec

Y (my|m,)=21+1 (4.153)

mp

poniewaz liczba kwantowa 7, przyjmuje (2/ + 1) warto$ciod - 7 do + I .

Bioragc pod uwagg (4.153) oraz wyniki paragrafu 3.2.7 znajdujemy, ze

Tr (12) (2r+1)" vl 1(1+ DRI+ 1)=
(4.154)

W | —

NI(1+1)(21+1)"

Obliczymy teraz sum¢ w liczniku (4.149) w przypadku, gdy n = 2. Oznaczajac licznik we
wzorze (4.146) symbolem C, zapiszemy C w postaci

A 2
C: Z ‘<a x >‘ (Ea - Evb)2 -
E, > E,
. . . (4.155)
= — 2 (alE I - I.E,|b)b a)
2Ea b
Wykorzystujac (4.140) ze wzoru (4.155) otrzymujemy
C= % Y {alfil, - 1,H|b)b|IH - Al |a)-
Feti (4.156)
= - %Trll:l,ix 2)

Podstawiajac (4.150) i (4.156) do (4.149) znajdujemy nast¢pujacy wzor na drugi moment M,
widma MRJ [4.14]
Tr[H,I T

M,= - .
? Tr\1?

(4.157)
Podobne wzory, a mianowicie w postaci §ladéw operatoréw, mozemy otrzyma¢ na momenty
innych rzedow.

Obliczymy teraz moment drugiego rzgdu dla uktadu N jader jednego rodzaju
(wspotczynnik magnetogiryczny jest rowny 7) z dipolowym oddziatywaniem miedzy

magnetycznymi momentami jader. W przyblizeniu silnego zewng¢trznego pola magnetycznego

éo hamiltonian uktadu ma posta¢

A N A A A A A A A
H:_yBOZIIiZ+ ZD”( ol 10 - 1T (4.158)

l>j
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Stosujac komutacyjne zwiazki (3.59) otrzymujemy

n

zz \"iz" jJy o jz| s

- N3 a s
(1.107 98, 1,45 pilii +i
=1

>

skad

gdzie

A3 Als A a s s
4, = EyBOkZ D!z(lky iyt Ly ,-z) , (4.159)
>
A= 208 D"f(”i +”i)
37 2y Okz zz\Tiz" T ky " jz kvl (4160)
iy
"_9 iskls F 8 Aa s A AA A A AA A A
A4_ _Z. kZlDszDzz( iz jy]kzlly+ Iiy jzlkzlly+ iz jylkyllz+ iy jzlky[lz
l>j >

Dla obliczenia §ladéow operatorow 1211,1212,1213 i 1214 bedziemy korzystali podobnie jak
poprzednio z funkcji iloczynowych (4.151). Powatarzajac takie same kroki jakie

stosowali$my przy obliczeniu T r(] f) tatwo wykazac, ze

Trd, = -(yBo)zéNﬂlm DRI+ Y @.161)

A A

Operatory 4, 1 A4,, jak widzimy z (4.159) 1 (1.460), zawieraja iloczyny dwu operatorow
I ,Wfly (albo fkyi ») 1 jednego operatora IA‘,Z (albo i,-z ), a wigc przy obliczaniu $§ladow

operatorow 2[2 i 1213 skorzystamy z twierdzenia, ze warto$¢ $ladu operatora nie zalezy od
unitarnych przeksztatcen operatora (patrz rozdziat 3.2.7). Zgodnie z (3.77) przy obrocie

uktadu odniesienia wokot osi V' o kat 180° sktadowe operatoréw spinowych wzdtuz osi V

pozostajg bez zmiany. Natomiast zetowe sktadowe, tj. I il = przeksztatacja sie w (- I L) 1w

1z

(-1 -). Wigc przy obrocie uktadu odniesienia wokot osi Y (a operacja obrotu uktadu
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odniesienia jest przeksztalceniem unitarnym) o kgt 180°, operatory 212 i 2[3 zmieniajg swoje
znaki. Skad wynika, ze
Trd, = Trd,= 0 . (4.162)

,,,,,

W operatorze A, wskazniki i,/,k,/ numerujace jadra, spehniaja warunk i# j,k# [,

Wykorzystujac wlasnos¢ cyklicznosci operacji sladu (2.29), mozemy zapisa¢ slad operatora

~

A, w postaci

. 9 ; A
TrA4 = - ZZ Z DszszlTr( iz kszyIly) . (4.163)
nj El
Tu wykorzystaliSmy, ze
1
=2y 1
> 2 Z/
Suma (4.163) zawiera wyrazy
itk jtl i 00,0, (4.164)
=k, jtl i2i 1) |
1= l’ .]¢ k Tr(’\tz’\iyikzijy) s
i=1, j=k i g0,
i=k j=i TP

Biorac pod uwage (4.153) 1 (3.65) dla sladu (4.164) otrzymujemy

T”(iizikzijyiiy) -
2

m}>% =0 .

A

/

Wy

= (2r+ I)N_4Z ml.z mkEZ <mj.
W podobny sposoéb znajdujemy, ze
izl 4, )= tii 0 )= i i) 0

Wigc niezerowy wktad w $lad operatora 1214 daja tylko wyrazy, dla ktorych i= k i j= 1

14, = - 2§ (DU Tdiin) . (4.165)

i,
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Slad po prawej stronie (4.165) fatwo obliczy¢

TR )= (204 1) w2y (m |i2]m,) =
| S (4.166)
= §12(1+ 1)°(27+1)"
Wigc
R 1 )
i )= - Jrus e 1)sz (DI (4.167)

Podstawiajac (4.167) 1 (4.154) do (4.157) otrzymujemy wzdér na moment drugiego rzgdu

M, = o+ %1(1 ' 1)%2 A

L]

(4.168)

= ol + EHAHZMH(“ 1)iz R °(1- 3cos?0,)} |
* 40877 [ N ! !

rj

Wzor (4.168) po raz pierwszy otrzymat J.H.Van Vleck [4.14]. We wzorze Van Vlecka R; jest
odlegtoécia migdzy i-ym i J-ym jadrami, 6; jest katem miedzy wektorem kij 1 kierunkiem
zewngtrznego pola magnetycznego E’O , a zatem przy obrocie krysztatu w zewnetrznym polu

EO wokot dowolnej osi, katy 0, ulegaja zmianie. Zapiszmy wzor Van Vlecka w dogodnej do

obliczen 1 do badan strukturalnych krysztatéw postaci [4.15-4.19]. Wybierzemy pewien uktad

wspotrzednych XVZ | w ktorym kierunek wektora E—,— definiuje jednostkowy wektor 7; (4.80),

a kierunek statego pola magnetycznego éo - jednostkowy wektor p ([; = EO / ‘EO‘). Stosujac
(4.127) tatwo si¢ przekonac, ze

Di= Y Dibh

i (4.169)
Po podstawieniu (4.169) do (4.168) otrzymujemy
M, = o+ Z M y,.b0b,b, (4.170)
k,l,m,n
gdzie wielkoS$ci
M, = 211+ 1)~y DiDi
kimn = 4 ( )NIZJ kI~ mn (4171)
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sg sktadowymi tensora czwartego rzedu. Sktadowe tensora M,,, nie zalezg od orientacji

zewngtrznego pola magnetycznego w wybranym uktadzie odniesienia i jezeli znane sa

wspotrzedne jader w krysztale, to moga by¢ wzglednie tatwo obliczone.
Tensor M,,,, ma 3*= 81 sktadowych. Lecz z definicji sktadowych tensora diolowego
oddziatywania (4.82) wynika, ze
D} = Dy, .
Stad dla sktadowych tensora M, znajdujemy zwigzki

Mklmn = Mlkmn = Mklnm = Mlknm . (4172)

Zwigzki (4.172) redukujg liczbe niezaleznych skladowych tensora M, z 81 do 36. Z
definicji tensora M, (4.171) wynika, ze

Mklmn = ankl . (4173)

Ze wzgledu na zwiagzki (4.173) pozostanie tylko 21 niezaleznych sktadowych tensora M,
zamiast 36.
Tensor M, mozemy zapisa¢ przez inny tensor czwartego rzedu Sy, , ktory ma nie

21, a 15 niezaleznych sktadowych. Podstawiajac (4.82) do (4.171) otrzymujemy

3 e o o
M,,, = >I(I+ D)—Y R°|8,- 315" ||6,, - 3rir'| =
kimn 4 ( )NZJ ij ( kl k'l )( mn m n) ’ (4174)
= Soéklémn - 3Sk15mn - 3Smn5kl * 9Sklmn
gdzie
S = W, 1 R rTplviy?
klmn = ZNZ ij kTl "mTno, (4175)
15.]
Su=Wons) Rn'n'=} Sy, (4.176)
LJ p
. -6
SO_ VVZNZRU - z Spp N (4177)
1] p
i
300 1
W, = 020y R I+ 1) . 4.178
= T Ly ) (4.178)
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Latwo sprawdzi¢, ze tensor S, ma tylko 15 niezaleznych sktadowych.

Stosujac (4.174) wzor (4.170) mozemy zapisa¢ w postaci [4.17]

M2 = C()g * z Sklmn(9bkblbmbn - 6bkb15mn ¥ 5k15mn) (4179)

k,l,m,n

Ze wzoru Van Vlecka na M,, zapisanego w dogodnej do badan strukturalnych postaci
(4.179), wynika, ze obracajac krysztat w zewnetrznym polu magnetycznym wokot réznych

osi i wyznaczajac doswiadczalnie M, dla kazdej orientacji keysztalu mozemy znalez¢
wszystkie 15 niezaleznych sktadowych strukturalnego tensora Sj,,. Z otrzymanych

sktadowych tensora S,,,, mozemy (w zasadzie) obliczy¢ wspotrzedne 15/3 = 5 strukturalnie

niezaleznych jader w komorce elementarnej krysztatu. Pod strukturalnie niezaleznymi jadrami
rozumiemy tu jadra w komorce elementarnej krysztalu, potozenia ktoérych nie sa zwigzane
elementami symetrii krysztatu.

Wystepujaca w  krysztatach symetria redukuje w znacznym stopniu liczbe

niezaleznych sktadowych tensora S, i, na przyktad, dla krysztatow regularnego uktadu

niezaleznymi sg tylko sktadowe [4.17]

S‘Oﬁ)ﬁ){ = S ) = SZZZZ;
- (4.180)
S xxyy - S yyzz xxzz*
Podstawiajac (4.180) do (4.179) otrzymujemy
M2 - a)g + 9(Szzzz - 3Sxxzz)(bj + b;‘ + b:) - 3(Szzzz - 7Sxxzz) . (4181)

W przypadku polikrysztatu wzor na M, widma MRJ znajdujemy usredniajac (4.81)

wzgledem przypadkowych orientacji wektora p . Biorac pod uwage

1 2r Fd A A e 3
— [ do[\b. + b, + b |sin6df = = 4.182
el 7 (LR 2 (4182)
gdie ¢ i 0 sg kulistymi wspétrzednymi wektora p , znajdujemy
4 4 1 ;
M= 0y 852 opt SWo5) RS (4.183)
v

We wzorach (4.171), (4.175) i (4.183) wielkos¢ N jest liczba jader w krysztale. Jezeli

rozpatrzywac krysztal jako ciato nieskonczonych wymiaréw (to jest bardzo dobrym
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przyblizeniem przy obliczaniu sum w (4.171), (4.175) i1 (4.183)), to sum¢ po wskazniku i
(albo J) mozemy ograniczy¢ tylko do strukturalnie niezaleznych jader w komorce

elementarnej krysztatu

1 N
VL,

) (4.184)

N _lm
L

1 i=1

gdzie m - liczba strukturalnie niezaleznych jader w komdrce elementarne;.

Jezeli w krysztale istnieje cieplny ruch jader i $rednia czgstos¢ @, takich ruchow jest
wicksza niz /M, (tu M, - drugi moment widma MRIJ przy niskich temperaturach, gdy
w, << /M, ), to mozna pokaza¢ (patrz [4.9,4.10]), ze widmo MRJ opisuje znéw hamiltonian

(4.158), w ktérym jednak tensory D’ musimy zamienié¢ przez usrednione wedtug cieplnego

ruchu jader tensory <D;jz> W tym przypadku, jak wynika z (4.170), drugi moment <M 2>

widma MRJ mozemy zapisa¢ w postaci

MQ: w§+ klzmg k/mn>b bb b , (4.185)
gdzie
- 3 1 & 3 i ij
<Mklmn> - Z](I+ 1);21 Zl<Dkl><Dmn> . (4186)
=1 jz

Oczywiscie, ze w tym przypadku wystepujaca w krysztale symetria rowniez redukuje liczbe
niezaleznych sktadowych tensora <M ,d,,,,,>. Mozna wykazaé, ze dla krysztatow regularnego

uktadu niezerowymi sg tylko nastepujace sktadowe tensora <M k,,,m>

(M )= (M )= (M), (4.187)

Po podstawieniu (4.187) do (4.185) otrzymujemy
<M2> = a)g * <Mxxzz> * 2<szxz> ¥ (<Mzzzz> - <Mxxzz> - 2< xz‘cz>)(b4 * b4 * b4) (4188)

Za pomocg wzoru (4.185) tatwo znalez¢ wzor na drugi moment widma MRIJ

polikrysztalu w przypadku istnienia cieplnego ruchu jader. Biorac pod uwage, ze przy
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usrednieniu wielkosci bbb, b, we wzorze (4.185) wzgledem przypadkowych orientacji

wektora p , niezerowymi sg

= 1 1

bj b4 b4 5 , bfbyz— be b b2 15 , (4.189)
tu

1 2 T
b,b,= o[ d J’b bbb, sinfdo |
0

znajdujemy

(M), = 0f s (M)t (M) ¢ (01 )

+%(<M bt (M, )+ (M >)+ i(<M V(M) (M >) (4.190)
5 xxyy xxzz yyzz 15 xyxy Xzxz yoyz . .

Ze wzorow (4.186) 1 (4.190) wynika, ze dla obliczenia momentu drugiego rzedu widma MRJ
polikrysztalu w przypadku istnienia cieplnego ruchu jader, musimy najpierw obliczy¢ dla
kazdej pary jader i,/ skladowe usrednionego tensora <D,i’,>

Na zakonczenie podkte$limy, ze momenty M,, zdefiniowane za pomocg wzoru
(4.139), nosza nazwe zwyklych momentow. Poniewaz dla izolowanych jader (tj. bez

wzajemnego oddziatywania jader) maksimum sygnatu MRIJ przypada w ,, zwykle

stosowane sg centralne momenty 7, krzywej rezonansu

}A"f(A )di
m,= (4.191)
[ f(@)s

gdzie 4 = w- w,.
Jezeli krzywa rezonansu MRJ f(®) jest symetryczna wzgledem @, to ze wzoru
(4.191) wynika, ze
m,=M,- o],

4.192
m,= M,- 6M,w; + S50, ( )
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Cwiczenia do § 4.2.3

1. Ksztatt krzywej signalu MRJ w ciatach statych czesto mozna opisa¢ funkcjg Gaussa

1 0 (w'wo)ZD

fo(w)= exp- - .
1 200

o~N2m
Korzystajac ze wzoru (4.139) wykazac, ze
M, = w; M,= o+ o
M,= w); M,= o+ 6wc + 30"
2. Udowodni¢ wzoér (4.163).

3. Wyrazenie na moment pierwszego rzedu widma MRJ ma postaé

i - a1 |i.| |
Tr\l?

gdzie I, = fx+ ify il = fx— ify )

Wykaza¢, ze dla hamiltonianu oddziatywania dipolowego (4.158)

M = w, .

4. Pokaza¢, ze ze wzoru (4.149) wynika nast¢pujace wyrazenie na moment czwartego rzedu

|

_ofala,
M=

5. Wykaza¢, ze jezeli uktad zawiera dwa rodzaje jader, to centralny moment drugiego rzedu
jader majacych wspotczynnik magnetogiryczny », ma postac
m NI

3 ’ 1 .
m, = Z@%@ yrh*I(1 + 1);2 Z R4'1'6(1_ 3cos’ ‘9&)2 t

=11

o 10 e aagis s L s R¥[1- 3c0s’y, [
Eﬂgﬂ Vivsh™S( );lezl ik COS Vi | -

Tu ys 1 § - wspoétczynnik magnetogiryczny i spin jader drugiego rodzaju; wskaznik &
numeruje jadra S .

6. Stosujac zwigzki (4.172) i (4.173) wypisa¢ 21 niezaleznych sktadowych tensora M, .

7. Udowodni¢ wzory (4.180) i (4.187) (patrz [4.11]).
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8. We wzorze (4.181) obliczy¢ S_.. i S,.. dla krysztatu, ktorego komoérka elemntarna jest
sze$cianem o stalej sieci 4.
9. Wykaza¢, ze jesli jadra znajduja si¢ w weztach prostej sieci regurarnej o stalej sieci @,

wowczas

B 8.401
z Rijﬁ ST %

5 a

10. W wierzchotkach rownobocznego trojkata znajduja si¢ jadra atomoéw wodoru (na przyktad
protony grupy CHS;). Trojkat obraca sie wokot osi symetrii trojkgta 3 z duzg predkoscia.

Obliczy¢ drugi moment widma MRJ probki w postaci proszku.
4.3. Kwadrupolowe oddzialywania jader
4.3.1. Hamiltonian kwadrupolowego oddziatywania

Oprocz momentu magnetycznego, jadra o spinie /2 1 majg elektryczny moment
kwadripolowy, ktory jest miarg eliptyczno$ci rozktadu tadunku elektrycznego w jadrze.
Elektryczny moment kwadrupolowy oddziatuje tylko z niejednorodnym polem elektrycznym i

hamiltonian kwadrupolowego oddziatywania jadra ma posta¢ [4.9,4.10]

Hyo= ) 1LOul, (4.193)
k,=x,y,z
gdzie
eQr
= —
O Tor- i (4.194)

We wzorze (4.194) Q jest kwadrupolowym momentem jadra, a

:azgo:_aEl:_GEk
kil 0k q1

(4.195)

sa skladowymi tensora gradientu pola elektrycznego (E = - gradp [4.7]) w miejscu, gdzie

znajduje si¢ kwadrupolowe jadro.
Zrédtem niejednorodnego pola elektrycznego w probece sa ladnki elektryczne
elektronow i jader.

Jezeli umiescimy probke, zawierajaca kwadrupolowe jadra, w obszar stalego pola

magnetycznego o indukcji l§0 (EO |l z), to wypadkowy hamiltonian jadra jest
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A

H=-yB + H, . (4.196)

Stosujac operatory /, i /. zapiszemy hamiltonian kwadrupolowego oddziatywania w postaci

Hy= A+ At A v A4 4, (4.197)
gdzie
Ay= Q.12+ %(Qxx vo lii+ii), (4.198)
A= lo.wio i+ 1), (4.199)
A4,* %(Qxx -0, F2iQ, )1 (4.200)

Zwykle w magnetycznym rezonansie jadrowym energia kwadrupolowego oddziatywania

jadra jest mniesza niz energia oddziatywania momentu magnetycznego jadra z polem EO , 4.

W, >> ||Q,d||. W przypadku @, << ||Qk,|| mamy do czynienia z kwadrupolowym rezonansem
magnetycznym [4.20] i tego przypadku w tym skrypcie nie bedziemy rozpatrywali.
Jak wynika ze wzoréw (4.197)—<(4.200) w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen

poprawka do energii

E) = -yBm (4.201)
wynosi
E\) = <mﬁQ m>: <m 1210 m> =
< omts o, o i n-m] -
Biorac pod uwagg, ze
0.,t0,t0.:0, (4.203)
wzor (4.202) mozemy zapisa¢ w postaci
ED = %sz[3m2 S+ ) (4.204)

Latwo sprawdzi¢, ze taki sam wzor na E. otrzymujemy jesli, stosujac (4.203), zapiszemy

operator /]0 W postaci

aY = %Qﬂ 3/2- I(I+1)] . (4.205)
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Cwiczenia do § 4.3.1

1. Udowodni¢ wzor (4.203). Wskazowka: zastosowa¢ rownanie Laplace’a na elektryczny
potencjal ¥ - (4¢=0).
2. Otrzymac ze wzoru (4.198) wzor (4.205).

4.3.2. Widmo MRJ kwadrupolowych jader

Jako przyktad rozpatrzmy jadra o spinie [ = 3/2. Ze wzordéw (4.201) i (4.204) dla
poziomow energetycznych otrzymujemy (rys.4.15)

3 3

E.,==-w,t—
3/2 2 0 2sz ’
1 3
E | ,=—w,- =
1/2 2 0 2sz s
1 3
E,,=- Ewo - Esz .
3 3
Ey,= - Ewo * EQZZ .
Em(O) + Em(1)
Ep
E (0) ?
m
m0+3Q22
l E—1/2
@y
)
T l“:1/2
@4 ': Qz;
E3/2

Rys.4.15. Energetyczne poziomy jadrao /= 3/2
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Zgodnie z regutami wyboru, przej$cia zachodza miedzy poziomami, dla ktérych

Am= t1,azatem, zgodnie z (4.206), czgstosci linit MRJ sg rowne
a)O t 3sz’ COO’ wO - 3sz . (4207)

Poniewaz funkcje wilasne operatora fz sa funkcjami wlasnymi stanow (4.206), dla natezen

spektralnych linii MRJ mamy

((- 3/2|1 - 1/2))2

MW

9

(- 12)i 12 21 (4.208)
[+ 1721 J+ 3/2)f = % .

Wigc stosunek natgzen skladowych widma MRJ jest rowny 3:4:3 (rys.4.16).

©5-30Qy; @ ©,+3Q,;
Rys.4.16. Widmo kwadrupolowego jadrao /= 3/2

Jak wynika ze wzoru (4.208) odlegto$¢ migdzy skrajnimi liniami wynosi
b= 60 . (4.209)
We wzorze (4.209) Q.. jest zz skladowa tensora gradientu elektrycznego pola (GEP) w
ukladzie odniesienia, gdy EO ||z. Przy zmianie orientacji krysztalu w zewnetrznym polu
magnetycznym B, zachodzi zmiana wartosci Q... Znajdziemy wzor na (4 @), ktory opisuje

zaleznos¢ 4 w w zewngtrznym polu B, .
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Rozpatrzmy dwa uktady odniesienia: XVZ i x,y,z,. Niech w uktadzie wspotrzgdnych

x,y,z, zewngtrzne pole magnetyczne B, jest rdwnoleglte do osi z (EO Ilz,) i niech w

uktadzie *YZ kierunek stalego jednorodnego pola EO okresla jednostkowy wektor p (

b= B, /‘EO‘, . = cosgsing, b, = singsind,b, = cosf). Z prawa transformacji tensoréw
drugiego rzgdu wynika
0..% ) Quao, (4.210)
Ki5y,z
Tu
o, b06)= b, 4211)

gdzie €,.€,,¢. s3 jednostkowymi wektorami wzdhiz odpowiednio osi X»Y-Z; b, - rzut

jednostkowego wektora p na o§ k (k= x,»,2).

Podstawiajac (4.211) 1 (4.210) do (4.209) otrzymujemy wzor na katowa zaleznos¢ 4 w

w zewnetrznym polu magnetycznym EO
b= 6) Oubb, (4.212)
k.l

Jezeli uklad wspotrzednych X>Y»Z jest ukladem gtéownym tensora O, to w tym ukladzie

niezerowym sg tylko przykatne sktadowe: O..,0,,,0... Zatem, ze wzorow (4.210) i (4.211)

znajdujemy
Q.. =0.bl+0,b+0.b . (4.213)

Skad, uwzgledniajac (4.203) i tozsamosé: b; + b, + b7 = 1, mamy

0. -* éwgl(%oszﬁ- 1)+ ncos2¢sin® 6| . (4.214)
Tu
_ 3meQq,
a) - ——————
% WI-1 (4.215)
V.-V
9= V.. "= —( o V) (4.216)

V b

zz
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akaty ©? i 0 sg kulistymi wspotrzednymi jednostkowego wektora p w ukladzie glownych osi
tensora gradientu pola elektrycznego.

Otrzymane w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen wyniki mozemy
udoskonali¢, stosujac drugie przyblizenie rachunku zaburzen (4.92). Mozemy wtedy wykazaé,
ze [4.9]

02+ o)

E® = - e  Zellgy a4 1)+ 1om+
2w,

l0.-0,)+40

. (4.217)
Jom® - 201+ 1)+ 1]0m

1
+ —
8w,
Ze wzoru (4.217) wynika, ze w drugim przyblizeniu rachunku zaburzen istnieje przesunigcie

czestosci przejscia t 1/2 « F1/2 wzgledem @, o

1 D 3D 2 2 2 2
(Bon)yp = - g D Jpds0L+ 80L- 0= 0,040} @)

0

Jezeli w krysztale istnieje cieplny ruch jader kwadrupolowych, to wskutek

przypadkowej zmiany orientacji glownych osi i glownych wartosci tensora GEP @,

Q..

przypadkowego ruchu jader) we wzorach (4.212) i1 (4.217) musimy zamieni¢ sktadowe

kwadrupolowe oddziatywania usredniajg si¢ w czasie 1 przy . >>| (o, -czestose

tensora O,, przez usrednione wskutek cieplnego ruchu jader sktadowe <ka>. W cieczach
oddziatywania kwadrupolowe usredniaja si¢ do zera. Jednak to nie oznacza, ze mozemy

zupelie poming¢ w cieczach kwadrupolowe oddzialywania, poniewaz moga one odgrywac

wazng role w procesach relaksacyjnych spin-sie¢.
Cwiczenia do § 4.3.2

1. Obliczy¢ w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen widma MRIJ kwadrupolowych
jadero:a) I=1,b) I=5/2,¢c)I=2,d)1=7/2.

2. Stosujac wyniki zadania 1 obliczy¢ centralne momenty rzedu drugiego i czwartego widm
MRJ.

3. W przyblizeniu silnego zewnetrznego pola magnetycznego obliczy¢ widmo MRIJ jadra 2H
(deuteronu) sprzgzonego dipolowo z: a) jednym protonem, b) dwoma protonami.

4. Dla kwadrupolowego jadrao 7= 3/2 i 7= 0 znalezé, w pierwszym przyblizeniu rachunku

zaburzen, ksztatt widma MRIJ polikrysztatu.
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