ROZDZIAL 3

MOMENT PEDU I SPIN

3.1. Moment pedu

3.1.1. Operator momentu pgdu

W mechanice klasycznej moment pedu ., tzw. orbitalny moment pedu czgsteczki o

masie 7 i predkosci v, jest rOwny
J =[x (mi)] (3.1)

gdzie 7 jest wektorem potozenia czasteczki wzgledem pewnego punktu odniesienia w

przestrzeni.

W mechanice kwantowej wektorowi potozenia 7 i wektorowi pedu p= mv
odpowiadaja hermitowskie operatory (2.2). Podstawiajac (2.2) do (3.1) otrzymujemy operator

momentu pedu

A i J k
J= X y z =
P e N
2w 0x 27 0y 2w 0z
LT AT RET T NLT L, .
270z dy 2w 0x OZDJ 2 0y T (3-2)

jeil - 0f (3.3)
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Latwo sprawdzié, ze

AR i%@ ,
[jy,jzlz i%jx , (3.4)
i,

Wprowadzmy operator kwadratu momentu pedu

J= e TR (3.5)
Woéwczas, korzystajac ze zwiazkow (3.4), znajdujemy

2]z 0, iz (3.6)

Z zasad mechaniki kwantowej wynika, ze jezeli dwie wielkosci fizyczne 4 1 B moga mie¢
jednoczesnie okre$lone warto$ci, to ich operatory 4 i B powinny komutowaé ze soba. Ze
zwigzkéw komutacyjnych (3.4) i (3.6) wynika, ze jednoczesnie jedynie kwadrat momentu

pedu i jeden z jego rzutow majg okreslone wartos$ci.

3.1.2. Funkcje wiasne 1 warto$ci operatorow jz iJ?

Rozwazmy najpierw zagadnienie wlasne operatora J_

J.f,(x,3.2)= a,f,(x,9.2) . (3.7)

dogodnie jest wyrazi¢ operator jz we wspotrzednych sferycznych, przez zamiane
wspotrzednych X».V>Z oraz pochodnych wzgledem X.)>Z, odpowiednimi wyrazeniami
zawierajacymi wspotrzedne 7,0, oraz pochodne wzgledem 7,60,¢. Korzystamy tu z

elementarnych wzorow wigzacych zmienne obu rodzajow
x= rcosgsing | y= rsingsin€ | z= rcosf , (3.8)
oraz z regul rozniczkowania funkcji ztozonych, np.

of L3 dx 3fdy, 3f 0z (3.9)
lop dxdp 0dyde 0dz0g

Korzystajac z (3.9) oraz (3.8) znajdujemy, ze
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AL I | 3.10
=T i Iy 2rdgp (3-10)

Podstawiajac (3.10) do (3.7) otrzymujemy réwnanie

Chod
127r0q0f"_ a,f, . (3.11)

Rozwigzaniami szczegdlnymi réwnania (3.11) sa cos(a,27¢/h) oraz sin(a,27p/h), jednak
dogodniej bedzie uzy¢ postaci wyktadniczej

ol 27
1.(0) = eXp@mn p (p@ : (3.12)

Poniewaz katy ¢ oraz (¢t m360°) (gdzie ™ - liczba catkowita) sa sobie rownowazne, wigc

funkcja f,(®) powinna by¢ funkcjg okresowg z okresem 360°. Jest to mozliwe tylko wtedy,
kiedy

h
a,= m— . 3.13
n Mo (3.13)
Wigc funkcjami wasnymi operatora J _ sa funkcje
1,(9)= explimp) . (3.14)

Rozwazmy zagadnienie wtasne operatora J>
72 -
Jf;=b,f . (3.15)

Operator J2 we wspotrzednych sferycznych ma postaé [3.1]

5 A0 1 9 i 1 9’0
Ji=-0— —HsinG—H+ -7 - 3.16
270 Bsinga00 060 sin’0dpin (3.16)
Mozna wykazac, ze funkcjami wiasnymi operatora (3.16) sa funkcje kuliste [3.1]
e ] (27 + D = [m)! -
Y "(0,0)=i" it P"(cosB)e™ 3.17

gdzie P"(cos0) s wielomianami Legendre’a.

Wartosci wlasne operatora J? sg rowne [3.1,3.2,3.3]
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Wil .
b, - QE@ GG =002, (3.18)

Dla kazdego / mozliwymi warto$ciami 7 w (3.17) sa
m=0t142,... 47 . (3.19)
Z poréwnania (3.17) i (3.14) wynika, ze funkcje wtasne operatora J? s3 wlasnymi funkcjami
operatora jz; oczywiscie powinni tak by¢, poniewaz operatory jz i J? komutujg ze soba.
Ze wzoréw (3.13) oraz (3.19) wynika, ze sktadowa z momentu pedu jest rowna (

mh/2r), przy czym M przyjmuje (2 * 1) warto$ci, poczgwszy od -~ J do +J . Oznacza to,

ze kierunek wektora momentu pedu jest czgsciowo skwantowany. Kwantowaniu podlega

tylko kat 6, jaki tworzy wektor j z osig z, dla kata azymutalnego # natomiast nie ma

zadnych ograniczen.

3.1.3. Elementy macierzowe operatorow jx iJ )

A

Oznaczmy wspdlne wilasne stany operatorow J. i J? przez

j.m). Zgodnie z

wynikami poprzedniego rozdziatu powinny by¢ spetnione rownania

jz

h .
i mY= 01— 7(j+ Dl 7.m =0,12,... 2
Js > @27{@](]+ ).]7 >; J B (3 0)

A

JZ

h . . .
j,m>: 2—m]’m> , m=-j-jt 1,...,]‘ 1,] . (321)
T

Znajdziemy elementy macierzowe operatorow J L1 J , w uktadzie funkcji w ukfadzie funkcji

J ,m> . Wprowadzmy pomocnicze niechermitowskie operatory

o ieid,

Ao a (3.22)

J.o=J.-iJ,.

Woéwezas ze zwigzkow (3.4) 1 (3.6) wynikaja nastgpujace zwigzki komutacyjne
[J?,J.1= 0, (3.23)
~oa o h

[J25J+]_ _J+ D (324)

27
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[J.,J.]= E‘]‘ , (3.25)
~oa o h
[J.,J 1= ZZJZ . (3.26)

Utworzmy elementy macierzowe ze zwigzku komutacyjnego (3.23). Biorac pod uwage
réwnanie (3.20) i zasadg (2.26) obliczenia elementdw macierzowych, zawierajacych iloczyny

operatorow, otrzymujemy
J.j,m)0

B e e
D@E@ LiGit D- G+ D=0

<j1’m1 |[j29j+]

j,m>: <j19m1

Z rownosci te] wynika, ze operator J, ma rozne od zera macierzowe elementy tylko przy

A= (3.27)
Obliczymy dalej elementy macierzowe ze zwigzku komutacyjnego (3.24). Biorac pod uwage

(3.21) 1 (3.27) znajdujemy

im0 )= 2o = )|, m)
- %(J’mlj J.m) |
skad
- m- D(j.m |J,|jm)= 0. (3.28)
2w
Z réwnosci (3.28) wynika, ze
m=m+l. (3.29)

Z regulty komutacyjnej (3.26), przy uwzglednieniu (3.21) i (3.29), otrzymujemy

2H H m= {j,m|[J,,J. ]| j,m)=
- <J',m | gom= 1j,m- 1|j_ Jum)- (3.30)
- (jom jom+ 11, j.m)

Oznaczmy przez A(j,m) element macierzowy
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L3

A

2nA(j.m): <j,m+ 11/, j,m> . (3.31)
Poniewaz
iA*(j.m): (jom+ 1J,] jm) =
27 : (3.32)
= (o] jom+ )= (GomlJ_| jm+ 1)

to wzor (3.30) mozemy zapisa¢ w postaci

2m= [A(jm= D[ - [ACGm) (3.33)
czyli
|A(j,m = D = |ACG,m)|" + 2m . (3.34)
Z réwnosci (3.34) wynika, ze
[AGi,m)[” = [AG,m+ D + 2(m+ 1)
4G, m+ D = [A(G,m+ 2)] + 2(m+ 2), (3.35)
AGi,m+ - D = |A(,m+ k) + 2(m+ k)
Zgodnie z (3.19) 1 (3.29), jesli m= j | to
A3,))= 0, (3.36)
a zatem w (3.35) k£ powinien spetnia¢ warunek
mtk<j, czyli k< j-m. (3.37)

Uwzgledniajac (3.35) 1 (3.37), ze wzoru (3.34) mamy

[AGi,m= 1) = 2m+ 2(m+ 1)+ -+ 2=

. (3.38)
=25 (mt k)= (j+ m)(j- m+ 1)

A wiegc z doktadno$cia do czynnika fazowego o module 1 znajdujemy, Ze rézne od zera

elementy macierzowe operatora J, sg rowne

A

J,

(Gl | om= 1) = 2 D= mOm= 1) (3.39)
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Biorac pod uwage (3.32) dla operatora J_ znajdujemy

A

(j,m|J. J.|j,m)=

Jom+ )= (jm+ 1

(3.40)

< L JiGD= mGm+ )
T

Znajac rozne od zera elementy macierzowe (3.39) 1 (3.40), mozemy bez trudu obliczy¢ takze

elementy macierzowe operatorow J, i J, . Korzystajac z rownosci

1

@=ﬂi+i% (3.41)
@zﬂj-iL (3.42)
znajdujemy
ol | s )2 2GR D= mn 1) (3.43)
LA ifh v
(ol | ome )= 2 2 TG D mm ) (3.44)

~

ObliczyliSmy elementy macierzowe operatorow J

X

i J , z dokladno$cig do czynnika

fazowego o module 1. Na nieokreslono$¢ nie ma wpltywu na wyniki fizyczne poniewaz z
zasad mechaniki kwantowej wynika, Ze przeksztalcenie faz funkcji 1 operatorow nie zmieniajg

wnioskow fizycznych teorii kwantow [3.1].
3.1.4. Funkcje, operatory w roznych uktadach odniesienia i moment pgdu

W wielu zastosowaniach trzeba przeksztalca¢ funkcje falowe albo operatory dane w
jednym uktadzie odniesienia XYZ do nowego uktadu X,Y,Z,, ktory otrzymujemy ze starego

ukfadu przez dowolny obrot dookota poczatku uktadu wspotrzednych. Niech f(x,3,z) jest

pewna funkcja w uktadzie wspotrzednych XYZ . Po obrocie uktadu odniesienia otrzymujemy
nowa funkcje f(x,,),,z) zalezng od nowych wspotrzednych x;,),,z,. Symbolicznie

przeksztatcenie funkcji f(7) przy obrocie uktadu odniesienia mozemy zapisa¢ w postaci

Rf (x,3,2)= f(x,,5,,2,) (3.45)

gdzie R jest pewnym liniowym operatorem (operatorem obrotu).
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Przypu$émy, ze obrot uktadu wspodirzegdnych XYZ odbywa si¢ dookota osi Z . Jak
wida¢ z rys.3.1 miedzy sktadowymi wektora 7 w uktadach odniesienia XYZ i X Y,Z,

istniejg zwigzki

= xcosgt ysing,

=
1

. (3.46)
= -Xxsme@t ycose.

<
1

\
\
\ ==
\ |~
' ﬂ
v r \ » X
\ | - !
\ | \\’ -
\ //]L’ ,§¢
- =K - X
_--"7 Of
P \

Rys.3.1. Obrot uktadu odniesienia dookota osi Z

Dla nieskonczenie matych wartosci kata ¢ mozemy przyjac, ze Cosg = 1, sing= ¢ a zatem

z réwnan (3.46) mamy

X =Xt oy,
V= -exty, (3.47)
z, = Z.

Zastgpujac po prawej stronie (3.45) Xx,,¥,,z, przez *>V>Z znajdujemy

R f(x,p,2)= f(x+ gy, pxt p,2) . (3.48)

Dla nieskonczenie malych warto$ci kata ¢ prawa strong (3.48) mozemy zamieni¢ tylko

dwoma wyrazami szeregu Taylora

R f(x,3,2)= f(x+ gy-gx+ y,2)=

= f(x,p,2)4 w%ya— %f(x,w) '

] (3.49)
e
ix dy
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Z poréwnania (3.49) 1 (3.3) widzimy, ze wzoér (3.49) mozemy zapisa¢ w postaci

27

R.f(x,,2)* El - 74@%}‘ (x,3,2) . (3.50)

Przy obrocie o skonczony kat 6 mozemy podzieli¢ 6 na N (N - ® )i dla kazdego obrotu o

nieskonczenie maly kat ¢ = 6/ N zastosowaé (3.50). Wtedy w granice N - ® otrzymujemy

; 0 2z 50
sz(X,y,Z): Hl_ 17¢JZH f(xaysz):

2 (3.51)
7[ A

= expll- i—odJ X, Y,z

pl= i sz( »,2)

W podobny sposdb mozemy wykazaé, ze obrotowi osi wspotrzednych wokot osi X o kat &

odpowiada operator obrotu
. 27 A
R (a)= epo- ia—JxH , 3.52
' SRR (3:32)
a obrotowi wokot osi Y o kat B - operator

R(B)= exp@- iﬁ%.}y@ . (3.53)

~

Poniewaz operatory sktadowych momentu pedu J X,j ,»J. sa operatorami hermitowskimi, to

zgodnie z (2.50) operatory obrotu f?x, IA?y, fez sg operatorami unitarnymi.
Rozpatrzmy teraz, jak przeksztalcajg si¢ operatory przy przejsciu od uktadu
odniesienia XYZ do uktadu XY,Z,. Zgodnie ze wzorem (2.8) warto$¢ $rednia ciggu

obserwacji wielkosci fizycznej A4, ktérej odpowiada operator 4, jest rowna
(4), = (f(5,3,2)|A(x,3,2)| f(x,3,2)) (3.54)

gdzie f(x,3,2) i ﬁ(x, v,z) - funkcja stanu (falowa funkcja) 1 operator wielkosci fizycznej 4
w uktadzie wspotrzednych XYZ .

Wielkos¢ <A> + powinna by¢ niezalezna od uktadu odniesienia, a zatem

(4), = (F Gy 2Dl 72D f (o 31,2) (3.55)
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gdzie f(x,y,z) i ,Zl(xl, v,,z,) - funkcja stanu (falowa funkcja) 1 operator wielkos$ci

fizycznej A w ukladzie wspotrzednych X Y, Z, .
Biorac pod uwagg, ze zgodnie z (3.45)

|f(x1’y1921)> - I§|f(x,y,z>

(fCmz)|= (fp2lR,
gdzie R* - sprzezony hermitowsko operator, otrzymujemy
(4), = (f(x,3,2)|R A(x,, 3,,2)R| [ (x,3,2)) . (3.56)
Z porownania (3.54) 1 (3.56) mamy
A(x,,2)= R A(x,,y,,2)R . (3.57)

Uwzgledniajac, ze dla unitarnego operatora R* = R™! (2.44), znajdujemy

A(x,1,2,) = RA(x,p,2)R ™" (3.58)
3.2. Spin

3.2.1. Operatory spinowe

Niezaleznie od orbitalnego momentu pedu, elementarne czastki materii (elektrony,
protony, neutrony) maja roéwniez pewien wiasny, wewnetrzny moment pedu, nazywany
spinowym momentem pe¢du. O istnieniu spinowego momentu pedu S$wiadcza liczne
doswiadczenia i zjawiska (réwniez z dziedziny magnetycznego rezonansu jadrowego).
Istnienie spinu wynika w sposob bezposredni z rownania Diraca, bedacego relatywistycznym

uogolnieniem rownania Schrodingera [3.1].
Spinowy moment pedu jest wektorem [ /27 o trzech sktadowych 7,1 ,,1, . (Tu stalg

Plancka wprowadzili§my jedynie dla dalszej wygody.) W mechanice kwantowej spinowemu

momentowi pedu odpowiada wektorowy operator ;h/2n , przy czym miedzy skladowymi

spinowego momentu pedu 1.h/2m,1 Jh/2m i I h/2rm istnieja zwiazki komutacyjne takie

same, jak dla sktadowych operatora orbitalnego momentu pedu [3.1]
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[1,.1,1=1il,
[1,,1.]=1il,, (3.59)
[1..1.]1=1l,.

Operatory spinowego momentu pedu maja wiec wiele cech wspolnych z operatorami
orbitalnego momentu pegdu. Jednak, w odroznieniu od operatorow orbitalnego momentu pedu,

dla operatorow spinowego momentu pedu w rownaniach

iz

I,my= I(I+1)

Im) , (3.60)

A

IZ

I,m)= m|l,m) (3.61)

liczby kwantowe / 1 ” moga by¢ potowkowymi.
Z doswiadczen wynika, ze dla elektronu, protonu, neutronu spinowa liczba [/ jest

rowna 1/2 . Wektorowy operator | bedziemy nazywali krotko spinem.
3.2.2. Spin jadra

Jadra atomowe sktadajg si¢ z neutrondow i protonéw (nukleondéw). Neutrony nie maja
tadunku elektrycznego, natomiast fadunek protonu ma znak przeciwny do tadunku elektronu 1
takg samg warto$¢. Oprécz spinowego momentu pedu nukleony moga posiadaé orbitalne
momenty pedu, wskutek orbitalnego ruchu nukleonow w jadrze. Wypadkowy moment pedu

jadra tworza wiec spinowe i orbitalne momenty pedu nukleonéw. Jadra atomow maja Srednice

~10""m i w wielu praktycznych zagadnieniach mozemy rozpatrywaé jadro atomowe jako

,,punktowa” czasteczke o wypadkowym momencie pedu [4/27z . Ten wypadkowy moment

pedu bedziemy nazywali spinowym momentem pedu jadra, a odpowiedni operator f -

spinem jadra.
3.2.3. Funkcje wlasne spinu

Spinowy moment pedu punktowej czasteczki nie jest zwigzany w sensie mechaniki

klasycznej z ruchem orbitalnym, a zatem nie mozemy zapisa¢ dla odpowiedniego mu

operatora wyrazenia (3.3). W tym przypadku funkcje wiasne spinu |/ ,m> ((3.60), (3.61)) nie

sg funkcjami wspotrzednych przestrzennych 7,60,¢ (3.17) i opisujg tylko stany, w ktorych

sktadowe spinowego momentu pedu sg rowne mh/2x (m= -1,...,1). Na przyklad jezeli spin
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czgsteczki jest rowny 1/2 (1= 1/2), to istniejg dwa wlasne stany tej czasteczki: |+ 1/ 2> 1
|- 1/2) . Zgodnie z (3.61) w stanie |+ 1/2) rzut wektora spinowego momentu na o§ Z jest

rowny * 1/2(h/27) (,spin do gory”), natomiast w stanie |~ 1/2) rzut wektora spinowego

momentu na o§ Z jest rowny - 1/2(h/2x) (,,spin do dot”).
Dla operatoréw spinowych stusznych jest wiele wynikow otrzymanych dla operatora

orbitalnego momentu pedu, a mianowicie:

Plm)= I(I+ D\m) (3.62)

I|m)= mm) (3.63)

(m|l |mt1)= %w(n 1)- m(mt 1) (3.64)
(mll | jm 1)= ¢ é\/1(1+ - mmt 1) | (3.65)
(m|l,|m-1)= JI(IT+ 1)~ m(m- 1) , (3.66)
(m|I.lm+ 1)= JI(I+ 1)- m(m+ 1) . (3.67)

Stuszno$¢ wzordéw (3.62) — (3.67) dla operatoréw spinowego momentu pedu jest wynikiem

identyczno$ci regut komutacyjnych sktadowych operatora spinu I x,i y,i . (3.59) z regutami

komutacyjnymi dla sktadowych orbitalnego momentu pedu jx,jy,jz (3.4). Z teorii grup
wynika, ze wlasnie zwigzki komutacyjne okreslaja rodzaj symetrii, z jakim wigza si¢ dane
operatory [3.4]. W rozdziale 3.1.4 widzieliSmy, ze operator momentu pedu jest $cisle
zwigzany z obrotem ukladu wspotrzednych. W zwiazku z tym okazuje si¢, ze orbitalny
moment pedu wigze si¢ z symetrig sferyczng. Operator spinowy réwniez wigze si¢ z symetrig

sferyczng wzgledem obrotow osi uktadu odniesienia w spinowej przestrzeni Hilberta [3.4].
3.2.4. Rotacje w spinowej przestrzeni Hilberta

Podobnie do wzordéw (3.51) — (3.53) obroty uktadu odniesienia w przestrzeni Hilberta

mozemy opisa¢ za pomocg operatoréw obrotu fZ_}. (J=x»2):
1. Obroét wokot osi X

R.(0)= expl- iad | , (3.68)
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2. Obrot wokot osi V
R (@)= expl- il , (3.69)
3. Obrot wokot osi z
Ro(a)= expl- ipl.) . (3.70)
Przy obrocie dookola osi i (i~ X,¥,z) operator 4, zgodnie z (3.58), przeksztalca sie

w operator 4, rowny

A= RAR" . (3.71)

~ n

Korzystajac z (3.68) — (3.71), obliczymy przeksztalcenia operatorow I ol 11

Rozpatrzmy najpierw obrot wokot osi z. Jezeli operator 4 we wzorze (3.71) jest

rowny [ _, to otrzymujemy oczekiwany wynik

exp(- iyfz)lz exp(iyfz’ =] . (3.72)

z

Jezeli A= fx , to obrot wokot osi z przeksztatca operator fx w operator
exp(- iyfz)lx exp(iyfz) . (3.73)

Dla obliczenia (3.73) skorzystamy z twierdzenia Banwella-Primasa (wzory (2.55)-(2.58)).
Uwzgledniajac komutacyjne zwiazki (3.59) otrzymujemy, ze we wzorach (2.55) — (2.58)

f:é:p:(); ﬂ:—y:—j; ,1:],
skad

exp(- iyfz)]x exp(iyfz) z (3.74)
= I cosy+ I siny '
W podobny sposéb znajdujemy, ze

exp(- iyfz )Iy exp(iyfz) =

) (3.75)
= -1 sinyt [ cosy

exp(- inAZ)Ii exp(iyfz) = Ie"
Z pordwnania (3.74), (3.75) 1 (3.46) widzimy, ze przy obrocie ukladu odniesienia w

przestrzeni Hilberta wokot osi z o kat 7 sktadowe operatora spinowego f przeksztatcaja sig
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podobnie do przeksztalcania sktadowych wektora 7 przy obrocie ukladu odniesienia w

przestrzeni euklidesowe.

Dla obrotow dookota osi ¥ 1 V latwo znalez¢, ze

DfxD 0 fx 0
exp(- iafx)%fy%exp(iafx): ny coso t fz sina% , (3.76)
HfZH Hfz cosa - fy sinaH

exp(- iafx)ft exp(iafx) =

i o . 2 20( o . 20( B
= -—=/I sinat [, cos”—- [.sin"—
J2 7 T2 2
0j O 0 _cos - I_sin gl
( . )DAXD ( . )_ D X ,B,\ z ﬂD
exp\- il Jol,gexp\ipl,)= 0 L, 0, (3.77)
HIZH HIZ cosf + IxsinﬂH

exp(- iﬁf y)fi exp(iﬁf y) =
=t ] sing+1, cos? 24 I}sinzﬁ '
’ 2 2
3.2.5. Elementy macierzowe operatorow obrotu

Rozpatrzmy elementy macierzowe operatoréw obrotu 1%2 1 IA?_V w przypadku 7 =1/2.

Dla operatora obrotu wokot osi z otrzymujemy oczywisty wynik

(mlexpl- ipl_|m)= expl- imm]s,,, (3.78)
albo w postaci macierzy
0 j 0
Depo- QH 0 g
-] - 0 20
<m|exp iyl ml>— 0 .
i 0 ex HQHD
P
: 020
Latwo sprawdzi¢, ze takie same elementy macierzowe co i operator ﬁz(y) ma operator
D () = Vohih ant
R (y)= COSE 2il smE ) (3.79)

Dla operatora obrotu dookota osi V musimy obliczy¢ elementy macierzowe
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Z definicji eksponencjalnego operatora (2.49) wzor (3.80) mozemy zapisa¢ w postaci

d,ﬁm = <m|exp(- iﬁfy)

(mlexpl- i1, Jm) = § CEL

n=0

).

Niech m= m, = £1/2 . Korzystajac z (3.65) tatwo znalez¢, ze

(¢ 3fie 3 H< >
SAER

Podstawiajac (3.82) do (3.81) otrzymujemy
(B2 B
2

<i COS—

n=0 (2”)' 2 '
Niech m= -m, = t1/2 . Biorgc pod uwage (3.65) znajdujemy

IZn

0 020

%exp( z,BI )

2nt 1

Po podstawieniu (3.84) do (3.81) otrzymujemy

£

Wigc operator obrotu wokot osi V dla 7 = 1/2 ma nastgpujace elementy macierzowe

%exp( zﬁ] )

> (ﬁ/z)Zm +s1n£
2/ fzo 2nt D! 2

0o p £
1 . DCOSE - SIHE
43 (B)= (mloxol-ipl Jm)= 2 25
gsin= cos= [|
0 2 2

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

W podobny sposdb mozemy wykazac¢, ze macierz skonczonego obrotu dla 7 = 1 ma postac
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01 1 . 1 0
—(1+ cos - —sin —(1- cos
Hz( B) 7 B 2( ﬂ)g

1 1
d' =0 ——sin cos - —sinp U

E%(l-cosﬁ) %sinﬁ %(“COSﬁ)E

3.2.6. Dowolny obrot uktadu odniesienia. Katy Eulera

(3.87)

Dowolny obrét ukladu odniesienia mozna jednoznacznie opisa¢ za pomoca trzech

kolejnych obrotéw o trzy katy Eulera (&, B,y ). Katy Eulera okre$lajg trzy nastgpujgcych po

sobie obroty, za pomoca ktérych uktad osi XYZ przechodzi z polozenia poczatkowego w

potozenie koncowe X,Y,Z, . Tych trzech obrotéw dokonujemy w nast¢pujgcy sposob (rys.

3.2): 1) najpierw wykonujemy obrét o kat & (360° 2 a2 0) wokot osi Z (operacja ﬁz(a));

2) nastgpnie dokonujemy obrotu o kat £ (180°> a2 0) dookota nowej osi ¥, (operacja

IA?y (B)); 3) wreszcie wykonujemy obrot o kat ¥ (360° > y 2 0) wokot nowej osi Z, (operacja

R.(p)).
V4
Lot
PR S
’ T
‘ e (3 ,I Yn
X ~a ____,,-Y
X

Rys.3.2. Katy Eulera

Koncowe potozenie uktadu wspotrzgdnych pokrywa sie¢ z uktadem XY Z,. Z definicji

operacji przeksztatcenia uktadow odniesienia wynika, ze dowolny obrét uktadu odniesienia

mozemy opisa¢ za pomoca wypadkowego operatora obrotu.

R(a,B.y)= R()R (B)R.(a) .
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Dlatego wigc, zeby opisa¢ dowolny obrot uktadu odniesienia wystarczy znaé tylko elementy
macierzowe operatorow obrotu wokotosi Z 1Y .

Elementy macierzowe operatora (3.88)
D}, (a,B.y)= (m|R(a, B,y)m,) (3.89)

nazywane sg funkcjami Wignera lub uogdlnionymi funkcjami kulistymi [3.1,3.2,3.3].

A

Biorac pod uwage, ze funkcje stanow |m> sa funkcjami wlasnymi operatora /_, ze

wzorow (3.88) 1 (3.89) znajdujemy, ze
D, (a,B.y)= exp(-imy)d,,, (/)exp(-ima) (3.90)
gdzie
d}, (a.B.7)= D, (0,8,0)= (m|exp(-ipi,)|m,) (3.91)

s rzeczywistymi elementami macierzowymi.
3.2.7. Slady operatoréow spinowych

W wielu zagadnieniach magnetycznego rezonansu jadrowego mamy do czynienia z

obliczaniem $ladéw spinowych operatorow.

Obliczymy $lad operatora [ 2. Poniewaz, zgodnie z wynikami rozdzialu 2.1.7, $lad

operatora nie zalezy od uktadu funkcji |n> , dla ktérego oblicza si¢ elementy macierzowe

A

operatora, bedziemy obliczali $lad operatora ] > w ukladzie wiasnych funkcji operatora I_.

Biorac pod uwagg (3.63) znajdujemy

I 1
Trff:z ml|i2|m) = Z 11(1+1)(21+1)

m=-1

[98)

Korzystajac ze wzoru

o
1
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tatwo wykazaé, ze

Tri’ = %1(“ DRI+ D3I+ D)-1],
Tri® = %1(“ DRI+ DBIX(I+ 1) - 311+ 1)+ 1],
O 4—151(1+ DI+ D[S+ 1)’ - 1071+ 1)*+ 9I(I+ 1)- 3] .

Obliczymy teraz §lad operatora I 2. Pokazemy, jak mozna latwo znalezé $lad

operatora I 2. Wykorzystujemy do tego twierdzenie o niezaleznoéci $ladu operatora od

unitarnych przeksztatcen operatora, tj.
Trd= TrUAU ", (3.92)

gdzie {U - operator unitarny. Twierdzenie (3.92) wynika z wiasnoéci cyklicznoéci operacji

sladu (2.29) 1 z definicji odwrotnego i unitarnego operatorow (2.43) i (2.44). Jak wiemy z
rozdziatu 3.2.4, obrét uktadu odniesienia opisuja operatory unitarne obrotow (3.68) — (3.70).

Niech

0= R,(90)= exp@- i iy@ _ (3.93)

T
2

Biorac pod uwagg (3.77) 1 (3.93) otrzymujemy
a wigc

Metode obrotu uktadu odniesienia czg¢sto stosuje si¢ przy obliczaniu $ladow operatorow

spinowych. Na przyktad wykazemy, ze
Tri’l,= 0 . (3.94)
Wykonujemy obrot o kat 180° wokot osi X . Zgodnie z (3.76) przy obrocie uktadu
odniesienia iloczyn operatoréw I : I , przeksztalca si¢ w
R(m) LR (m)= - 11, |

Uwzgledniajac (3.92) otrzymujemy
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Tr(121)=-Tr(I2]) . (3.95)

Tozsamos¢ (3.95) jest stuszna tylko przy spetieniu (3.94).
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