
ROZDZIAŁ 2
   __________________________________________________________________________

PODSTAWY MATEMATYCZNE KWANTOWEJ TEORII

MAGNETYCZNEGO REZONANSU

2.1. Funkcje stanu i operatory

Właściwości  obiektów  w  mechanice  kwantowej  opisuje  się  za  pomocą  funkcji 

falowych albo funkcji stanu. Możliwe są jednak takie stany, których nie możemy opisać za 

pomocą funkcji falowych. Takie stany można opisać za pomocą macierzy gęstości.

Każdej wielkości fizycznej (pęd, położenie, moment pędu, energia itp.) w mechanice 

kwantowej  jest  przyporządkowany  odpowiedni  operator.  Przez  operator  Â  rozumiemy 

odwzorowanie,  które przekształca  dowolną funkcję  falową  f  w odpowiedniej  przestrzeni 

Hilberta w inną funkcję Ψ  tej samej przestrzeni Hilberta

Ψ=fÂ  .                                                         (2.1)

(Przestrzeń  Hilberta  jest  abstrakcyjną  przestrzenią  o  skończonej  lub  nieskończonej  liczbie 

wymiarów zawierającą wszystkie możliwe stany mikroobiektu).

Postuluje się,  że relacje zachodzące między wielkościami  fizycznymi  w mechanice 

klasycznej,  w mechanice  kwantowej  powinny być  zastąpione  tego samego  typu  relacjami 

między operatorami odpowiadającymi  tym wielkościom fizycznym.  Za pomocą tej  zasady 

odpowiedniości  można  otrzymać  podstawowe  operatory  mechaniki  kwantowej:  operator 

położenia r  i operator pędu p̂
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2.1.1. Funkcje własne i wartości własne operatorów

Jeżeli działanie operatora Â  na funkcję nΨ  sprowadza się jedynie do pomnożenia tej 

funkcji przez jakąś liczbę na
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nnn aA Ψ=Ψˆ  ,                                                         (2.3)

to  funkcję  taką  nazywa  się  funkcją  własną  operatora  Â ,  a  liczbę  na -  wartością  własną 

operatora Â , odpowiadającą funkcji własnej nΨ .

Może się zdarzyć, że jednej wartości własnej na  odpowiada więcej niż jedna funkcja 

własna. Mówimy wtedy, że taki własny stan jest zwyrodniały (zdegenerowany).

2.1.2. Hermitowskie operatory

W mechanice kwantowej używa się zwykle tylko operatorów hermitowskich. Operator 

Â  nazywamy hermitowskim, jeżeli dla dwóch dowolnych funkcji f  i ψ , zachodzi

ξdξfξψAξdξfAξψ )()](ˆ[)(ˆ)( ∫∫ ∗∗ =  ,                                  (2.4)

przy czym całkowanie odbywa się po całej przestrzeni zmiennej  ξ  (to może być i niejedna 

zmienna); gwiazdka w (2.4) oznacza sprzężenie zespolone.

Wyjątkowe  znaczenie  operatorów  hermitowskich,  którymi  posługujemy  się  w 

mechanice  kwantowej,  polega  na  tym,  że  wartości  własne  operatora  hermitowskiego  są 

rzeczywiste

∗= )( nn aa  ,                                                     (2.5)

zaś funkcje własne nΨ  należące do różnych wartości własnych są do siebie ortogonalne

0)()( =ΨΨ∫ ∗ ξdξξ nm    (dla mn ≠ ),                                   (2.6)

a zbiór wszystkich funkcji własnych tworzy układ zupełny funkcji, tj. dowolna funkcja )(ξf  

zależna od tych samych zmiennych ξ  może być przedstawiona w postaci

)()( ξcξf n
n

nΨ= ∑  ,                                               (2.7)

gdzie sumowanie rozciąga się na wszystkie wartości n .

W mechanice  kwantowej  zakłada  się,  że  jeżeli  badany stan układu jest  jednym ze 

stanów własnych nΨ  operatora Â  przyporządkowanego odpowiedniej wielkości fizycznej A

, to w wyniku obserwacji tej wielkości fizycznej otrzymujemy się zawsze wartość własną na  

odpowiadającą  stanowi  własnemu  nΨ .  Ponieważ  wyniki  pomiaru  są  zawsze  wartościami 
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rzeczywistymi, to w tym miejscu staje się jasne, dlaczego operatory, którymi posługujemy się 

w mechanice kwantowej są operatorami hermitowskimi.

Jeżeli funkcja stanu f  nie pokrywa się z żadną z funkcji własnych nΨ  operatora Â , 

to w tym stanie wielkość fizyczna  A  nie ma określonej wartości. Przy różnych pomiarach 

wielkości A  w tym stanie f  będziemy otrzymywać wyłącznie poszczególne wartości własne 

na  operatora Â . Powtarzając wiele razy te pomiary, możemy określić wartość średnią fA  

tej wielkości w danym stanie f . Zakłada się, że ta wartość średnia powinna się pokrywać z 

wartością określoną przez

∫ ∗= ξdξfAξfA
f

)(ˆ)(  .                                           (2.8)

Dla  celów  praktycznych  funkcje  własne  nΨ  operatorów  hermitowskich  są  zwykle 

unormowane

1)()( =ΨΨ∫ ∗ ξdξξ nn  .                                            (2.9)

Korzystając z faktu, że funkcję  f  można przedstawić w postaci kombinacji liniowej (2.7) 

funkcji własnych nΨ  i wykorzystując równania (2.3), (2.6) i (2.9) znajdujemy

2
n

n
nf
caA ∑=     ,    12 =∑ n

n
c  .                                  (2.10)

Prawdopodobieństwo  zatem  tego,  że  przy  pomiarze  wielkości  fizycznej  A  w  stanie  f  

otrzymamy konkretną wartość własną na , jest równe 2
nc , przy czym, jak wynika z (2.7)

∫ ∗Ψ= ξdξfξc nn )()(  .                                            (2.11)

2.1.3. „Ket” i „bra” stany

W  nowszej  literaturze  funkcje  falowe  i  wartości  oczekiwane  są  przedstawiane  w 

sposób wprowadzony przez P.A.M.Diraca. Notacja Diraca polega na zapisaniu [2.1]

nAmξdξAξ nm
ˆ)(ˆ)( =ΨΨ∫ ∗  .                                       (2.12)

Przejście od zwykłej notacji do notacji Diraca polega na zastąpieniu

nξn →Ψ )(     -    stan – ket
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mξm →Ψ ∗ )(     -    stan – bra                                      (2.13)

nAξA n
ˆ)(ˆ →Ψ

nAmξdξAξ nm
ˆ)(ˆ)( →ΨΨ∫ ∗  .

Nazwy stanów „bra” i „ket” zostały wprowadzone przez angielskiego fizyka P.A.M.Diraca, 

który stosując opis słowny żartobliwie podzielił słowo „bracket” (w jęz. polskim – „nawias”) 

na „bra” i „ket”.

2.1.4. Macierze operatorów

Innym powszechnie przyjętym, skróconym zapisem jest oznaczenie wielkości (2.12) 

symbolem mnA

nAmAmn
ˆ=  .                                                  (2.14)

Jeśli  wskaźniki  n  i  m  przyjmują wartości od 1 do N, możemy zapisać wielkości  mnA  w 

postaci macierzy
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 .                                           (2.15)

Wielkości mnA  nazywamy więc elementami macierzystymi.

Stosując notację  Diraca  równanie (2.4),  definiujące operator  hermitowski,  możemy 

zapisać w postaci

( )∗
Ψ=Ψ AffA ˆˆ  .                                            (2.16)

Jeżeli  )(ξm
∗Ψ=Ψ ,  )(ξf nΨ= ,  to  dla  operatora  hermitowskiego,  uwzględniając  (2.12)  i 

(2.14), otrzymujemy

∗= nmmn AA  .                                                   (2.17)

Macierz nmA , dla której słuszne są związki (2.17) nazywamy macierzą hermitowską.

2.1.5. Rzutowe operatory
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Zgodnie z (2.7) i (2.11) dowolna funkcja ket może być zapisana w postaci

nfnncf
nn

n ∑∑ ==                                         (2.18)

albo

∑∑ ==
nn

n fnnncf  .                                      (2.19)

Ponieważ, jak wynika z (2.19)

ncfnn n=  ,                                              (2.20)

to możemy rozpatrywać symbol nn  jako operator, który przekształca dowolny wektor f  

w rzut tego wektora na stan n . Operator nn  nosi nazwę operatora rzutowego na stan n  

[2.4,2.5].

Dla wektorów bra równanie (2.19) przyjmuje postać

nnff
n

∑=  .                                             (2.21)

Sumując (2.20) po n  i uwzględniając (2.18) znajdujemy, że

1̂=∑ nn
n

 .                                                (2.22)

We wzorze (2.22) operator 1̂  jest operatorem jednostkowym. Nazwa tego operatora pochodzi 

z tego, że jak widać ze wzorów (2.19) i (2.21), dla dowolnych ket i bra funkcji f  i Ψ

ff =1̂     ,    Ψ=Ψ 1̂  ,                                      (2.23)

a więc

AAA ˆ1̂ˆˆ1̂ ==  ,                                                  (2.24)

gdzie Â  jest dowolnym operatorem.

2.1.6. Macierz iloczynu operatorów

Znajdujemy  elementy  macierzowe  mnC  operatora  Ĉ ,  który  jest  równy  iloczynowi  dwu 

operatorów

BAC ˆˆˆ ⋅=  .                                                    (2.25)

Uwzględniając tożsamość (2.24) i (2.22), operator Ĉ  możemy zapisać w postaci
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BnnABABAC
n

ˆˆˆ1̂ˆˆˆˆ ∑=⋅⋅=⋅=  ,

skąd wynika

( )mknk
n

mn
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mk

BABA

kBnnAmkCmC

ˆˆ

ˆˆˆ

⋅==

===

∑

∑
 .                                (2.26)

2.1.7. Ślad macierzy operatora

Śladem  macierzy  nazywana  jest  suma  diagonalnych  elementów  macierzy.  Operację 

wyznaczania śladu oznacza się symbolem Tr , a więc ślad macierzy (2.15) operatora Â  jest 

równy

( ) ∑∑ ==
nn

nn nAnAATr ˆˆ  .                                        (2.27)

Dla śladu macierzy operatora istnieje kilka ważnych twierdzeń [2.1]. Jedno z nich brzmi: ślad 

macierzy operatora nie zależy od układu funkcji  n , dla którego obliczane są macierzowe 

elementy nAn ˆ . To znaczy, że jeśli mamy dwa układy zupełne funkcji zależnych od tych 

samych zmiennych ξ : n  i 1n  (na przykład, funkcje n  są własnymi funkcjami operatora 

B̂ , a funkcje 1n  są własnymi funkcjami operatora D̂ ), to

∑∑ =
1

11
ˆˆ

nn
nAnnAn  .                                        (2.28)

Drugie twierdzenie dotyczy śladu macierzy iloczynu operatorów: ślad macierzy iloczynu dwu 

operatorów Â B̂  jest równy śladowi macierzy iloczynu operatorów B̂ Â , tj.

( ) ( )ABTrBATr ˆˆˆˆ ⋅=⋅  .                                        (2.29)

Jeżeli operator B̂  jest równy DCB ˆˆˆ = , to łatwo można pokazać, stosując (2.29), że

( ) ( ) ( )CADTrADCTrDCATr ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅  .                        (2.30)
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2.1.8. Związki komunikacyjne

Związki komunikacyjne (przemienności)  odgrywają ważną rolę w kwantowej teorii 

MRJ. Komutatorem dwu operatorów Â  i B̂  w mechanice kwantowej nazywany jest operator 

Ĉ , który jest równy

ABBABAC ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ˆ ⋅−⋅==  .                                         (2.31)

Podajmy tu cztery ważne twierdzenia dotyczące komutatorów [2.1].

1.                                                     ( ) ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ CABCBACBA +=  .                                    (2.32)

Ze wzoru (2.32) wynika, że

( ) ABAABA ˆ]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ =  ,

( ) ]ˆ,ˆ[ˆ]ˆˆ,ˆ[ BAABAA =  .

2.                                                ]]ˆ,ˆ[,ˆ[]ˆ],ˆ,ˆ[[]]ˆ,ˆ[,ˆ[ CABCBACBA +=  .                                (2.33)

3. Ślad komutatora jest równy zeru

0]ˆ,ˆ[ =BA  .

Słuszność tego twierdzenia łatwo sprawdzić wykorzystując (2.29).

4.                                                    }ˆ]ˆ,ˆ{[]}ˆ,ˆ[ˆ{ CBATrCBATr =  .                                         (2.34)

Słuszność tego twierdzenia też łatwo można sprawdzić wykorzystując (2.30).

Ze wzoru (2.34) wynika, że

0]}ˆ,ˆ[ˆ{ =ABATr  .

2.1.9. Operatory unitarne

Niech wskutek działania operatora Â  na ket wektor Ψ  otrzymujemy ket wektor 1Ψ

1
ˆ Ψ=ΨA  .                                                     (2.35)

Oznaczmy przez +Â  operator, który przekształca bra wektor Ψ  w bra wektor 1Ψ

1
ˆ Ψ=Ψ +A  .                                                 (2.36)

Z notacji Diraca (2.13) wynika, że dla dowolnych stanów 1Ψ  i f  mamy

( )∗Ψ=Ψ ff 11  .                                            (2.37)
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Uwzględniając (2.35) i (2.36), wzór (2.37) możemy zapisać w postaci

( )∗+Ψ=Ψ fAAf ˆˆ  .                                      (2.38)

Jeśli  operator  Â  jest  hermitowskim  operatorem,  to  zgodnie  z  definicją  operatora 

hermitowskiego (2.16)

( )∗
Ψ=Ψ fAAf ˆˆ  .                                         (2.39)

Z porównania (2.38) i (2.39) znajdujemy, że dla operatora hermitowskiego mamy

+= AA ˆˆ  .                                                         (2.40)

Drugim ważnym rodzajem operatorów często używanych w mechanice kwantowej są 

operatory unitarne.

Stosując (2.35) i (2.36) zapiszemy 11 ΨΨ  w postaci

ΨΨ=ΨΨ + AA ˆˆ
11  .                                       (2.41)

Operator  Â  nazywamy  operatorem  unitarnym,  jeśli  iloczyn  operatorów  ( )AA ˆˆ +  spełnia 

warunek

1̂ˆˆ =+ AA  ,                                                       (2.42)

gdzie 1̂  jest operatorem jednostkowym.

Zdefiniujemy dla dowolnego operatora Â  operator 1ˆ −A

1̂ˆˆ 1 =− AA  .                                                     (2.43)

Z porównania (2.42) i (2.43) wynika, że dla operatora unitarnego jest słusznym

1ˆˆ −+ = AA  .                                                    (2.44)

Wyjątkowe znaczenie operatorów unitarnych, którymi posługujemy się w mechanice 

kwantowej, polega na następujących właściwościach tych operatorów [2.1]:

1. wartości własne unitarnego operatora są równe po modułu 1, tj. dla unitarnego operatora Â  

wartości własne na  w równaniu

nnn uauA =ˆ  ,                                                   (2.45)

spełniają warunki
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1=∗
nnaa  ;                                                        (2.46)

2. funkcje własne nu  operatora unitarnego należące do różnych wartości własnych na  są do 

siebie ortogonalne

,0=nm uu        (dla nm ≠ ) .                                       (2.47)

2.1.10. Operatory eksponencjalne

Jak wynika, ze wzoru (2.46) wartości własne operatora unitarnego Â  możemy zapisać 

w postaci

( )nn iba −= exp  ,                                                   (2.48)

gdzie nb  są wielkościami rzeczywistymi.

Zdefiniujemy eksponencjalny operator )ˆexp(F  jako szereg zawierający nieskończoną 

liczbę wyrazów

 +++++=
!

ˆ

!3

ˆ

!2

ˆ
1

32
ˆ

n
FFFe

n
F  .                                 (2.49)

Łatwo  sprawdzić,  że  dowolny  unitarny  operator  Â  możemy  przedstawić  w  postaci 

eksponencjalnego operatora

( )BiA ˆexpˆ −=  ,                                                 (2.50)

gdzie  B̂  jest  operatorem  hermitowskim  mającym  takie  same  funkcje  własne  nu ,  co  i 

operator Â

nnn ubuB =ˆ  .                                                (2.51)

We wzorze (2.51) nb  - rzeczywiste wartości własne hermitowskiego operatora B̂ .

Dla eksponencjalnych operatorów istnieje kilka ważnych twierdzeń, które często są 

stosowane w kwantowej teorii MRJ.

43



1. Twierdzenie Bakera-Campbella-Hausdorffa [2.2,2.3]

( )

( )


+++



 +−+−=−−

]ˆ],ˆ,ˆ[[]]ˆ,ˆ[,ˆ[
12

]ˆ,ˆ[
2
1ˆˆexpˆˆ

AABABBi

ABBAiee AiBi

 .                            (2.52)

Z twierdzenia (2.52) wynika, że

( ) BiAiBAi eee ˆˆˆˆ −−+− =  ,

tylko wtedy, kiedy

0]ˆ,ˆ[ =BA  .

2. Twierdzenie Hausdorffa [2.2,2.3]

n
n

n

BiBi

C
n
iABBBi

ABBABiAeAe

ˆ
!
)(]]]ˆ,ˆ[,ˆ[,ˆ[

!3

]]ˆ,ˆ[,ˆ[
!2

1]ˆ,ˆ[ˆˆ

0

ˆˆ

∑
∞

=

−

=+−

−−+=



 ,                            (2.53)

gdzie

AC ˆˆ
0 =  ,

]ˆ,ˆ[ˆ
1 ABC =  ,

]]ˆ,ˆ[,ˆ[ˆ
2 ABBC =  ,                                                   (2.54)

. . .

]ˆ,ˆ[ˆ
1−= nn CBC  .

3. Twierdzenie Banwella-Primasa [2.6].

Jeżeli operatory Â , B̂  i Ĉ  spełniają warunki

,ˆˆ]ˆ,ˆ[

,ˆˆ]ˆ,ˆ[

BδAγBC

BβAξAC

+=

+=
                                              (2.55)

gdzie γβξ ,,  i δ  są pewnymi liczbami, to
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( ) ( )

( ) ( ) ( )tλtρiAtλBβ

Aδξtρi
λ
ieAe tCitCi

cosexpˆsin

ˆ
2
1expˆ ˆˆ

+




+



 +−=−

 .                             (2.56)

Tu wielkości λ  i ρ  są równe

( ) βγδξλ +−=
4

2

 ,                                            (2.57)

( )δξρ +=
2
1

 .                                                      (2.58)

2.1.11. Równanie Schrödingera

Jednym z podstawowych równań mechaniki kwantowej jest równanie Schrödingera, 

określające zmienność w czasie stanów układów kwantowych

Ψ=Ψ
∂
∂ H
t

i ˆ  ,                                                (2.59)

gdzie Ĥ  jest operatorem Hamiltona dla układu kwantowego ( 12/ =πh ).

Jeśli  operator  Ĥ  nie  zależy  od  czasu,  to  dla  rozwiązania  równania  Schrödingera 

zapiszemy funkcję stanu w chwili t  w postaci

)0()(ˆ)( Ψ=Ψ tUt  ,                                         (2.60)

Operator )(ˆ tU  nazywa się ewolucyjnym operatorem [2.1].

Po podstawieniu (2.60) do (2.59) otrzymujemy

0)0()(ˆˆ)(ˆ =Ψ






 −

∂
∂ tUHtU
t

i  ,                                 (2.61)

skąd dla operatora )(ˆ tU  znajdujemy równanie

)(ˆˆ)(ˆ tUHtU
t

i =
∂
∂

 .                                              (2.62)

Formalne rozwiązanie tego równania ma postać

( )tHitU ˆexp)(ˆ −=  .                                            (2.63)
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Ze wzorów (2.60) i (2.63) wynika, że zależność ket funkcji stanu od czasu można wyrazić 

symbolicznie za pomocą unitarnego ewolucyjnego operatora )(ˆ tU .

Dla bra funkcji stanu Ψ  możemy zapisać

)(ˆ)0()( tUt +Ψ=Ψ  .                                         (2.64)

Ponieważ dla operatora unitarnego jest słusznym (2.44), zależność bra funkcji stanu Ψ  od 

czasu możemy wyrazić symbolicznie jako

( )tHit ˆexp)0()( Ψ=Ψ  .                                         (2.65)

2.1.12. Równanie Heisenberga

Zgodnie ze wzorem (2.8), wartość średnia ciągu obserwacji wielkości fizycznej  A , 

której odpowiada niezależny od czasu operator  Â , wykonywanych w chwili  t  na zespole 

układów będących w tym samym (unormowanym) stanie )(tf  jest równa

)(ˆ)( tfAtfA
f

=  .                                           (2.66)

Po uwzględnieniu (2.60), (2.64) i (2.44), wzór (2.66) możemy zapisać w postaci

)0()(ˆ)0(

)0()(ˆˆ)(ˆ)0( 1

ftAf

ftUAtUfA
f

=

= −

 ,                                  (2.67)

gdzie
tHitHi eAetUAtUtA ˆˆ1 ˆ)(ˆˆ)(ˆ)(ˆ −− ==  .                               (2.68)

Różniczkując równanie (2.68) względem czasu i pamiętając,  że operator  Â  nie zależał od 

czasu, otrzymujemy

]ˆ),(ˆ[)(ˆ HtAtA
t

i =
∂
∂

 .                                          (2.69)

Równanie ruchu (2.69) dla operatora Â  nosi nazwę równania Heisenberga [2.1].

Jak widzieliśmy w rozdz.2.1.11, w obrazie Schrödingera, operatory,  odpowiadające 

wielkościom fizycznym,  nie  zmieniają  się  z  biegiem czasu.  Zmienność  stanu z  upływem 

czasu  określona  jest  zmiennością  wektora  stanu  )(tf .  W obrazie  Heisenberga  wektory 
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stanów  f  nie  zmieniają  się  z  biegiem  czasu,  zmieniają  się  natomiast  operatory  )(ˆ tA  

przyporządkowane wielkościom fizycznym.

2.2. Macierz gęstości

2.2.1. Opis stanów za pomocą macierzy gęstości [2.1,2.5,2.7]

Niech funkcja  if  opisuje pewien stan układu. Zgodnie ze wzorem (2.66) wartość 

średnią w tym stanie wielkości fizycznej A , której odpowiada operator Â , możemy obliczyć 

ze wzoru

)(ˆ)( tfAtfA iii
=  .                                              (2.70)

Przypuśćmy, że funkcje falowe  Nuuu ,,, 21   są funkcjami własnymi pewnego operatora 

B̂ . Wtedy dowolny stan, który opisuje funkcja falowa if  (stan czysty) można wyrazić jako 

superpozycję liniową stanów nu

n
n

i
ni uaf ∑= )(

 .                                               (2.71)

Podstawiając (2.71) do wzoru (2.70) otrzymujemy

mn
mn

i
m

i
ni

uAuaaA ˆ
,

)()(∑ ∗=  .                                       (2.72)

Jeżeli  stan układu opisuje funkcja  falowa  ij ff ≠ ,  to  zgodnie z  (2.72) wartość średnia 

wielkości fizycznej A  wynosi

mn
mn

j
m

j
nj

uAuaaA ˆ
,

)()(∑ ∗=  .                                       (2.73)

W rzeczywistości zawsze mamy do czynienia nie z czystymi stanami, a z zespołem stanów 

(zespołem  Gibbsa).  Zespół  można  uważać  za  mieszaninę  stanów  czystych  if  z  wagą 

statystyczną iW . Oczywiście, że

1=∑
i

iW  .
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Więc dlatego,  żeby otrzymać wartość średnią wielkości fizycznej  A  dla zespołu czystych 

stanów, musimy otrzymane za pomocą wzoru (2.72) (albo (2.73)) wielkości  i
A  uśrednić, 

korzystając z wagi statystycznej iW . Wówczas

i
i

i AWA ∑=  .                                               (2.74)

Podstawiając (2.72) do wzoru (2.74) znajdujemy

mn
mn

i
m

i
n

i
i uAuaaWA ˆ

,

)()( ⋅




= ∑ ∑ ∗  .                              (2.75)

Oznaczmy przez

mnnm uAuA ˆ=                                             (2.76)

i
)()()()( i

m
i

n
i

m
i

n
i

imn aaaaWρ ∗∗ ≡= ∑  .                                   (2.77)

Wówczas, zgodnie z zasadą mnożenia macierzy, równość (2.75) możemy zapisać w postaci

( )∑∑ ⋅==
m

mmnm
mn

mn AρAρA


,
 .                                    (2.78)

Wprowadźmy operator ρ̂  o elementach macierzowych (2.77)

mnnm ρuρu =ˆ  .                                                (2.79)

Wtedy równanie (2.78) możemy zapisać w następującej postaci

( )AρTrA ˆˆ ⋅=  .                                                (2.80)

Macierz  mnρ  nazywa się macierzą gęstości,  a operator  ρ̂  - operatorem macierzy gęstości. 

Znając macierz gęstości (albo operator macierzy gęstości) możemy obliczyć wartość średnią 

dowolnej  wielkości  fizycznej,  charakteryzującej  dany  układ  kwantowy.  Zgodnie  z  (2.28) 

wartość (2.80) nie zależy od wyboru przedstawienia, tj. od postaci funkcji nu .

2.2.2. Równanie Liouville’a

Znajdziemy równanie ruchu dla operatora macierzy gęstości  ρ .  Z równania (2.77) 

wynika, że
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+= ∗

∗

∑ dt
daaa

dt
daWρ

dt
d j

mj
n

j
m

j
n

j
jmn

)(
)()(

)(

 .                              (2.81)

W celu obliczenia pochodnych dtda j
n /)(  podstawimy

∑=
n

n
j

nj utaf )()(
                                                (2.82)

do równania Schrödingera

j
j fH

dt
fd

i ˆ=  ,                                                   (2.83)

gdzie Ĥ  - hamiltonian układu.

Więc

∑∑ =
m

m
j

mn
n

j
n uHtau
dt

tdai ˆ)()( )(
)(

 .                                   (2.84)

Mnożąc równanie (2.84) przez nu  znajdujemy

)(
)(

ˆ j
m

m
mn

j
n auHu

dt
dai ∑=  .                                         (2.85)

W podobny sposób otrzymujemy

∗∗
∗

∑=− )(
)(

ˆ j
m

m
mn

j
n auHu

dt
dai  .                                         (2.86)

Podstawiając  (2.85)  i  (2.86)  do  wzoru  (2.81)  i  uwzględniając,  że  dla  operatora 

hermitowskiego

nmmn uHuuHu ˆˆ =∗  ,

znajdujemy

( )∑ −=
k

knmkknmkmn HρρHρ
dt
di  ,                                     (2.87)

czyli

]ˆ,ˆ[
ˆ

ρH
dt
ρdi =  .                                                    (2.88)
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Równanie  (2.88)  nosi  nazwę  równania  Liouville’a  dla  operatora  macierzy  gęstości  [2.1]. 

Jeżeli hamiltonian układu nie zależy od czasu, to łatwo sprawdzić, że formalne rozwiązanie 

równania (2.88) można zapisać w postaci

( ) ( )tHiρtHitρ ˆexp)0(ˆˆexp)(ˆ −=  .                                   (2.89)

2.2.3. Koherencja stanów kwantowych

Fizyczny  sens  elementów  macierzy  gęstości  łatwo  wyjaśnić,  jeżeli  obliczymy 

macierzowe elementy operatora ρ̂  używając funkcji własnych hamiltonianu układu 0Ĥ

nEnH n=0
ˆ  ,                                              (2.90)

gdzie  nE  - wartości własne operatora energii  0Ĥ  ( 12/ =πh ), czyli  nE  są energetycznymi 

poziomami układu kwantowego.

Stosując (2.90) znajdujemy ze wzoru (2.89), że macierzowe elementy operatora ρ̂  są 

równe

( )[ ]tEEimρn

mtρntρ

nm

nm

−⋅=

==

exp)0(ˆ

)(ˆ)(
 .                                      (2.91)

Ze wzoru (2.91) wynika, że

)0()( nnnn ρtρ =  .                                             (2.92)

Z definicji macierzy gęstości (2.77) mamy

2)( j
n

j
jnn aWρ ∑=  .                                           (2.93)

Ponieważ  
2)( j

na  jest prawdopodobieństwem znalezienia  układu kwantowego, opisywanego 

funkcją

naf
n

j
nj ∑= )(

 ,

w  czystym  stanie  n ,  zatem  element  diagonalny  nnρ  macierzy  gęstości  określa 

prawdopodobieństwo  obsadzenia  energetycznego  poziomu  nE  w  zespole  Gibbsa, 

zawierającym mieszaninę czystych stanów jf  z wagą jW .
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Liczby urojone )( j
na  we wzorze (2.77) zawsze możemy zapisać w postaci

( ))()()( exp j
n

j
n

j
n βiaa =  .                                              (2.94)

Podstawiając (2.94) do (2.77) otrzymujemy

( )[ ])()()()( exp j
n

j
m

j
m

j
nmn ββiaaρ −=  .                               (2.95)

Przypuśćmy,  że  wielkości  )( j
na  i  )( j

nβ  są  statystycznie  niezależne  i  wzór  (2.95)  możemy 

zapisać w postaci

( )[ ])()()()( exp j
n

j
m

j
m

j
nmn ββiaaρ −=  .                           (2.96)

Macierzowe elementy (2.96) nie są równe zero tylko wtedy, kiedy są spełnione dwa warunki

0)()( ≠j
m

j
n aa  ,                                                     (2.97)

( )[ ] 0exp )()( ≠− j
n

j
m ββi  .                                           (2.98)

Warunek (2.98) będzie spełniony, jeżeli istnieje zależność między fazami )( j
mβ  i )( j

nβ  stanów 

n  i m . Więc element macierzy gęstości mnρ  opisuje fazową spójność (koherencję) stanów 

n  i m  w makroskopowym zespole Gibbsa [2.4, 2.5].

Jeśli

( )[ ] 0exp )()( =− j
n

j
m ββi  ,                                           (2.99)

to ze wzoru (2.96) wynika,  że macierz  gęstości ma nie zerowe tylko przekątne elementy. 

Uwzględniając (2.91) możemy powiedzieć, że w tym przypadku

0]ˆ,ˆ[ 0 =Hρ  ,                                              (2.100)

a zatem funkcjami własnymi operatora  ρ̂  są funkcje własne operatora energii  0Ĥ . Więc w 

przypadku  kiedy macierz  gęstości  zawiera  nie  zerowe tylko  przekątne  elementy  nnρ  i  w 

układzie kwantowym nie istnieje koherencja stanów kwantowych, stan układu kwantowego 

opisuje zbiór funkcji własnych (2.90) operatora energii 0Ĥ . W przypadku istnienia koherencji 
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kwantowych stanów ( ,0≠nmρ  mn ≠ ) falowe funkcje układu kwantowego są superpozycjami 

(sumami) funkcji własnych n  operatora 0Ĥ .

2.2.4. Macierz gęstości w stanie równowagi

Jeżeli  układ  znajduje  się  w  stanie  równowagi  termicznej  ze  zbiornikiem  ciepła  o 

temperaturze T , to zgodnie z wynikami fizyki statystycznej, stan układu kwantowego opisuje 

zbiór  własnych  funkcji  (2.90)  operatora  energii  0Ĥ  i  według  Boltzmanna 

prawdopodobieństwo obsadzenia energetycznych poziomów jE  jest równe

( )
,1

2

,exp1

kTπ
hβ

EβZP jj

=

−= −

                                             (2.101)

gdzie suma statystyczna Z  jest dana jako

( )∑ −=
j

jEβZ exp                                             (2.102)

i zapewnia unormowanie jP

1=∑
j

jP  .                                                  (2.103)

Więc w stanie równowagi termicznej nie istnieje w układzie koherencja kwantowych stanów i 

zgodnie z fizycznym sensem przekątnych elementów macierzy gęstości

nnn Pρ =  .                                              (2.104)

Skąd, uwzględniając (2.90) i (2.101), znajdujemy

( ) nHβnZnρnρnn 0
1 ˆexpˆ −== −  .                            (2.105)

Więc w stanie makroskopowej równowagi operator macierzy gęstości ma postać

( )0
1 ˆexpˆ HβZρ −= −  ,                                             (2.106)

gdzie, zgodnie ze wzorem (2.102)

( )]ˆ[exp 0HβTrZ −=  .
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2.3. Przestrzeń Liouville’a

2.3.1. Superoperatory Liouville’a [2.3,2.4]

W rozdziale 2.1.12 wykazaliśmy, że w obrazie Heisenberga zależność operatora Â  od 

czasu możemy wyrazić symbolicznie jako

)ˆexp()0(ˆ)ˆexp()(ˆ tHiAtHitA −=  .                                (2.107)

Stosując twierdzenie Hausdorffa (2.53), wzór (2.107) możemy zapisać w postaci

+++= )]]0(ˆ,ˆ[,ˆ[
!2
)()]0(ˆ,ˆ[

!1
)()0(ˆ)(ˆ

2

AHHitAHitAtA  .          (2.108)

Ze  wzoru  (2.108)  wynika,  że  dla  obliczenia  )(ˆ tA  musimy  obliczyć  komutatory  ]ˆ,ˆ[ AH , 

]]ˆ,ˆ[,ˆ[ AHH  itd.  Zdefiniujemy  przez  superoperator  L̂̂  odwzorowanie,  które  przekształca 

dowolny operator Â  w inny operator Ĉ , który jest równy

]ˆ,ˆ[ˆ AHC =  .

Symbolicznie to przekształcenie możemy zapisać w postaci

]ˆ,ˆ[ˆˆˆ̂ AHCAL ==  .                                             (2.109)

Z definicji superoperatora L̂̂  wynika, że

]]ˆ,ˆ[,ˆ[ˆˆˆ̂2 AHHCAL ==



]]]ˆ,ˆ[,ˆ[,ˆ[ˆˆˆ̂3 AHHHCAL ==

Stosując superoperator L̂̂ , wzór (2.108) możemy zapisać w postaci

)0(ˆˆ̂
!2
)(ˆ̂

!1
)(1)(ˆ 2

2

ALitLittA 





+++=                              (2.110)

albo

)0(ˆˆ̂exp)(ˆ ALittA 


=  .                                             (2.111)

Tu  przez  eksponencjalny  superoperator  )ˆ̂exp( Lit  rozumiemy  szereg  zawierający 

nieskończoną liczbę wyrazów
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+++=


 2
2 ˆ̂

!2
)(ˆ̂

!1
)(1ˆ̂exp LitLitLit  .                               (2.112)

Superoperator  L̂̂  zawierający hamiltonian  układu nazywa się  superoperatorem Liouville’a 

[2.3,2.4].

2.3.2. Operatory własne i wartości własne superoperatora

Jeżeli  działanie  superoperatora  L̂̂  na  operator  jÂ  sprowadza  się  jedynie  do 

pomnożenia tego operatora przez jakąś liczbę jl

AlAL jj
ˆˆˆ̂ =  ,                                                   (2.113)

to operator  jÂ  nazywa się operatorem własnym superoperatora  L̂̂ , a liczbę  jl  - wartością 

własną superoperatora L̂̂ , odpowiadającą operatorowi własnemu jÂ .

Dla superoperatora Liouville’a łatwo znaleźć własne wartości jl . Niech nu  i nE  są 

własnymi funkcjami i wartościami hamiltonianu 0Ĥ  układu

nnn uEuH =0
ˆ  .                                               (2.114)

Uwzględniając (2.114), ze wzoru (2.113) znajdujemy

( ) njmjnjmnm

njjmnjm

uAuluAuEE

uHAAHuuALu
ˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ̂
00

=−=

=−=

skąd otrzymujemy

( )nmj EEl −=  .                                             (2.115)

Dla superoperatora Liouville’a własne wartości są więc równe wszelkim możliwym różnicom 

pomiędzy poziomami energetycznymi nE  układu kwantowego.

2.3.3. Przestrzeń Liouville’a

Pojęcie  przestrzeni  Liouville’a  stanowi  uogólnienie  pojęcia  przestrzeni  Hilberta. 

Elementami  przestrzeni  Liouville’a  nie  są  falowe  funkcje  jf ,  a  operatory  jÂ  (zbiór 
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operatorów).  Każdej  parze  operatorów  Â  i  B̂  tego  zbioru  odpowiada  iloczyn  skalarny 

oznaczony przez BA ˆˆ  i równy

( )BATrBA ˆˆˆˆ +=  ,                                              (2.116)

gdzie +Â  jest operatorem mającym następujące elementy macierzowe

∗+ = nmmn AA  .                                                   (2.117)

W odróżnieniu od przestrzeni Hilberta, w przestrzeni Liouville’a rolę operatorów odgrywają 

superoperatory, które przekształcają dowolne jÂ  w inne operatory jĈ .

2.3.4. Ortogonalny zbiór operatorów w przestrzeni Liouville’a

Jak  wynika  ze  wzoru  (2.110)  zależność  od  czasu  dowolnego  operatora  Â  w 

przestrzeni Liouville’a możemy przedstawić w postaci

n
n

n

C
n
ittA ˆ

!
)()(ˆ

0
∑

∞

=

=  ,                                                (2.118)

gdzie

ALC n
n

ˆˆ̂ˆ =  .                                                 (2.119)

Zgodnie więc ze wzorem (2.118) zbiór operatorów nĈ  tworzy układ zupełny operatorów w 

przestrzeni  Liouville’a.  Ten  zbiór  operatorów nie  jest  ortogonalnym w tym  sensie,  że  w 

ogólnym przypadku

( ) 0ˆˆˆˆ ≠= +
mnmn CCTrCC  ,    ( )mn ≠  .                           (2.120)

Jednak istnieje tak zwana metoda ortogonalizacji Gramma-Schmidta [2.1,2.10], która pozwala 

z  tego  zbioru  nieortogonalnych  operatorów  nĈ  zbudować  układ  zupełny  operatorów 

ortogonalnych względem sobie.

Wykażemy, jak można zbudować ten układ ortogonalnych operatorów. Dla skrócenia 

zapisu wzorów będziemy stosowali  dla przestrzeni Liouville’a  notację podobną do natacji 

Diraca. Oznaczmy przez

Â0̂ =                                                        (2.121)
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początkową wielkość operatora Â  w chwili 0=t .

Oznaczmy następny stan przez

0̂ˆ̂0̂1̂ 1 La +=  ,                                               (2.122)

gdzie 1a  jest liczbą.

Ponieważ chcielibyśmy, żeby stan 1̂  był ortogonalnym do stanu 0̂ , to

00̂ˆ̂0̂0̂0̂1̂0̂ 1 =+= La  .                                    (2.123)

Ze wzoru (2.123) otrzymujemy

0̂0̂

0̂ˆ̂0̂
1

L
a −=  .                                                   (2.124)

Więc stan

0̂
0̂0̂

0̂ˆ̂0̂
0̂ˆ̂1̂

L
L −=                                           (2.125)

będzie ortogonalnym do stanu 0̂ .

Oznaczmy dalej przez 2̂  stan

0̂ˆ̂1̂0̂2̂ 2
21 Lbb ++=  .                                         (2.126)

Zapiszemy warunki ortogonalności stanu 2̂  do stanu 0̂  i 1̂

.00̂ˆ̂1̂1̂1̂2̂1̂

,00̂ˆ̂0̂0̂0̂2̂0̂

2
2

2
1

=+=

=+=

Lb

Lb
                                      (2.127)

Rozwiązując układ (2.127) względem 1b  i 2b  i uwzględniając (2.126) znajdujemy, że

1̂
1̂1̂

0̂ˆ̂1̂
0̂

0̂0̂

0̂ˆ̂0̂
0̂ˆ̂2̂

22
2

LL
L −−=  .                           (2.128)

Przedłużając tę procedurę, znajdujemy, że stan n̂  jest równy
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∑
−

=

−=
1

0

ˆ
ˆˆ
0̂ˆ̂ˆ

0̂ˆ̂ˆ
n

k

n
n k

kk

Lk
Ln  .                                   (2.129)

Układ ortogonalnych operatorów n̂  jest układem zupełnym, a zatem możemy zapisać wzór 

(2.118) w postaci

∑
∞

=

=
0

ˆ)()(ˆ
n

n ntGtA  ,                                       (2.130)

gdzie funkcje )(tGn  są równe

nn

tAn
tGn ˆˆ

)(ˆˆ
)( =  .                                              (2.131)

Ze wzoru (2.131) wynika, że

).0(0)0(
,1)0(0

>=
=

nG
G

n
                                           (2.132)

2.3.5 Układ równań dla funkcji )(tGn  [2.10, 2.11]

Znajdziemy  układ  równań,  który  opisuje  zmienność  w  czasie  funkcji  )(tGn . 

Różniczkując (2.130) względem t  otrzymujemy

∑
∞

=

=
0

ˆ)()(ˆ
n

n ntG
dt
dtA

dt
d

 .                                   (2.133)

Z drugiej strony, zgodnie z równaniem Heisenberga (2.69), mamy

∑
∞

=

=

==

0

ˆˆ̂)(

)(ˆˆ̂)(ˆ

k
k kLtGi

tALitA
dt
d

 .                                      (2.134)

Z porównania (2.134) i (2.133) znajdujemy

∑∑
∞

=

∞

=

=
00

ˆˆ̂)(ˆ)(
k

kn
n

kLtGintG
dt
d

 .                                     (2.135)

Mnożąc (2.135) przez l̂  i uwzględniając ortogonalność operatorów n̂  i l̂
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nlδnnnl ,ˆˆˆˆ =  ,

otrzymujemy

∑
∞

=

=
0 ˆˆ

ˆˆ̂ˆ
)()(

k
kl

ll

kLl
tGitG

dt
d  .                                    (2.136)

Obliczymy teraz współczynniki llkLl ˆˆ/ˆˆ̂ˆ  we wzorze (2.136). Zapiszemy wzór (2.129) w 

postaci

nakL
k

n
nk

k ˆˆ0̂ˆ̂ 1

0
∑

−

=

+=  ,                                        (2.137)

gdzie

nn

Ln
a

k

nk ˆˆ
0̂ˆ̂ˆ

=  .                                              (2.138)

Ze wzoru (2.137) wynika, że wynikiem działania superoperatora kL̂̂  na początkowy stan 0̂  

jest operator, który możemy przedstawić jako liniową superpozycję operatorów

k̂,,2̂,1̂,0̂  .

Ze wzorów (2.125), (2.128) i (2.129) widać, że stan k  możemy również zapisać w postaci

0̂0̂ˆ̂0̂ˆ̂0̂ˆ̂ˆ
0

2
2

1
1 cLcLcLk k

k
k

k
k ++++= −

−
−

−   .                    (2.139)

Działając superoperatorem L̂̂  na (2.139) otrzymujemy

0̂ˆ̂0̂ˆ̂0̂ˆ̂ˆˆ̂
01

1 LcLcLkL k
k

k +++= −
+   .                          (2.140)

Uwzględniając (2.137) wzór (2.140) możemy zapisać jako

ngkkL
k

n
nk ˆ1ˆˆ̂

0

^

∑
=

++=  .                                          (2.141)

Pomnóżmy (2.141) przez l̂

nlgklkLl
k

n
nk ˆˆ1ˆˆˆ̂ˆ

0

^

∑
=

++=  .                                     (2.142)
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Jeżeli kl = , to ze wzoru (2.142) mamy

kkgkLk kk
ˆˆˆˆ̂ˆ =  ,

skąd

kk

kLk
gkk ˆˆ

ˆˆ̂ˆ
=  .                                                 (2.143)

Jeśli kl ˆˆ > , to ze wzoru (2.142) znajdujemy

1,

^^
11ˆˆ̂ˆ

+++= klδkkkLl  .                                  (2.144)

Ponieważ, zgodnie z (2.116) i (2.117)

*ˆˆ̂ˆˆˆ̂ˆ lLkkLl =  ,                                       (2.145)

a 
^^

11 ++ kk , jak widać z (2.116), jest liczbą rzeczywistą, to ze wzoru (2.144) mamy

1,

^^
11ˆˆ̂ˆ

+++= klδkklLk  ,           lk <  .                        (2.146)

Jeżeli kl < , to ze wzoru (2.142) otrzymujemy

llgkLl lk
ˆˆˆˆ̂ˆ =  ,     kl <  ,

czyli

kkglLk kl
ˆˆˆˆ̂ˆ =  ,     lk <  .                                      (2.147)

Z porównania (2.146) i (2.147) znajdujemy, że

.1,0

ˆˆ

11

,

^^

1,

+≠=

++
=+

klg

kk

kk
g

lk

kk                                              (2.148)

Uwzględniając (2.143) i (2.148) i oznaczając przez
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kk

kLk
ωk ˆˆ

ˆˆ̂ˆ
=                                                       (2.149)

i

kk

kk
k ˆˆ

11
^^

2
++

=Ω                                               (2.150)

wzór (2.141) możemy zapisać w postaci

^
2

1

^
1ˆ1ˆˆ̂ −Ω+++= − kkωkkL kk  .                            (2.151)

Ze wzoru (2.151) znajdujemy, że

1,
2

1,1,ˆˆ

ˆˆ̂ˆ
−−+ Ω++= klkklkkl δδωδ

ll

kLl
 .                            (2.152)

Po  podstawiemiu  (2.152)  do  (2.136)  otrzymujemy  następujący  układ  równań  dla  funkcji 

)(tGn

).()()()(

),()()(

1
2

1

1
2
0000

tGtGωtGtG
dt
di

tGtGωtG
dt
di

nnnnnn +− Ω++=−

Ω+=−

                             (2.153)

2.3.6. Rozwiązanie układu równań dla funkcji )(tGn

Równania  (2.153)  są  układem  zwyczajnych,  liniowych  równań  różniczkowych  o 

stałych  współczynnikach.  Pokażemy,  jak  można  w  elegancki  sposób  rozwiązać  równania 

(2.153). Wykorzystujemy do tego transformację Laplace’a.

Omówimy  krótko  tę  metodę.  Niech  funkcja  )(tf  jest  funkcją  zależną  od  czasu. 

Transformatę Laplace’a )]([ tfLs  definiujemy wówczas za pomocą związku

[ ] dttfsttfLsF s )(exp)]([)(
0
∫
∞

−==  .                                   (2.154)
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Musimy oczywiście założyć,  że funkcja  )(tf  gwarantuje istnienie całki  po prawej stronie 

(2.154). Przyjmując, że 1)( =tf , znajdujemy natychmiast

s
Ls

1]1[ =  .

Dla transformaty Laplace’a od funkcji ( )dttdf /)(  można wykazać, że

)0()]([)( ftfsL
dt

tdfL ss −=



  .                                   (2.155)

Wzór (2.155) pozwala na natychmiastowe wyznaczenie  transformaty Laplace’a pochodnej 

)(tf  za pomocą transformaty Laplace’a funkcji  )(tf . Wyznaczając transformaty Łaplace’a 

równań (2.153) i uwzględniając (2.132) otrzymujemy bez trudu

.0)()()()(

,)()()(

1
2

1

1
2
000

=Ω+++

=Ω++

+− sGsGωissG

isGsGωis

nnnnn

                             (2.156)

Układ  równań  (2.156)  jest  układem  liniowych  algebraicznych  równań  o  stałych 

współczynnikach. Ten układ ma dokładnie jedno rozwiązanie określone wzorami Cramera

)(
)()(

sD
sDsG k

k =  ,                                                 (2.157)

gdzie
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ωis
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22

2
11

2
00









jest  głównym  wyznacznikiem  układu  równań  (2.156),  a  )(sDk  jest  wyznacznikiem 

otrzymanym z )(sD  przez zastąpienie odpowiednich elementów stojących w k -tej kolumnie 

)(sD  elementami ,0,0,i .

Układ  równań  (2.156)  ma  nieskończoną  liczbę  równań,  a  więc  żeby  praktycznie 

zastosować opisany sposób wyznaczania transformat Laplace’a poszukiwanych funkcji )(tGn  

musimy ograniczyć liczbę równań w układzie (2.156). Istnieje kilka metod zrobienia tego i 
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opisanie niektórych z nich odroczymy do rozpatrywania konkretnych zagadnień z dziedziny 

magnetycznego rezonansu.

Pokażemy teraz, jak z transformaty Laplace’a  )(sGn  można wrócić do pierwotnych 

funkcji  )(tGn  zależnych od czasu. Załóżmy na przykład, że transformata Laplace’a funkcji 

)(tf  ma postać

0

1)]([
zs

tfLs −
=  ,                                            (2.158)

gdzie 0z  jest wielkością zespoloną ibaz +=0  ( a  i b  są liczbami rzeczywistymi).

Można bez trudu sprawdzić, że funkcja

)exp()( 0tztf =   ,      0Re 0 <z  ,                              (2.159)

po  wstawieniu  do  (2.154)  daje  prawą  stronę  równania  (2.158).  Można  pokazać,  że  to 

rozwiązanie jest rozwiązaniem jednym i ustalić w podobny sposób zestaw reguł dotyczących 

wyznaczania  transformat  Laplace’a.  Na  przykład  można  wykazać,  że  czynnik  s  w 

transformacie Laplace’a odpowiada różniczkowaniu funkcji )(tf

dt
ds −→  ,                                                   (2.160)

natomiast potęga przy s  odpowiada wielokrotnemu różniczkowaniu

n
n

dt
ds 






 −→  .                                            (2.161)

Jeżeli możemy przedstawić transformatę Laplace’a w postaci

)())((
1)(

21 nzszszs
sF

−−−
=


                                (2.162)

to możemy rozłożyć to wyrażenie na ułamki proste

n

n

zs
a

zs
a

zs
asF

−
++

−
+

−
= 

2

2

1

1)(                            (2.163)

i zastosować dla każdego z tych ułamków (2.159).
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