ROZDZIAL IV

Wiasciwosci optyczne krysztalow

IV.1 Zjawisko podwadjnego zalamania Swiatla

W odrdznieniu od o$rodkéw izotropowych, w krysztatach predkos¢ swiatta U, a wige 1
wspotczynnik zatamania n= c/U (¢ — predkos¢ Swiatta w prozni) zaleza od kierunku
rozchodzenia si¢ $wiatta w krysztale. Anizotropia optycznych wilasciwosci krysztatow
powoduje, iz pojedyncza wiazka §wiatla przechodzaca przez granicg krysztalu zalamuje sig i
rozszczepia si¢ na dwie wiazki. Zjawisko ,,podwdjnego ugigcia” wiazki $wiatla przechodzace;j
przez krysztal nazywamy podwojnym zalamaniem. Zjawisko podwdjnego zatamania §wiatla
jest zwiazane z wilasnos$cia posiadania przez krysztal dwoch wspdtczynnikow zatamania i

wynika wprost z rownan Maxwella [17,18]:

rotE = - (;—B ,  rotH = j+ %—D , (IV.1.1a)
t t

divD=p , divB=0 . (IV.1.1b)

W rownaniach (IV.1) E - wektor nat¢zenia pola elektrycznego; p - wektor indukcji pola
elektrycznego (wektor przesunigcia); B - wektor indukcji pola magnetycznego; [ - wektor
natezenia pola magnetycznego; P - gesto$é fadunku elektrycznego; j - wektor gestosci pradu
elektrycznego.

Zgodnie z prawem Ohma skladowe wektora j sa powiazane ze sktadowymi wektora £

zgodnie z rownaniem [17,18]
Ji=0,E; (IV.1.2)

gdzie 0 ; sa skladowe tensora przewodnictwa.

Wektory D i E, oraz wektory B i [ sa powiazany miedzy soba za pomoca roOwnan
[17,18]

D, =y E, | (Iv.1.3)

o~

T Mol H ;. (IV.1.4)
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Tu ¢, jest przenikalno$cia elektryczna prozni (€,=8.85 10> F / m); [l jest przenikalnoscia

magnetyczna prozni (f,=1.26 10° H / m); ¢; i {, sa odpowiednio bezwymiarowymi
skladowymi tensorow wzglednych przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej.
Krysztaty przezroczyste w zakresie widzialnym sa ztymi przewodnikami pradu, a ich

przenikalnos$ci magnetyczne niewiele si¢ r6znia od przenikalnosci prozni. Zakladajac wige, ze
p=0, j=0, B=yu,H (IV.1.5)

mozemy zapisa¢ rownania Maxwella w postaci

rotE = —yooa—lj ,  rotH = ad_lt) , (IV.1.6a)

divD=0, divB=0 . (IV.1.6b)

Bedziemy szukali rozwiazan réwnan (IV.1.6) w postaci fal ptaskich

E(F,t)= E,expli(k7 - wt)], (IV.1.7a)
D(7,t) = D, expli(kF - 01)] (IV.1.7b)
H(#,t)= Hyexpli(kF - 01)] . (IV.1.7¢)

Tu w = 2mv , V jest czgstotliwoscia fali Swietlnej; 7 - promien wodzacy punktu (X;,X,,X;) w

krysztale; k - wektor falowy, ktory okresla kierunek ruchu czota fali §wietlnej; E,, D,, H 0

sa amplitudy fal, ktére zaktadamy nie zaleza od @ , k i 7.

Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnej fali ptaskiej

A(7,t) = A, expli(kr - 01)], (IV.1.8)
sg shuszne zwiazki
rotA(F,0) = ilk x A , (IV.1.9a)
divA(F,t) = i(k DA) , (IV.1.9b)
0AGD -y ndrey | (IV.1.9¢)

Po uwzglednieniu wzoréw (IV.1.9) otrzymujemy z rownan (IV.1.6)
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[kx H]= -0D , [kxEl=wp,H , (IV.1.10a)
(k0D)= 0, (kDH)=0. (IV.1.10b)

Z réwnan (IV.1.10) wynika, ze wektory k, F i D tworza trojke wzajemnie prostopadtych
wektorow, a wektor E jest prostopadly do wektora f i lezy w plaszczyZznie wspoélnie z
wektorami D i k (rys.IV.1.1).

Wprowadzajac jednostkowy wektor 120 = k/ ‘/; ‘ i uwzgledniajac, iz

(IV.1.11)

= W
k= =nk, . (IV.1.12)
C

Tu n=c/u jest wspotczynnikiem zalamania §wiatta.

Rys.IV.1.1. Wzajemna orientacja wektorow D, E, H, /;0 i § w plasko

spolaryzowanej fali $wietlnej przechodzacej przez krysztat

Korzystajac ze wzoru (IV.1.12), z rownan (IV.1.10a) otrzymujemy

nlkyx E1= ci JH , (IV.1.13)
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nlk,x H]= -¢D . (IV.1.14)

Po podstawieniu f ze wzoru (IV.1.13) do wzoru (IV.1..14) mamy

2

[k, x [k, x E])= - SHe | (IV.1.15)
n

Korzystajac ze wzoru rozwijajacego podwojny iloczyn wektorowy znajdziemy

2

Uk, x [k, x ET)= ky(ky DE) - Bk, 0k,)= - R0 b (IV.1.16)
n

Wzér (IV.1.16) zapisany przez sktadowe wektorow przyjmuje postac

2

E, - kyky,E, = Cn‘io D, . (IV.1.17)

Skorzystamy teraz z réwnania materialnego (IV.1.3) 1 wprowadzmy dziewie¢ wielkosci 1 ;.

spetiajacych rownanie
Dby =0, , (IV.1.18)

gdzie 0, - symbol Kronekera.
Z (IV.1.18) i réwnania materialnego (IV.1.3) otrzymujemy

DDy = €l € wEy = €00 4By = €E, (IV.1.19a)
czyli

E=ng,D; . (IV.1.19b)

Tu 1, = 1/¢, . Tensor 1 ; nosi nazwe tensora nieprzenikalnosci elektrycznej.

Po postawieniu (IV.1.19b) do wzoru (IV.1.17) mamy

1
0D, - kkp D= =D, . (IV.1.20)
n

oi" " of i

Tu uwzglednilismy, ze ¢* = 1/(4 ,¢,) [17,18].

Dotychczas nic nie mowiliSmy o wyborze osi wspotrzednych Ox,, Ox,,Ox;. Wybierzemy
teraz o$ Ox; wzdhiz kierunku wektora falowego k . Biorac pod uwage, ze w tym przypadku
ko = ko = 0;k3 =1, Dy = 0, ze wzoru (IV.1.20) otrzymujemy nastepujacy uktad rownan na

D iD,
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1
D@, - 7)"' Dny,=0, (IV.1.21a)

1
Dty + D1, - n—2)= 0, (IV.121b)

Uktad réwnan (IV.1.21) ma niezerowe rozwiazanie jezeli

1
- F N2
| =0, (IV.1.22)
M M2 ?
Z rozwiazania roGwnania (IV.1.22) otrzymujemy
-2 _ l + + \/ _ 2 + 2
ny, = 2[(’711 M)t N =1 1 (21,)7] . (IV.1.23)

Poniewaz predko$¢ fali jest jednoznacznie zwigzana ze wspOlczynnikiem zatamania n,
obecno$¢ dwoch wspotezynnikdw zatamania 7, wskazuje na to, ze w kierunku osi Ox; moga
rozprzestrzeniaé si¢ dwie fale o réznych predkosciach U,, = ¢/n,,.

Przy zmianie kierunku wektora lgo , a rowniez zmianie kierunku osi wspotrzednych,

zachodza zmiany wspotczynnikow zalamania n, 1 n,, poniewaz dla nowego ukladu
wspotrzednych wartosci liczbowe 14,/ ,, oraz 1, beda inne.

Kazdy wspolczynnik zatamania bedzie miat swoj wektor wlasny p. Wektory wilasne
DM | odpowiadajace wspotczynnikom 7, i n, znajdziemy podstawiajac n, i n, do ukladu

rownan (IV.1.21).

|
Dl(])’m(’] T T) t Dél)’u)r] 20 > (IV.1.242)
1,2
1
DM+ DI - )= 0 (V.1.240)

1,2
Jezeli wybierzemy osi Ox; i Ox, w taki sposob zeby ], = 0 wtedy ze wzoru (IV.1.23) mamy
=0, , (IV.1.25a)

n' =0, (IV.1.25b)
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Po uwzglednieniu wzoréw (IV.1.25) z rownan (IV.1.24) znajdujemy, ze wektor DO,
odpowiadajacy wspotczynnikowi zatamania n, =1/, , jest rownoleglty do osi Ox,.

Natomiast wektor D@, odpowiadajacy wspoOfczynnikowi zalamania n,=1/4,,, jest
rownolegly do osi Ox, .

Wykazalismy wigc, ze w krysztale w kierunku okreslonym wektorem lgo rozchodza si¢ z
réznymi predkosciami dwie spolaryzowane liniowo fale, przy czym ich ptaszczyzny polaryzacji
(ptaszczyzny stworzone z drgajacych wektorow EM? oraz wektora falowego k) sa
wzgledem siebie prostopadte.

Charakterystyczna powierzchnig obrazujaca zmiang warto$ci wspotczynnika zalamania w
zaleznosci od kierunku rozprzestrzeniania si¢ fali w krysztale nazywamy indykatrysa
optyczng lub elipsoida wspélczynnikow zalamania. Roéwnanie indykatrysy optycznej ma

postac

nyxx; =1, (IV.1.26)
W uktadzie glownych osi tensora /7 ; rdwnanie (IV.1.26) przyjmuje postac

SRE (IV.1.27)
2 2 2 s i 0N

n n, n
gdzie wspotczynniki

1 1 1

n=——, n,=-—, n,-
1 \/r]—1 2 \/’E 3 \/E (IV.1.28)

nazywamy glownymi wspolczynnikami zalamania krysztalu. We wzorze (IV.1.28)

N0 5.0 5 sa glowne sktadowe tensora ,,nieprzenikalno$ci” dielektrycznej 1 ; .

Korzystanie z indykatrysy optycznej pozwala stosunkowo tatwo obliczy¢ wspdtczynniki

zatlamania 1 polaryzacji fal rozchodzacych si¢ w okreslonym kierunku. Po przecigciu elipsoidy
wspolczynnikéw plaszczyzna prostopadla do wektora falowego k otrzymujemy elipse. W
uktadzie wspotrzednych dla ktorego 0§ Ox; jest rownolegta do wektora f , a osi Ox, i Ox,

pokrywaja si¢ z gtéwnymi osiami elipsy rownanie elipsy ma postaé

I (IV.1.29)
L . 1.

2
n.on,
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Tu

1
==, - IV.1.30
ST (V130

sa wspotczynnikami zalamania $wiatla rozchodzacego si¢ w kierunku prostopadtym do
plaszczyzny elipsy. Wektor indukcji p® fali ze wspolczynnikiem zatamania n, jest
skierowany wzdhuz osi Ox,, a wektor indukcji D@ fali ze wspoOlczynnikiem zatamania 7,

bedzie skierowany wzdtuz osi Ox,.

Jezeli krysztat posiada elementy symetrii, to ksztalt i orientacja indykatrysy optycznej
podlega takim samym ograniczeniom co i charakterystyczna powierzchnia kazdej innej
wilasciwosci fizycznej okreslonej przez tensor drugiego rz¢du. Dla krysztalow nalezacych do
uktadow heksagonalnego, tetragonalnego i trygonalnego indykatrysa optyczna jest elipsoida

obrotowa dookota odpowiedniej osi symetrii (rys.IV.1.2). Jezeli wybierzemy o$§ symetrii jako

0$ Ox; to rownanie indykatrysy przyjmie posta¢

2 2 2
T4 22y 3 (IV.1.31)
L4, 1.

Rys.IV.1.2. Indykatrysa optyczna jednoosiowego krysztatu

Dla elipsoidy obrotowej istnieje tylko jeden przekrd] w postaci kota. Jest to przekroj

srodkowy, prostopadty do osi symetrii krysztalu. Promien tego przekroju kotowego wynosi 7,
. Dlatego fala §wietlna rozchodzaca si¢ w kierunku osi symetrii krysztatu nie bedzie ulegata

podwojnemu zatamaniu. O$ t¢ nazywamy osia optyczna krysztalu, a takie krysztaty
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nazywamy krysztalami jednoosiowymi. Inne przekroje S$rodkowe indykatrysy optycznej
krysztalu jednoosiowego sa elipsami. Jedna z osi elipsy ma zawsze dilugos¢ 7n,. Dhugosé
drugiej osi elipsy zmienia si¢ od 7, don,. Zatem w jednoosiowym krysztale jedna z fal
$wietlnych ma taki sam wspdlczynnik zatamania 7, w dowolnym kierunku rozchodzenia sig
fali. Fale ta nazywamy zwyczajna fala, a wspolczynnik zatamania 7, tej fali nazywamy
zwyczajnym wspolczynnikiem zalamania. Wspotczynnik zatamania drugiej fali, ktory
zmienia si¢ od 7, do 7, nosi nazwe wspolczynnika nadzwyczajnego, a fale t¢ nazywamy
fala nadzwyczajna. Jezeli n, - n,> 0, krysztal nazywamy optycznie dodatnim. Gdy #, - n,<

0, méwimy, ze krysztat jest optycznie ujemny.

Rys.IV.1.3. Indykatrysa optyczna dwuosiowego krysztatu

Dla krysztatéw uktadow trdjskosnego, jednosko$nego i rombowego -elipsoida
wspotczynnikow zatamania jest elipsoida trojosiowa (rys.IV.1.3). Elipsoida trojosiowa ma dwa

przekroje kolowe o promieniach réwnych sredniemu co do wartosci wspotczynnikowi
zatamania 7,,. Stad fale $wietlne rozchodzace si¢ w kierunkach prostopadtych do tych dwéch
przekrojow kotowych nie beda ulegaty podwojnemu zatamaniu. Te dwa kierunki nazywamy
osiami optycznymi krysztalu, a krysztaty takie nazywamy krysztalami dwuosiowymi. W

przypadku krysztatu dwuosiowego wspolczynniki zatamania dla dwoch fal zaleza od kierunku

rozchodzenia sig fal, a wigc obie fale sa falami nadzwyczajnymi.
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Dla krysztatow nalezacych do uktadu regularnego elipsoida wspodtczynnikow zatamania jest
kula, a wigc dowolne przekroje $rodkowe indykatrysy optycznej sa kotami. Zatem w
krysztatach uktadu regularnego w dowolnym kierunku rozchodzi si¢ tylko jedna fala, ktorej
wspotczynnik zalamania jest staly. Zjawisko dwojlomnosci $§wiatta w krysztatach uktadu
regularnego nie obserwuje si¢, a wigc te krysztaty sa optycznie izotropowe.

Anizotropia dielektrycznych wlasnosci krysztaldow powoduje, ze w ogolnym przypadku

kierunek rozchodzenia si¢ czota fali (kierunek wektora falowego IEO) nie pokrywa si¢ z

kierunkiem promienia $wietlnego, czyli z kierunkiem rozchodzenia si¢ strumienia energii fali

swietlnej [17,18]. Kierunek promienia §wietlnego okresla wektor Poyntinga-Umowa [17,18]

§= [Ex B1= [Ex ] (IV.132)
Ho

Tu uwzglednilismy wzor (IV.1.5). Wektor [ lezy w plaszczyznie czota fali. Natomiast wektor
E nie lezy w tej plaszczyznie (rys.IV.1.1), a wiec iloczyn wektorowy £ i f nie pokrywa sie
z kierunkiem wektora falowego k,, a lezy w plaszczyznie wspolnej z wektorami j, F i k,
(rys.IV.1.1). Poniewaz w kierunku wektora lgo rozchodza si¢ dwie fale z wektorami indukc;ji
elektrycznej p® i P@, odpowiadajacymi im promieniami $wietlnymi beda S© i §?. Z

wektorem falowym k, promieni $wietlne §© i §@ tworza katy @ i B :

—= 1) =D

D [E

cosa = ‘5(1) E(l) , (IV.1.33)
] 5@ E®

cosp = ‘5(2) 0] - (IV.1.34)

Ze wzoru (IV.1.32) wynika, ze jednostkowy wektor 5= S /‘S*‘ wzdluz promienia
$wietlnego jest prostopadlty do wektorow £ i fF, czyli
(50E)=0, (S0H)=0 . (IV.1.35)

Korzystajac ze wzorow (IV.1.13) i (IV.1.14), obliczymy iloczyny wektorowe wektora s oraz

wektordw D i H:
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[5x D]= - 2[5 x [k, x H]]
C

1 : (IV.1.36a)
- -k 0G0H)Y- HIG Ok} = —0H
c clq
[$x H]= " [5x [kyx ET]
' (IV.1.36b)
n - = = > 1
= — {k,0GS0E)- ELG Ok)} = -
clly ’ ’ (cu O)Dq
Tu
R
G )" wicoss (IV.1.37)

Poniewaz predkos¢ rozchodzenia si¢ energii fali $wietlnej w kierunku promienia $wietlnego
wynosi u=U /cost , wielkos¢ ¢q=1/(nlcostt )= u/c jest odwrotnie proporcjonalna do
wspotczynnika zatamania.

Poréwnajmy teraz rownania Maxwella dla wektora falowego lgo (rownania (IV.1.13) i

(IV.1.14), oraz (IV.1.3)) z r6wnaniami (IV.1.36) i (IV.1.19) dla wektora promienia §wietlnego

s

n[lgox H]= -¢D qls x I:I]:‘CSOE

L _ ~ - _ (IV.1.38)
nlkyx ET1= cll (H | q[sxn,D]= cil (H

E =ng,D, D, =¢¢ . E;

gy

Ze wzoréw (IV.1.38) wynika, ze uklad réwnan dla wektora falowego 1;0 przechodzi do

uktadu rownan dla wektora promienia $wietlnego s, jezeli w tych rownaniach wykonamy
zamiang:

— — — — —

EOD n,D, DO ¢E, HO H, k,0 5, 0,0 ¢,, n0 q . (IV.1.39)

i

Korzystajac z podobienstwa uktadow rownan dla wektoréw k, i § mozemy z otrzymanych

wyze] wynikow dla wektora falowego Eo od razu otrzyma¢ wyniki dla wektora promienia
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$wietlnego s. Dla promienia $wietlnego role¢ powierzchni charakterystycznej odgrywa

elipsoida Frenell’a
£,xx; = 1. (IV.1.40)

Dla optycznie dwuosiowego krysztalu elipsoida Frennell’a jest elipsoida trojosiowa i w

uktadzie glownych osi tensora przenikalno$ci dielektrycznej €, rownanie elipsoidy Frennell’a

ma postac

nix;+ nx+ nix; = 1. (Iv.1.41)

Tu”lz\/zzl/\/ﬂa”2:\/521/\/’Ia”3:\/a:1/\/ﬂ-

Dla optycznie jednoosiowego krysztatu rownanie elipsoidy Frennell’a ma postaé
noxi 4 nox; + nix; = 1. (IV.1.42)

Dla krysztatéw ukladu regularnego elipsoida Frenell’a jest kula o promieniu ¢ = 1/7.
Przyklad 1V.1.1. Znajdziemy kat migdzy wektorem falowym EO i promieniem s fali §wietlnej
rozchodzacej si¢ w krysztale LiNbO; (grupa punktowa — 3m; gléwne wartos$ci tensora
nieprzenikalno$ci dielektrycznej sa rowne: N, =1, = 0,023; n,=0,03) w kierunku, ktory
tworzy kat 45° z osia 3-krotna.

Krysztal LiNbO; nalezy do ukfadu trygonalnego, a wigc jest to krysztal optycznie

jednoosiowy. W ukladzie gtéwnych osi tensora 1, wektor falowy lgo ma skladowe (
sin, 0, cosf ) (rys.IV.1.4). Rozwazmy uklad wspotrzednych Ox/, Ox, = Ox,, Ox, w
ktorym o§ Ox, pokrywa si¢ z kierunkiem wektora k, (rys.IV.1.4).

Macierz 0 ;/, okreslajaca przejscie od jednego uktadu wspotrzednych do drugiego ma
postac:

Osinf 0 cosf [
o =00 1 0 D (IV.1.43)
Hcos§ 0 - sinf f

Korzystajac z regut przeksztatcenia sktadowych tensora drugiego rzedu, znajdujemy, ze w

uktadzie wspotrzednych Ox|,Ox},Ox} tensor /] ; ma postac

120



! x1
7

Rys.IV.1.4. Przekrdj indykatrysy optycznej ptaszczyzng x,0x;

H n,sin’f + 1, cos’f 0 n,sinfd cosf - ,sinf cosf H
h)l= ¢ 0 n 0 0. (IV.1.44)
H]lsinﬁ cost - n,sinf cos§ 0 n,cos’f +n,sin’f H

Kierunki wektorow p® i p® znajdziemy z rozwiazania uktadu rownan (IV.1.24)

1
DI - 1+ D= 0 (1V.1.450)

n ,

1
DY+ DO - =0 (1V.1.45h)

1,2

gdzie, zgodnie z (IV.1.23) 1 (IV.1.44):

-2 _
n. -

(L) O, -1+ 1) 1=, (IV.1.46a)

N | —

[(”1/1 ¥ néz)' \/(’71/1 —qé2)2+ (2”1/2)2]: rléz =1, . (IV.1.46b)

N | =

-2 _
n, -

Po podstawieniu (IV.1.46) do ukladu rownan (IV.1.45) otrzymujemy, ze wektory pD® jest
skierowany wzdtuz osi Ox; ( P =(D",0,0)). Natomiast wektor P jest skierowany wzdtuz
osi Ox, = Ox, (D = (0,D{?,0)). Wektory £ i E® znajdziemy korzystajac ze wzoru

E=ng1;D; .
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Skad dla sktadowych wektora £ mamy

E[" = 1o(1,sin’8 +15c0s*0) 0D,
EY =0, (IV.1.47)
E® =n,00,-n,)sinf cosf 0D,

Kat migdzy wektorami lgo i1 § znajdujemy stosujac wzoér (IV.1.33):

_ EYID™ o, sin®6 +n,cos’f
COSH = =mm =
‘E()MD( ‘ \/nfsinzf) +13cos’f
1
5(01”]3)
= —=———=0,9925

Stad mamy

Wektor £® okre$la polaryzacije fali zwyczajnej i jest rownolegly do wektora p® . Skladowe

wektora £® sarowne E® = (0,1 51,0 ,0), a wiec dla fali zwyczajnej k, ||§ i B = 0.

Przyktad 1V.1.2. Przy przejéciu $wiatla przez krysztal optycznie anizotropowy zachodzi nie
tylko podwojne zatamanie $wiatta, a réwniez polaryzacja powstatych wiazek $wietlnych.
Zjawisko to stosuje si¢ w urzadzeniach stuzacych do wytwarzania (polaryzatory) oraz do
badania (analizatory) $wiatlta spolaryzowanego. Najstarszym z tych urzadzen jest pryzmat
Nicola, nazywany nikolem. Pryzmat Nicola zawiera dwie sklejone czgsci z krysztatu kalcytu
tak, aby promien zwyczajny zostal odbity catkowicie od powierzchni sklejenia, a promien
nadzwyczajny przechodzil przez nig bez zmiany kierunku. Promien nadzwyczajny wychodzacy
z nikola jest spolaryzowany w kierunku wyznaczonym przez potozenie przekroju gtownego
krysztatu, czyli w ptaszczyznie przekroju zawierajacego o$ optyczna.

Wyprowadzmy wzor na natgzenie $wiatla, przechodzacego przez uklad: polaryzator —
krysztat — analizator (rys.IV.1.5), zakladajac, ze plaszczyzny drgan w analizatorze i

polaryzatorze tworza kat / (plaszczyzny 4 i P na rys.IV.1.5), a plaszczyzny drgan
(ptaszczyzny I i II na rys.IV.1.5) w krysztale tworza katy ¢ i B z odpowiednimi

plaszczyznami polaryzatora i analizatora.
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Rys.IV.1.5. Przekroj indykatrysy optycznej ptaszczyzna powierzchni ptytki

Jezeli oznaczmy przez n, i n, wspotczynniki zatamania §wiatta spolaryzowanego
odpowiednio w kierunkach 7 i II, a przez d oznaczmy grubo$¢ ptytki krystalicznej, to
roznica faz dwoch fal (fali spolaryzowanej wzdluz kierunku 7/ 1 fali spolaryzowanej wzdtuz

kierunku /I ) wynosi
g = 2A—nd(n] - n,) . (IV.1.48)
Niech /, jest natezenie wiazki $wiatla wychodzacej z polaryzatora. Amplitude tej wiazki
okresla punkt P na rys. IV.1.5 (OP= \/K ). Z rys.IV.1.5 wynika, ze amplitudy fal
spolaryzowanych w krysztale wzdtuz kierunkow [ i II sa réwne: OM, = \/E dcosa
OM, = \/z Osina . Natezenie wiazki $wiatta wychodzacej z analizatora okre$la wzor
1= (04,) + (O4,)* - 2(04,)(OA4,)cosd .

Poniewaz OA4, - \/Z Ocosa Ocosf 1 OA4, = \/E Osing Osinff , to na natezenie S$wiatla

przechodzacego przez uktad: polaryzator — krysztal — analizator otrzymujemy nastepujacy

wzor
I=1,0cos’y + I,0sin2a Osin 2B Osin’(§ /2). (IV.1.49)

Tu uwzglednilismy, ze o + f +y = 180°.

Ze wzoru (IV.1.49) wynika, ze jezeli nikole sa skrzyzowane (y = 90°, a + f = 90°), to
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1= 1,0sin” 20 Osin*(§ /2)
(IV.1.50)

I,(1- cos4a )(1- cos¢ ).

o —

A zatem maksymalne natg¢zenie Swiatla bedzie miala ptytka dla ktérej réznica faz wynosi

# =T . Przy obrocie krysztatu dookota osi normalnej do plytki krystalicznej bedziemy cztery
razy obserwowali calkowite wygaszanie $wiatla (przy 0 = 0,m/2,m,31/2) i calkowite
przepuszczanie $wiatta (przy 0 = 1/4,31 /4,51 /4,71 /4).

Jezeli nikole sa zorientowane w taki sposob, ze (y = 0°, a + f = 180°), to
I=1,001- sin® 20 Osin*(¢ /2)]. (IV.1.51)

Ze wzoru (IV.1.51) wynika, ze przy obrocie krysztalu dookola osi normalnej do ptytki
krystalicznej rowniez bedziemy cztery razy obserwowali catkowite wygaszanie i

przepuszczanie $wiatla, ale w porzadku odwrotnym: przepuszczanie $wiatta bedziemy
obserwowali przy ¢ = 0,m/2,m,37 /2, a calkowite wygaszanie $wiatla bedziemy obserwowali
przy 0 =1 /4,31/4,51 /4,71 /4.

Przyklad IV.1.3. Znajdziemy kat zatamania ¢ fali nadzwyczajnej dla $wiatta padajacego pod
katem ¢ na plytke z optyczne jednoosiowego krysztalu (na przyklad krysztatu kalcytu). O$
optyczna krysztatu lezy w plaszczyznie padania $wiatta i tworzy kat f z wektorem normalnym

do powierzchni ptytki.

Przy rozwiazaniu zadania bedziemy rozwaza¢ plaska falg swietlng jako foton o pedzie
p-= hk (tu # - stala Plancka, a k - wektor falowy) i skorzystamy z faktu, ze skladowa
wektora falowego k réwnolegla do powierzchni ptytki musi by¢ ciagta na tej powierzchni
[17,18].

Dla znalezienia kata zatamania ¥ prowadzmy z punktu padania fotonu O okreg o
promieniu ‘/;1‘ (lg1 - wektor falowy padajacego na ptytke fotonu) (rys.IV.1.6). Z tego samego
punktu O prowadzmy teraz elips¢. Kazdy z punktow elipsy okresla mozliwy wektor falowy

1;2 fotonu w ptytce. Dalej postepujemy nastgpujaco. Przedtuzajac prosta 40 do przecigcia z

okregom otrzymujemy punkt P. Przecigcie linii prostopadlej do powierzchni ptytki 1
przechodzacej przez punkt P z elipsa okresla punkt B (rys.IV.1.6). Laczac punkty O i B

otrzymujemy prosta OB ktora wilasnie okresla kierunek rozchodzenia sig fali nadzwyczajnej w
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ptytce. Istotnie, z rys.IV.1.6 wynika, ze wektory ];I = 40 i I;z = OB beda mialy taka sama
sktadowa na powierzchni plytki.
Dla wektora falowego skierowanego wzdhuz osi optycznej 7 = 7, a dla fali nadzwyczajne;j

rozchodzacej si¢ w kierunku prostopadtym do osi optycznej 7= n,. A zatem, biorac pod

uwage, 1Z k = (@ /c)On DIEO, rownanie elipsy przedstawionej na rys.IV.1.6 w ukladzie gldéwnych
osi elipsy mozemy zapisa¢ w postaci

xZ x2
Pl NoX3 +03x; = k' (IV.1.52)

Tu wprowadzili$my oznaczenia: 1, = 1/n., 0, = 1/n; k' = (0 /c)’.
Zapiszmy teraz rownanie elipsy (IV.1.52) w uktadzie wspohzednych x,0x;, dla ktorego o$

Ox, pokrywa sie z kierunkiem wektora normalnego do powierzchni ptytki.

Rys.IV.1.6. Przekroj indykatrysy optycznej ptaszczyzna polaryzaciji $wiatta (x,0x;)

W ukladzie x,0x; rownanie (IV.1.52) przyjmuje postaé

NypXe 20 X, X, +0,,x5 =k (IV.1.53)

gdzie sktadowe tensora nieprzenikalnosci /1, sa zwiazane ze skladowymi tensora

rOwnaniami

Ny =0 22/2'7 210 22/3'73 = cos’y I, +sin’y 0, (IV.1.54a)

Ny 2015+ 050 =sin?y Oy, +cos’y O, (IV.1.54b)
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Ny =0 0,0 1t 0,0 005 = cosysiny0n,-n;) . (IV.1.54c)

Tuy=90"-§.
Rozwazmy teraz koniec wektora falowego lgz (punkt B) na elipsie, okreslona wzorem (IV.

1.53). Uwzgledniajac, ze ctgy = x,/x, oraz x; = (k,), = k, Osing i podstawiajac wzory (IV.

1.54) do wzoru (IV.1.543), otrzymujemy

(Sinzﬁ O, + COSZ.B D73)DCtg2¢’ +(N,-n5)0sin2p Octgy

1 . (IV.1.55)
t(cos” p Oy, +sin” p Oy;)- ———=0
sin” ¢
Skad mamy
gy = o712 5in28 2 201, Sin’ B+, Ceos” p)/sin®s -0y g

2(sin” B 0, ¢ cos® f 05)
Ze wzorow (IV.1.55) 1 (IV.1.57) wynika, ze w przypadku fali zwyczajnej, dla ktorej
N,= 05 1/n;, mamy

sing _, VI1.57
sin{ (VL.L57)

Wzér (VI.1.57) jest dobrze znanym z optyki osrodkdéw izotropowych jako prawo W.

Snelliusa.

Zadania do § 1V.1.1

1. Znalez¢ kat 0 migdzy wektorem falowym lgo i promieniem 5 fali Swietlnej rozchodzacej si¢
w krysztale turmaliny ((Na, Ca)(Mg, Li, Al), Al;[ BO;][Si O] grupa punktowa — 3m; gtdwne
warto$ci tensora przenikalnosci dielektrycznej sa rowne: €, = €, = 8,26, = 7,5) w kierunku,
ktory tworzy kat 30° z osia 3-krotna.

Odpowiedz: 0 = 1,03°.

2. O$ optyczna plytki o grubosci 0.0lcm, wycigte] z krysztalu kwarcu znajduje si¢ w
plaszczyznie plytki. Biorac pod uwage, ze dla kwarcu 7, = 1.553, n, = 1.544 (dla fali
$wietlnej o dhugosci A = 0.589)m) obliczy¢ roznice faz miedzy fala zwyczajna i

nadzwyczajna.
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Odpowiedz: D¢ = 0.24rad

3. Wykaza¢, ze jezeli 0§ optyczna plytki krystalicznej jest prostopadta do powierzchni ptytki,
to wektory falowe fal zalamanych oraz o$ optyczna znajduja si¢ w jednej ptaszczyznie.

4. Obliczy¢ natezenie Swiatta, przechodzacego przez uktad: polaryzator — krysztat — analizator

(rys.IV.1.5), zakladajac, ze ptaszczyzny drgan w analizatorze i polaryzatorze sa skrzyzowane,
a 0§ optyczna plytki o grubo$ci 0.5cm z krysztatu KDP (n,= 1469, n, = 1511 dla fali
$wietlnej o dlugoéci 4 = 0.5461m ) lezy w plaszczyznie phytki i tworzy kat 45° z kierunkiem
drgan $wiatta w polaryzatorze.

Odpowiedz: 1/1, = 0.616

IV.2 Zjawisko elastooptyczne

Zmiana optycznych wilasciwosci krysztalu pod wplywem dzialania na krysztatl naprgzen
nosi nazwg zjawiska elastooptycznego albo piezooptycznego. Optyczne wiasciwosci

krysztatu okresla elipsoida wspotczynnikow zatamania $wiatta czyli tensor nieprzenikalnosci

dielektrycznej /7 ;. Pod wplywem zewngtrznych napr¢zen zachodzi zmiana sktadowych tensora

N ;. W przypadku matych zmian ksztattu, wymiaréw oraz orientacji elipsoidy wspotczynnikow

zatamania §wiatla te zmiany mozemy opisa¢ rGwnaniem
-0 _
Any=n;-n, . (Iv.2.1)
Tu ,(,) jest tensor nieprzenikalnos$ci dielektrycznej nie deformowanego krysztatu, a 11, - tensor

nieprzenikalnosci dielektrycznej krysztatu deformowanego.

Wielkosci 41, sa w ogéle niewiadomymi funkcjami skladowych tensora naprezen 1.

Jednak w przypadku niewielkich zmian tensorall;, zaleznosci 47, od t, z dobrym

przyblizeniem (przyblizenie liniowe) mozemy opisa¢ wzorem
b=y, (Iv.2.2)

Wspotczynniki T, ktore tworza skladowe tensora czwartego rzedu, nazywamy

wspolczynnikami piezooptycznymi.

127



Poniewaz sktadowe tensora napregzenia f,, sa zwigzane ze sktadowymi tensora deformacji
1, prawem Hooke’a (?; = ¢;; Ury;), zmiany tensora dielektrycznej nieprzenikalno$ci mozemy

wyrazi¢ rowniez przez sktadowe tensora deformacji 7;
An i~ Piu O, . (Iv.2.3)

Tu wielko$ci Py = s UC,ms sa sktadowymi tensora czwartego rzedu i nosza nazwe

wspolczynnikow elastooptycznych.
Korzystajac z regul macierzowego zapisu sktadowych tensora (patrz rozdziat I11) wzory

(IV.2.2) 1 (IV.2.3) mozemy zapisa¢ w postaci

An,=m,, 0, , (IV.2.4)

An, = p.,r, . (IV.2.5)

Tensory T, 1 Py sa tensorami materii, a zatem podlegaja ograniczeniom narzucanym zasada
Neumanna.

W praktyce najczestsze] wykorzystuje sig¢ efekt elastooptyczny podluzny i efekt
elastooptyczny poprzeczny. W przypadku efektu elastooptycznego podiuznego kierunek
dzialania naprezenia Sciskajacego ptytke krystaliczna pokrywa si¢ z kierunkiem promienia fali
swietlnej. Dla efektu elastooptycznego poprzecznego te kierunki sa wzajemnie prostopadte.
Przyktad 1V.2.1. Dla krysztatbw nalezacych do uktadu regularnego elipsoida wspotczynnikow
zatamania jest kula, a zatem zjawisko dwojtomnos$ci §wiatla w krysztatach uktadu regularnego
nie obserwuje si¢. Rozwazmy poprzeczny efekt elastooptyczny w krysztatach klasy m3m w
przypadku, gdy krysztal zostal Scisnigty wzdtuz osi symetrii 4-krotne;.

Wybierzmy osi wspotrzednych Ox,,Ox,,Ox; wzdhuz trzech wzajemnie prostopadtych 4-
krotnych osi symetrii i niech krysztat zostat $ci$niety wzdhuz osi Ox;. Wtedy tensor naprezenia

ma jedna niezerowa sktadowa ?; = #. Zgodnie ze wzorem (IV.2.4) to naprezenie wywotuje
nastgpujace zmiany sktadowych tensora nieprzenikalnosci dielektrycznej

An, =m0 (IV.2.6)

W krysztatach klasy m3m tensor wspdtczynnikow elastooptycznych T,, ma postaé (patrz

zadanie 1)
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m, m, T, 0 0 010

0 0

Dnlz n My 0 0 0[|

D’TIZ 7T12 nll 0 0 OD
n,.|= . v.2.7
L O (v2.)

o o o o m, OC

0 0

50 0 0 0 T4l

A zatem ze wzoru (IV.2.6) mamy
Apy=Abn,=m,00, Bpy=m, e, An,=R0ns=0ns=0. (IV.2.8)
Biorac pod uwage (IV.2.8), otrzymujemy rownanie dla indykatrysy optycznej

Mot A’ll)x12+ Mot A’]z)x22+ Mot A’73)x32
, (IvV.2.9)
Mot Ty Dt)[l(xlz t x22)+ Mot My, Dt)x32 =1
gdzie N, = 1/n’ i n, - wspotczynnik zatamania $wiatta do deformacji krysztatu.
Ze wzoru (IV.2.9) wynika, ze indykatrysa krysztalu regularnego po $cisnigciu krysztalu
wzdhuz osi symetrii 4-krotnej przyjmuje ksztatt elipsoidy obrotowej. Gtéwne wspotczynniki

zalamania Swiatta sa rowne

1 1 ANy
no=-n, = = (]+ 1)
1 ’ \/'70+A/71 \/ﬂ ’70
:L(l'lAnl):no ngnut
Mo Mo
1 1 Ans i
n, = = (1+ 3)
Y P YT TR
:L(l’lAngb):”a'lnjnnt
Jio 20, 2

Wielko$¢ dwojtomnosci $wiatta rozchodzacego sie wzdtuz kierunku prostopadtego do osi Ox;

okresla wzor
i} I
An=n,-n = -Eno(ﬂn-ﬂlz)ﬂt,

Przyktad 1V.2.2. Rozwazmy efekt elastooptyczny w krysztatach klasy m3m w przypadku, gdy
krysztat zostal $cisnigty wzdhuz osi symetrii 3 - krotne;.
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W danym uktadzie krystalicznym tensor naprezenia jednoosiowego dziatajacego wzdtuz osi

3 — krotnej, ktora pokrywa si¢ z kierunkiem [111], ma postaé
[1]= 18 ¢ f IV.2.10
Zgodnie z (IV.2.4) i (IV.2.7) zmiany skladowych tensora nieprzenikalnosci dielektrycznej

Wynosza

VIRV RNV REEU RS IS AY PENY BEVY PERS SN N\ R 1)

W | —
W | =

Biorac pod uwage (IV.2.11), otrzymujemy rownanie dla indykatrysy optycznej
al(x)+ x5+ x3)+ 2b0(x,x, + x5+ X)) = 1, (Iv.2.12)

gdzie
1 1
a=1n,t g(n” t2m,)0t , 2b= 57144 O .

Ze wzoru (IV.2.12) wynika, ze dla odksztatconego krysztatu uktad krystatofizyczny nie jest
uktadem osi gtownych indykatrysy optycznej. Znajdziemy glowny uktad osi indykatrysy
optyczne;j.

Z rOwnania

a-1n b b
ba-n b |=(a-b-n)d(a-n)+bUa-n)-26]1= 0,
b b a-n
otrzymujemy
n,=n,=a-b, Ny=at2b. (IV.2.13)

Ze wzoru (IV.2.13) wynika, Zze optyczna indykatrysa krysztatu odksztatlconego jest elipsoida

obrotowa (1, =1, # ;). A wigc deformacja krysztatu regularnego wzdluz osi 3 — krotnej
powoduje, ze krysztat begdzie optycznie jednoosiowy. Kierunek gtownej osi indykatrysy

optycznej odpowiadajacej /1 ; znajdziemy z rozwiazania uktadu rownan
(a-n3)0ec, + bl(c, t ¢;)=-3blc, + bl(c,t ¢, + ¢;)= 0,

(a-n3)0e, + bU(c, + ¢;)= -3blc, + bl(c,t ¢, + ¢;)= 0,
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(a-ny)0e;+ bU(cy + ¢;)= -3bley; + bU(c; + ¢, + ¢5)= 0,
citeitel=1.

Rozwiazanie tych réwnan ma postaé

A zatem kierunek osi optycznej deformowanego krysztatu, pokrywa si¢ z kierunkiem [111],
czyli z kierunkiem dziatania naprgzenia jednoosiowego.
Roéwnanie indykatrysy optycznej deformowanego krysztalu w ukladzie gléwnych osi

tensora nieprzenikalno$ci ma postaé
1 2n,, - ! 0] 0(x + x2
o+ g(nn t 2y, 5”44) 1] (xl/ ¥ xz/)
(IV.2.14)

1
tn,t 5(”11 +2M ) D = 1

Ze wzoru (IV.2.14) wynika, Zze gtéwne wspotczynniki zatamania $wiatla sa rowne

1 Y
= —+ 2
Wothn, e 0

1 1A 1 1
= (I- = nl):no'gns(ﬂ”+2ﬂlz-aﬂ44)ﬂt

Jo o 20,

3

1 1 Ay
n., = = (1+ 3)
’ \/’70+A’73 Vo Mo
1 147 1
= 1-——3)=n-—n(m, +21,+m,,)0
\/ﬂ( 5 ’]o) n, 6nu( 1 12 i)

Wielkos$¢ dwojtomnos$ci $wiatla rozchodzacego sie wzdhuz kierunku prostopadtego do osi Ox;

okresla wzor
i} I
An=ny-n = -ZnonMDt,

Zadania do §1V.2

1. Wykazaé, ze macierz wspolczynnikow elastooptycznych krysztaldow klasy 43m ma postaé
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Hnll nlz nlz O 0 O%

Dnlz T T 0 0 OD

’IT ]:Enlz Mo Ty 0 0 OH
" DO 0 0 Ty 0 OD
o o o o0 m, oL

0 0

50 0 0 O Maf

2. Wykazaé, ze przy Scisnieciu krysztatu klasy 43m wzdtuz kierunku [110] indykatrysa
optyczna deformuje si¢ w trojosiowa elipsoidg, jedna z osi ktorej pokrywa si¢ z kierunkiem
dzialania jednoosiowego naprezenia.

3. Wykazaé, ze macierz wspotczynnikow elastooptycznych krysztalow klasy 42m ma postaé

r, m, m3 0 0 0L
{

T Ty T3 00 0
U, my 1 0 0 oL
. - D 31 31 33 D )
0 0 0 m,
Jdo o o o0 m, oL

D 4.
A0 0 0 0 0 m.f

L

S
(e
=]

4. Znalez¢ gtdwne wspolczynniki zatamania $wiatla krysztatu klasy 42m przy dziataniu na
krysztal wzdtuz kierunku [100] rozciagajacego naprezenia.

15
- Eneﬂwt.

o e

, 1
Odpowiedz: n, = n, - Enjn”t’ n,=n,- Ens’nlzt, ny=n

5. W plytce o grubo$ci d, wycietej z krysztatu klasy m3m prostopadle do kierunku [111],
obserwuje si¢ poprzeczny efekt elektrooptyczny. Roznica drog optycznych promieni
nadzwyczajnego i zwyczajnego wynosi 4 /2. Wykaza¢, ze z tego eksperymentu mozemy
otrzyma¢ wspotczynnik elektrooptyczny 7, 1
Moz 2
n, Ud Ot

Wskazowka: Patrz wzory z przykladu IV.2.2. Roznica dréog optycznych okresla wzor:
A} = Anld.
IV.3 Zjawiska elektrooptyczne

Zmiana optycznych wiasciwosci krysztalu pod wplywem dziatania na krysztat pola
elektrycznego nosi nazwe¢ zjawiska elektrooptycznego. Tutaj podobnie do efektu

elastooptycznego wpltyw pola elektrycznego na optyczne wiasciwosci krysztalu mozemy
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rozwaza¢ jako zmiany elipsoidy wspotczynnikow zatamania $wiatla czyli tensora

nieprzenikalno$ci dielektrycznej ;. W przypadku matych zmian ksztaltu, wymiaréw oraz

orientacji elipsoidy wspotczynnikow zatamania $wiatfa te zmiany mozemy opisa¢ roOwnaniem
-0 _
Any=ny-n, . (IV.3.1)

Tu I];,)- jest tensorem nieprzenikalno$ci dielektrycznej nie deformowanego krysztatlu, a 7, jest
tensorem nieprzenikalnosci dielektrycznej deformowanego krysztatu.

W przypadku niewielkich zmian tensoral] ;, zaleznoéci 41, od sktadowych wektora
nat¢zenia pola elektrycznego E; z dobrym przyblizeniem (przyblizenie liniowe) mozemy

opisa¢ wzorem
hny = ry OE, (IV.3.2)

Wspotczynniki 7, ktore tworza skladowe tensora trzeciego rzgdu, nazywamy

wspolczynnikami elektrooptycznymi. Liniowy efekt elektrooptyczny, okreslony wzorem
(IV.3.2) czasami jest nazywany efektem Pockelsa.

W postaci macierzowej efekt Pockelsa opisuje wzor

Ap, = OE, (IV.3.3)

Tensor 7 jest tensorem materii, a zatem podlega ograniczeniom narzucanym zasada

Neumanna. Poniewaz tensor wspotczynnikéw elektrooptycznych jest tensorem trzeciego
rzedu, liniowy efekt elektrooptyczny nie istnieje w krysztatach zawierajacych §rodek symetrii.
Rozroznia si¢ efekt elektrooptyczny pierwotny i wtorny. Jezeli krysztat nie moze
odksztalca¢ sig, to efekt elektrooptyczny, ktory obserwujemy w takim zwartym krysztale
nazywamy pierwotnym efektem elektrooptycznym. W przypadku krysztalu swobodnego pole
elektryczne, wskutek odwrotnego efektu piezoelektrycznego, wywotuje odksztalcenia
krysztalu. Takie odksztalcenia pociagaja za soba zmiany wspdtczynnikow zalamania za
posrednictwem efektu elastooptycznego. Efekt elektrooptyczny ktéry obserwujemy w tym
przypadku nazywamy wtornym. W swobodnym, nie zwartym krysztale efekt elektrooptyczny

jest zatem suma efektow pierwotnego i wtérnego, a zmiany tensoral] ; opisuje wzor

My = ry DB+ pyy Uy = (1 + py,, Ud,,, ) DE, (Iv.3.4)

Tu wielko$ci d,,, sa wspoOtczynnikami piezoelektrycznymi.
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Liniowy efekt elektrooptyczny obserwuje si¢ w przypadku gdy naprezenia pola
elektrycznego oraz odksztatcenia krysztatow sa male. Dla duzych napre¢zen i odksztalcen

musimy wprowadzi¢ do wzoru (IV.3.2) wyrazy kwadratowe

A, = r, DE, + R, UE, [E, . (IV.3.5)

ij
Wspotczynniki R, ktore tworza skladowe tensora czwartego rzedu, nazywamy

wspotczynnikami Kerra. Kwadratowy efekt elektrooptyczny, okre§lony drugim wyrazem we
wzorze (IV.3.5) nazywamy efektem Kerra.

Efekt Kerra rowniez moze by¢ pierwotnym i wtornym. Jezeli krysztal nie moze
odksztatca¢ sig, to efekt Kerra, ktory obserwujemy w takim zwartym krysztale nazywamy
pierwotnym efektem Kerra. W przypadku krysztatu swobodnego pole elektryczne wywotuje
odksztatcenia krysztatu

ry = dy UE +y,,, UE UE, (IV.3.6)

ik

Pierwszy wyraz w (IV.3.6) odpowiada liniowemu efektowi piezoelektrycznemu. Natomiast
drugi kwadratowy wyraz reprezentuje zjawisko, ktore nosi nazwe elektrostrykcji.
Odksztalcenia elektrostrykcyjne pociagaja za soba zmiany wspOlczynnikéw zatamania za
posrednictwem efektu elastooptycznego. Efekt Kerra, ktoéry obserwujemy w tym przypadku
nazywamy wtornym. W swobodnym, nie zwartym krysztale efekt elektrooptyczny jest zatem

sumg efektéw pierwotnego 1 wtornego, a zmiany tensorall ; opisuje wzor

A ,7 ij = Ri/'kl DEk DE[ * pijmn Drmn = (R;'/'kl * pijmn Dy mnkl)DEk DE'l . (IV37)

Tu wielkosci V. sa wspétczynnikami elektrostrykcyjnymi.
W krysztatach posiadajacych srodek inwersji liniowego efektu elektrooptycznego nie
obserwuje sig, a zatem gtownym efektem jest efekt Kerra.
W praktyce najczesciej wykorzystuje sig¢ efekt elektrooptyczny podluzny i efekt
elektrooptyczny poprzeczny. W przypadku efektu elektrooptycznego podluznego kierunek
dzialania pola elektrycznego na plytke krystaliczna pokrywa si¢ z kierunkiem promienia fali

swietlnej. Dla efektu elektrooptycznego poprzecznego te kierunki sa wzajemnie prostopadte.
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Przyktad 1V.3.1. Efekt elektrooptyczny czgsto stosuje si¢ w urzadzeniach sterujacych
swiattem. Schemat jednego z takich urzadzen jest przedstawiony na rys.IV.3.1. Plytka K z

krysztatu KDP (KH,PO,, grupa punktowa - 42m) zaopatrzona w okladki metalowe jest

umieszczona migdzy skrzyzowanymi polaryzatorami B 1 P,. O$ optyczna krysztatu jest
prostopadia do powierzchni ptytki. Jezeli réznica potencjatéw miedzy oktadkami metalowymi
jest réwna zeru, $wiatlo od zrodla S nie przechodzi przez urzadzenie. Natomiast przylozone
pole elektryczne powoduje deformacj¢ indykatrysy optycznej i ptytka staje si¢ przezroczysta.
Zgodnie z (IV.1.50) maksymalne natg¢zenie $wiatta bedzie miata ptytka dla ktorej roznica faz
wynosi # = T . Ze wzoru (IV.1.48) wynika, ze taka réznice faz bedzie miala plytka dla ktorej
roznica drog optycznych wynosi d 0(n, - n,)= /2. Wspdlczynniki zalamania n, i n,
promieni nadzwyczajnego i1 zwyczajnego zaleza od natg¢zenia pola elektrycznego. Roznica
potencjalow dla ktorej plytka staje sie przezroczysta oznaczmy jako U, ,,. Znajdziemy teraz
wzorna U, ,.

W krysztatach klasy 42m tensor wspoOtczynnikow elastooptycznych 7,, ma trzy

niezerowe sktadowe (patrz zadanie 1): r,,, 75, = 74y, 7. A zatem ze wzoru (IV.3.3) mamy
bny=An,=08ny=0n,=0805=0, Ang=rylE, . (IV.3)
Biorac pod uwage (IV.3.8), otrzymujemy rownanie dla indykatrysy optycznej

M, tAn)x;+ @, +hny)xy+ @, +00,)x;
, (1V.3.9)
= no D(‘X:]2 + x22)+ ne D‘xi’vz + 2r63E D‘XIXZ = 1

gdzie n,=1/n2, n,=1/n>; n,, n, - wspolczynniki zalamania fali zwyczajnej i

nadzwyczajnej.

1AM

Rys. IV.3.1. Schemat modulatora optycznego
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Ze wzoru (IV.3.9) wynika, ze przekrdj indykatrysy optycznej krysztatu plaszczyzna
prostopadta do osi optycznej 4 jest elipsa

N, 00+ x3)+ 21 Elxx, = 1, (IV.3.10)

Przyjety uktad krystatofizyczny, jak wida¢ ze wzoru (IV.3.10), nie jest uktadem osi gtéwnych
indykatrysy optycznej. Znajdziemy teraz uktad osi gtownych indykatrysy optyczne;.

Z rownania
'”"' ‘=<rzo-A)2-a2-0,
a n,-4
otrzymujemy
M=n,-a, A,=n,%ta. (IV.3.11)
Tu a = I’63E,

Kierunki gtownych osi Ox] i Ox) indykatrysy optycznej odpowiadajacych 1, i A,

znajdziemy z rozwiazania uktadu réwnan

1
S

0, A)0ey t alley, = tale,; + alley, =

1
S

(0, A)ey + alle, = talle, + alle, =
2 2 _
cptey =1,
Rozwiazanie tych rownan ma postaé

M=n,trgE, ¢ =¢ =

Ny=n,-rgE, ¢ =-¢=-

A zatem kierunki osi gtéwnych osi Ox i Ox} indykatrysy optycznej tworza katy 45° z osiami
Ox, i Ox,.
Roéwnanie indykatrysy optycznej deformowanego krysztatu w ukladzie osi gtownych

tensora nieprzenikalnos$ci ma postac
M, + 1) Ix) + (1, - BN+, x5 = 1, (IV.3.12)

Ze wzoru (IV.3.12) wynika, ze gtowne wspotczynniki zatamania $wiatlta s rowne
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" m \/_

:%0(1 ;An"l)- - 3Dr63DE’

:%0(1—%6”702): ) 3Dr63DE’
n, = n,

Wielko$¢ dwojtomnosci $wiatta rozchodzacego sie wzdhuz osi Ox; okre$la wzor
An=n,-n=n O, OE,
a roznica drog optycznych wynosi
dlU(n, - n,)=n U, (ELd)= n Or, U . (IvV.3.13)
Tu U = Eld jest r6znica potencjalow migdzy oktadkami metalowymi.

Jezeli roznica drog optycznych jest rowna A /2, to ze wzoru (IV.3.13) otrzymujemy

A

u,,=——
A2 2 0 (IvV.3.14)

Przyktad 1V.3.2. Modulacja $wiatlta moze by¢ rowniez zrealizowana w oparciu o efekt Kerra.
Rozwazmy dziatania takiego urzadzenia na przykladzie szescianu wycigtego z krysztalu klasy

m3m . Krawedzi szescianu sg rownoleglte do osi 4 — krotnych krysztatu.

W krysztatach klasy m3m tensor wspotczynnikow Kerra R,,, ma trzy niezerowe sktadowe
(patrz zadanie 2): R, = R3= Ry = Ry3= Ry = Ryy, R = Ry = Ry, Ry = Ry = Ry Jezeli
pole elektryczne zostato przytozone wzdtuz osi Ox,, ze wzoru (IV.3.5) mamy

Mgy = RyOE*, Any=0ny= Ry0ER An,=0ns=00,=0.  (IV.3.15)
Biorac pod uwage (IV.3.15), otrzymujemy réwnanie dla indykatrysy optyczne;j

M, hn)xi+ (0, +Any)x3+ @, +bny)x3

, (IV.3.16)
=, R, DEZ)Dxlz t(,t R, DElz)D(xzz * x32): 1
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gdzie 1, = 1/n}; n, - wspotczynnik zatamania krysztatu.

Ze wzoru (IV.3.16) wynika, ze gtdwne wspotczynniki zatamania $wiatla sa rowne

1 - 1 (1+ A171)-1/2

n, =
1 \/’70+Anl \/’: no

1 - 1 (1+ A’]z)—l/z

N TR P P

1-- = no-lns’ OR,, OE?
G2, :
Poniewaz n, = n; dwdjtomnos$¢ §wiatla bedzie niezerowa tylko dla §wiatla rozchodzacego si¢
w kierunku prostopadtym do kierunku pola elektrycznego. A wigc modulator swiatta bedzie

dziatat tylko na zasadzie poprzecznego efektu Kerra.

Zadania do § 1V.3

1 Wykazaé, ze macierz wspdtczynnikow elektrooptycznych krysztaldéw klasy 42m ma postaé

00 0 0f
0 0 0F
§ ]:Ho 0 OH
", 009
Jo r, o0
00 0 7,0

2. Wykaza¢, ze macierz wspolczynnikow Kerra krysztatow klasy m3m ma postaé

HRII Rlz Rlz 0 0 0 %

R, R, R, 0 0 0

[R ]: HRIZ Rlz Rll 0 0 0 %
™ 90 0 0 R, 0 0p°

do o o o R, 0L

i 0

B0 0 0 0 0 R,

3. Plytka krysztalu soli Siegnette’a (grupa punktowa - 222) wycigta prostopadle do osi
dwukrotnej zostala umieszczona w polu elektrycznym. Wykaza¢, ze nowe wspotczynniki

zalamania Swiatta sg rowne
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2 2
(n/ 2- 02y roE
2 2 -2 _ 2
n, 3
2 2
(n/)—z =2y rnk
3 3 2 2
2 T

4. Wykazaé, ze wspolczynniki zatamania swiatta plytki wycietej z krysztatu sfalerytu (ZnS,
punktowa grupa - 43m) tak, ze o$ plytki pokrywa si¢ z kierunkiem [111] i umieszczonej w

polu elektrycznym sa rowne

IV.4 Aktywnos$¢ optyczna

Zdolnos¢ niektorych krysztatow do skrecania plaszczyzny polaryzacji §wiatta nazywa si¢
aktywnoscia optyczna. Zjawisko skrgcenia plaszczyzny polaryzacji $wiatla zachodzi w
krysztatach optyczne izotropowych (uktadu regularnego), jak rowniez w krysztatach jedno i

dwuosiowych 1 obserwuje si¢ w krysztalach w ktorych wystepuje dyspersja przestrzenna
wektora polaryzacji elektrycznej P(7,f). Dyspersja przestrzenna wektora polaryzacji
P(7,t) polega na tym, ze wektor polaryzacji elektrycznej w punkcie, okreslonym wektorem

wodzacym 7, zalezy nie tylko od wektora natezenia pola elektrycznego £ w tym punkcie, ale

zalezy rOwniez od przestrzennych pochodnych wektora £

0E,
Red Byt eyt (IV.4.1)

k

W optyce krysztatow dogodnej jest rozwaza¢ zamiast zaleznosci (IV.4.1), zalezno$¢ natgzenia

pola elektrycznego E od wektora indukcji elektrycznej p

D,
Ei = flofl ,JD] + nof ijk ﬁ . (IV42)
k

Uwzgledniajac, ze dla fali ptaskiej D(#,1) = 130 exp[i(lgF -wt)]
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D,
—L = ik, 0D, |

xl
wzor (IV.4.2) mozemy zapisa¢ w postaci
E =0, 0D; | (IV.4.3)
gdzie
My =0yt ik, . (IV.4.4)

Z poréwnania (IV.4.3), (IV.4.4) z rownaniem materialnym (IV.1.19b) ( £; = 1 ;D,) widzimy,

ze przestrzenna dyspersja wektora polaryzacji powoduje, Ze tensor nieprzenikalnosci

dielektrycznej staje si¢ zalezny od wektora falowego & i cze$é tensora T zalezna od f jest

urojona.

Tensor nieprzenikalnosci okresla, jak wiemy, gtéwne wspolczynniki zatamania $wiatla,

ktore sa wielko$ciami rzeczywistymi. A zatem, aby tensor /1; mial rzeczywiste wartosci

wtasne, macierz z sktadowych tensora ; powinna byé macierza hermitowska [5,22]
~ ~1

My =M (IV.4.5)

Ze wzoru (IV.4.4) wtedy wynika, Ze tensor ¢, jest tensorem antysymetrycznym wzgledem

permutacji pierwszych dwoch wskaznikow
Eom = im (IV.4.6)
Uwzgledniajac wzor (IV.4.6) dla sktadowych wektora El. =1 ¢ juk, 0D; mamy

El = HO(EIZm DDz - {3]m DD3)ka >

EZ = rlO(_{lZm DD] + 523m DDS)ka s (IV47)
Es - flo(f 31 U0, - fzsm 0D,)k,, .

Wprowadzajac wektor g€ o sktadowych

g ¢unlk, , 2,785, 0k, , 2578, Uk, (Iv.4.8)

zapiszmy wzor (IV.4.7) w postaci

E=n,0Dx 3] - (IV.4.9)
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Skorzystamy teraz z tozsamosci

[axb], = ¢, lab, . (IV.4.10)

li
Tu €, jest symbolem permutacyjny Levi-Civity. Jezeli ciag wskaznikow [,i, ] jest parzysta
permutacja ciagu liczb 1,23, to €, = *1; jezeli ciag wskaznikow /,i,j jest permutacja
nieparzysta ciagu (1,2,3), to €, = - 1. Jezeli co najmniej dwa wskazniki sa jednakowe, to

£ 0.

lij =

Uzywajac symbolu Levi-Civity wzor (IV.4.9) mozemy zapisa¢ w postaci

E=ne¢,0Dg, . (IV.4.11)

Biorac pod uwagg, ze k = /A )DEO (‘/;0‘ = 1), zapiszmy skladowe wektora & w postaci
81 = Gln DkOn » 82 = G2n DkOn > 83 = G3n DkOn s (IV412)

gdzie
Gy, = /0Ny, , Gy = 2U/1 )5, Gy, = QU/AX, .
Uwzgledniajac wzory (IV.4.11) 1 (IV.4.12), wzor (IV.4.3) mozemy zapisa¢ w postaci
E =n,0,t i€, 0G,k,)0D, (IV.4.13)
Korzystajac z rownania (IV.4.13), rozwazmy teraz zjawisko aktywnosci optycznej na
przyktadzie fali rozchodzacej si¢ w dowolnie wybranym kierunku w krysztale. Wybierzmy o$
Ox, prawoskretnego uktadu wspotrzednych wzdtuz kierunku rozchodzacej sie fali. Przekroj
indykatrysy optycznej ptaszczyzna x,0x, w ogdlnym przypadku ma ksztalt elipsy. Wybierajac
osi Ox, i Ox, wzdhiz gtdéwnych osi tej elipsy i korzystajac ze wzorow (IV.1.17) i (IV.4.13),

zamiast wzorow (IV.1.21) otrzymujemy nastgpujacy uktad rownan na D, i D,

I
Di(— - —5)tiGyD,= 0 (IV 4.14a)
ny n
. 1 1.
= iGyu Dyt Dy(—- n—z) =0, (IV.4.14b)

02

. -2 _ -2 _ . , oy o . , . , .
gdzie ny =N, , Ny, =N, 11y, Ny sa wspOlczynniki zatamania, ktore miataby fala Swietlna,

w przypadku nie wystgpowania w krysztale dyspersji przestrzennej wektora polaryzacji.
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Uktad rownan (IV.4.14) ma niezerowe rozwiazanie jezeli

1 1 .
= 2 iGy
ng, n )
. 1 1
- lG33 > - —
ng n

o -2y2 2, -2 - -2 - _
= (n 2) - n 2(”01 * n022)+ (7, n022 - 6323)‘ 0

Z rozwiazania rownania (IV.4.15) otrzymujemy

; S T - - -
n’ = ng) - 5[(’7012 - gy ) \/(”012 ")t AG;]

. . | . - -
n22 = ”022 t E[(”mz - nozz)' \/(”012 - n022)2 * 4G323] .

Wprowadzajac wielkos¢

o1
2G5,

0 [J(n? - mi2)? + 4G2 - (ny2 - mi2)]

wzory (IV.4.16) mozemy zapisa¢ w postaci

2 2
n = nytp UGy,

2

n,” = ”022_ p UGy, .

Poniewaz |G33| <<'1, ze wzoréw (IV.4.18) mamy

n, = ny 1+ p UGy, Dngl)-”z 0 ny, - %”glp 0G5

_ 1
n, = ng, [1- p UG, Dngl) Y21 Ny, Eng1p 0Gy;

(IV.4.15)

(IV.4.16a)

(IV.4.16b)

(IV.4.17)

(IV.4.18a)

(IV.4.18b)

(IV.4.19a)

(IV.4.19b)

Kazdy wspotczynnik zatamania bedzie miat swoj wektor wiasny p. Wiasne wektory p®®

odpowiadajace wspolczynnikom 7, i n, znajdziemy podstawiajac 7, 1 n, ze wzoréw (IV.

4.18) do uktadu rownan (IV.4.14).

b

Dl(l)ﬂ)(ip 0Gy;) + iG33D§1)’(2) =0
- G D? + DV (9 0Gy)= 0

Ze wzorow (IV.4.20) wynika, ze
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m o pe
DZ - Dl -

0 Do -ip . (IV.4.21)
Uwzgledniajac wzor (IV.4.21), mamy
DY = DY@, - ip 06,) Dexpli(kVx, - we+ § )], (IV.4.22a)
D® = DP[(-ip U6, + &,) Dexpli(kPx, - wt+ § )] , (IV.4.22b)

gdzie £ = w On, /c (0 = 1,2).

Wektory indukcji elektrycznej to sa rzeczywistymi sktadowymi tych wektorow, a zatem
ReD"M = D[ Teos(kWx, - wt+ ¢ )+ p 6, Isin(kVx, - we+ ¢ P)],  (IV.4.23a)
ReD?® = DP[p e, sin(kPx, - w1+ ¢ @)+ B, Teos(kPxy - we+ ¢ @)] . (IV.4.23b)

Ze wzorow (IV.4.23) wynika, ze te dwie fale sa spolaryzowane eliptycznie. Przypusémy, ze

p > 0 . Jezeli patrzy¢ na fale (IV.4.23) od strony osi Ox;, czyli od strony obserwatora, do
ktorego oka wpada $wiatto, to koniec wektora indukcji elektrycznej fali (IV.4.23b) porusza si¢
po elipsie zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Mowimy, ze fala (IV.4.23b) jest
spolaryzowana prawoskretne. Wektor indukcji fali (IV.4.23a) porusza si¢ po elipsie
przeciwnie z ruchem wskazowek zegara. Taka falg nazywamy spolaryzowana lewoskretne.

Rozwazmy teraz rozchodzenie si¢ fali Swietlnej wzdtuz osi optycznej. W tym przypadku

Ny, = Ny, = 1, ize wzorow (IV.17) i (IV.19) otrzymujemy

G|
p= : (IV.4.24)
G33
1
n,0n, 15113 Gy . (IV.4.25)

Fala $wietlna wchodzaca do krysztatu zwykle jest ptasko spolaryzowana. Niech fala ta jest

spolaryzowana wzdtuz osi Ox;. W krysztale fale ptasko spolaryzowana mozna rozitozy¢ na

dwie fale spolaryzowane kolowo. Jedna z tych fal bedzie fala prawoskretna
é, lcos(k"x, - wt)+ &, in(k"x, - wt) | (IV.4.26a)
za$ druga fala bedzie fala lewoskretna

é, lcos(k"x, - wt)- &, Isin(k"x, - wt) . (IV.4.26b)
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Predkos$ci tych fal sa rozne i rowne odpowiednio w /£ i w /k"”. Dwie spolaryzowane
kotowo fale po wyjsciu z plytki krystalicznej o grubosci d tworza zndéw jedna falg, ktorej

polaryzacj¢ okresla wektor

é, dcos(kd - wt)+ cos(k"d - wt)]
- &, Qsin(kd - 0 1)~ sin(k"d - 0 1)]
" 4 0
- QCOS[(%)M_ 01] . (IV.4.27)
o~ 2 W - o
* [6, Doos(———d) &, sin(———d)]

Biorac pod uwagg, ze

kY- k7w ) Ny |Gy
- - __ - - —[G Dl’l3 - _ 01733] ,
> e (n, - n) 2 [I 33| o )
k(”+k(”_w( , )_ano
2 i 2c P2 )" c

ze wzoru (IV.4.27) dla wektora polaryzacji fali na wyjsciu z krysztatu otrzymujemy

”Ocd)] : (IV.4.28)

(e, Lcosy - e, [siny )Ccos[w (-

gdzie

d . (IV.4.29)

Ze wzoru (IV.4.28) wynika, ze spolaryzowana wzdtuz osi Ox, fala po wyjsciu z krysztatu
znéw bedzie plasko spolaryzowana. Jednak kierunek polaryzacji fali jest skrecony o kat ¢ w
kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara. Jezeli skrecenie plaszczyzny polaryzacji,
widziane od strony obserwatora jest zgodne z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, to
skrgcanie nazywamy prawoskretnym, a odpowiednie krysztaly nazywamy krysztalami
prawoskretnymi. W przeciwnym przypadku skrgcanie plaszczyzny polaryzacji $wiatla
nazywamy lewoskretnym, a odpowiednie krysztaty nazywamy lewoskretnymi.

Aktywno$¢ optyczng réznych krysztatbw mozemy poroéwnaé wprowadzajac pojecie
zdolnos$ci skrecajacej krysztalu. Zdolno$¢ skrecajaca krysztatu ¢ jest rowna skreceniu

plaszczyzny polaryzacji §wiatla przypadajacemu na jednostke drogi w danym krysztale
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’T”SGM
] )

Y
0=% (IV.4.30)

Tensor G;,, okre$lajacy zdolno$ci skrecania plaszczyzny polaryzacji $wiatta w krysztale

nazywa si¢ tensorem skrecania.

Zadania do §1V.4

1. Wykaza¢, ze tensor skrecaniaG;, jest pseudotensorem drugiego rzedu, czyli przy przejsciu

od jednego uktadu wspotrzednych do drugiego sktadowe tego tensora transformuja si¢ zgodnie

Z prawem

=
G, =t0,0, G,

2. Wykazaé, ze krysztal, w ktérym wystepuje $rodek symetrii, nie moze by¢ optycznie
aktywny.

3. Udowodni¢, ze tensor skrecania G;, w krysztatach klasy 7 przy Ox,0 m ma postaé

10 G, 0T
0 0
DGlz 0 G23D .
HO Gy O0F

4. Wykazaé, ze jedna z gléwnych osi tensora skrecania G, w krysztatach klasy m lezy w

plaszczyznie symetrii, a dwie drugie osi tworza kat 45° z plaszczyzna symetrii. Udowodni¢

rowniez, ze tensor w uktadzie swoich osi gldéwnych ma postaé

G+ G, 0 0

i 0 -JGL+ G, 00 .

0 0
0 0 0

B B

5. Rozwazy¢ optyczna aktywnos$¢ krysztatu jednoosiowego w przypadku gdy kierunek
rozchodzenia si¢ fali nie pokrywa si¢ z kierunkiem osi optycznej. Wykazaé, ze w tym

przypadku w krysztale rozchodza si¢ dwie fali spolaryzowane eliptyczne.
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