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Nazwg fraktal zaproponowal po raz pierwszy Maldelbrot, ktory zwrdcit uwage na to,
ze dos¢ szeroko rozpowszechniona opinia o tym, ze wymiar jest wewnetrznej charakterystyka
obiektu jest bledna. W rzeczywistosci wymiar obiektu zalezy od obserwatora, a prawidtowo
mowigc od zwigzku obiektu z zewnetrznym $wiatem. Sens tego zdania fatwo zrozumie¢ na
podstawie prostego przyktadu. Wyobrazmy sobie, ze mamy klebek nici. Przy do$¢ duzej
odlegtosci do tego klebka, widzimy jego jako punkt, pozbawiony wszelkiej struktury
wewnetrznej, tj. widzimy obiekt geometryczny o zerowym wymiarze Euklidesa. Jezeli
zblizamy si¢ do kiebka, kiebek zaczyna wyglada¢ jako ptaski dysk, czyli jako geometryczny
obiekt o wymiarze 2. Przy kolejnym zblizaniu si¢ do klgbka, widzimy kiebek jako kule, czyli
jako obiekt o wymiarze 3. Jezeli klebek znajduje si¢ jeszcze blizej, to zaczynamy rozrozniaé
poszczegblne nici, a zatem wymiar kigbka okreslimy jako 1. Nareszcie, jezeliby zdolnos$¢
rozdzielcza naszych oczu pozwolitaby nam rozrézni¢ poszczegdlne atomy, to
stwierdziliby$my, Ze nasz kigbek, to zbidr punktow o wymiarze zerowym.

A wigc, jezeli wymiar obiektu zalezy od konkretnych warunkow, w ktorych jego
obserwujemy, to wymiar tego samego obiektu mozemy okresli¢ na r6zny sposéb. Mandelbrot
zaproponowal stosowaé jako miar¢ wymiaru obiektu okre§lenie wymiaru zaproponowane
przez Hausdorffa i Besicovicza. Réznica migdzy wymiarem Hausdorffa-Besicovitcha a
wymiarem Euklidesa stluzy miarg odchylenia obrazoéw geometrycznych od regularnych,
opisywanych geometria Euklidesa. Na przyktad trajektoria czgsteczki wykonujacy ruchy
Browna na plaszczyznie ma wymiar wigkszy od 1, ale mniejszy niz 2. Ta krzywa jest krzywa
tamang, ktora nie posiada catkowitych pochodnych. Obiekt, ktorego wymiar nie jest
catkowitym Mandelbrot zaproponowat nazywaé fraktalem. W geometrii utamkowej albo
fraktalnej miejsce zwyklej pochodnej zajmuje pochodna utamkowa.

Czesto fraktali nazywaja geometrig przyrody, poniewaz wielu obiektow, ktore istniejg
w przyrodzie wykazujg strukture fraktalng. Fraktalami sg ro$liny, chmury, linii brzegowe rzek
1 oceanow, uktad nerwowy cztowieka, trajektorii czastek wykonujacych ruchy Browna itd. Z
pojeciem fraktali sg zwigzani zjawiska turbulencji, perkolacji, chaosu deterministycznego itd.
Szerokie zastosowanie modeli fraktalnych w fizyce zwigzane jest przede wszystkim z tym, ze
fraktalne sg obserwowane w wielkiej liczbie procesoéw i struktur fizycznych. Prawie wszystkie
modeli powstawania i wzrostu nieuporzadkowanych struktur réznej natury sprowadzaja si¢ w

koncu do modeli perkolacyjnego przejscia 1 ograniczonej przez dyfuzje agregacji. W



pierwszym przypadku powstaje klaster perkolacyjny, a w drugim — fraktalny agregat. Modeli
wielu procesow nieuporzadkowanych oparte na réznych wariantach losowego bladzenia albo
chaosu dynamicznego tez posiadaja wiasciwosci fraktalne. Mozemy powiedzie¢, ze z
rozwojem geometrii fraktalnej zrozumieliémy, ze fraktalno$¢ jest wyjatkowo ogolng
wlasciwoscia fizycznego $wiata.

Modeli fraktalne nie zawsze moga by¢ badane metodami analitycznymi, ale moga by¢
stworzone zgodnie z prostymi regutami, ktore tatwo zrealizowa¢ na komputerze. Zwro¢my
uwage, ze takie podejscie do rozwigzania fizycznych zagadnien znacznie rézni si¢ od
tradycyjnych metod fizyki teoretycznej. Oczywiscie, ta roznica nie sprowadza si¢ do roznicy
mi¢dzy rozwigzaniem rownan rézniczkowych metodami analitycznymi i liczbowymi.

Celem niniejszego ¢wiczenia jest otrzymanie doswiadczalnie struktur formy fraktalne;j

(krysztatow struktury dendrytycznej) i pomiar wymiaru fraktalnego otrzymanych struktur.
PODSTAWOWE POJECIA TEORITI FRAKTALI

Cechg charakterystyczng fraktali jest ich samopodobienstwo i1 zwigzany z tym wymiar
fraktalny. Poprzez samopodobienstwo rozumie si¢ symetri¢ wzgledem skali, co oznacza, ze
do danej struktury (zazwyczaj fraktalnej) w przestrzeni jest podobny wycinek tej struktury w
powiekszeniu. Chcac $cislej zdefiniowaé fraktal, nalezy odwotaé si¢ do pojecia wymiaru
fraktalnego. Strukture fraktalng okresla si¢ taki obiekt, ktorego wymiar fraktalny jest
utamkiem, a $cislej mowiac nie jest liczba catkowitg. Pojecie wymiaru fraktalnego ma swoj
rodowod od prac Hausdorffa-Besicovitcha. Wymiarem fraktalnym dla danego zbioru A
punktéw w n-wymiarowej przestrzeni R" nazywa si¢ takg liczbe D, ktora spetnia zalezno$¢:

lim N(s) = s (1)

gdzie N(s) jest liczba kul o $rednicy s potrzebnych do pokrycia zbioru A. Wychodzac z
powyzszego okreslenia wymiaru fraktalnego, rozroznia si¢ trzy jego poszczegodlne przypadki:

*  Wymiar samopodobienstwa, ktéry pokrywa si¢ z ogolng definicja wymiaru fraktalnego:

N(s)=s", )
skad

_ d(lnu)

Cd(ns") “)

*  Wymiar cyrklowy rownowazny wymiarowi samopodobienstwa, zdefiniowany jest jako:

De=1+d | €)



gdzie d oznacza w tym przypadku nachylenie wykresu logarytmu z dlugosci krzywej u w
zaleznosci od logarytmu (1/s):
d(Inu
- ﬁ - 4
Interpretacja tego moze jest nastgpujaca: u jest dlugoscig danej struktury fraktalnej jaka
zmierzono przy pomocy "cyrkla", a s oznacza rozstaw ndzek cyrkla. Dobierajac rdzny rozstaw
cyrkla otrzymuje si¢ rozne diugosci fraktala, wiec d okresla nachylenie wykresu dtugosci
krzywej w funkcji rozstawu "ndézek cyrkla". Mozna wykaza¢, ze D¢ jest rtownowazne D ze
wzoru (2) dobierajac dlugos$¢ tak, by zachodzitlo u=N s. Podstawiajac do wzoru (4) i
rozniczkujac otrzyma si¢ zaleznos$¢ definiujacg okreslong wzorem (3).
*  Wymiar pudetkowy okreslony jest analogicznie do wymiaru cyrklowego:
)
gdzie w tym przypadku N(s) oznacza ilo$¢ pol w ktérych znajdujg si¢ fragmenty badanej
struktury, a s oznacza szeroko$¢ pola. Wymiar ten uogdlnia si¢ na figury trojwymiarowe.
Latwo udowodni¢, Zze wymiar fraktalny linii prostej jest rowny jeden, okregu,
kwadratu, prostokata - dwa, natomiast sfery, walca, sze$cianu - trzy. Jest to tyle, ile wynosi

wielowymiarowos¢ tych regularnych figur.

PRZYKELADY FRAKTALI

TROJKAT SIERPINSKIEGO

Podstawa geometrycznej konstrukcji jest nastepujaca: nalezy wybra¢ $rodki trzech
bokow trojkata. Nastgpnie taczac te srodki liniami prostymi otrzymamy mniejszy trojkat,
ktory wycinamy (lub wypetniamy kolorem, ktory w naszym przypadku jest zoity). W ten
sposob zostaja trzy trojkaty wypetnione wcze$niejszym ttem. W kazdym z tych trzech
trojkatow powtarzamy procedure wycinania §rodka. Po n-tym kroku powstaje 3" trojkatow.

Pierwsze cztery kroki generowania trojkata Sierpinskiego pokazane sg na rysunku ponize;j.



Trojkat Sierpinskiego jest zbiorem punktéw ptlaszczyzny, ktore zostang po wykonaniu
nieskonczenie wielu krokow konstrukcji. Punkty, ktére na pewno nalezg do tego trojkata, to
boki wszystkich trojkatow powstalych w jego konstrukcji. Wymiar fraktalny (2) tego trdjkata
- co fatwo obliczy¢€ - jest rowny: D = In 3/In 2 = 1,549.

KRZYWA KOCHA

Konstrukcje tej krzywej nalezy zacza¢ od odcinka linii prostej, ktora to dzielimy na
trzy rowne czg¢$ci, wycinamy srodkowa czg$¢ 1 w jej miejsce wstawiamy trojkat rownoboczny
z usuni¢ta podstawg. W tak powstaltej krzywej rozroznia si¢ cztery odcinki proste, dla ktorych
operacje dzielenia prostej na trzy czeSci i wstawiania trojkata z usunieta podstawa nalezy
powtdrzy¢. W n-tym kroku otrzymuje si¢ 4" odcinkow prostych. Pierwsze kroki generowania

krzywej Kocha przedstawiono na rysunku ponize;j.
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W koncowym, granicznym efekcie otrzymuje si¢ krzywa Kocha, ktéra jest przyktadem
krzywej nier6zniczkowalnej. Jezeli sze$¢ takich odcinkéw krzywej Kocha potaczy si¢ ze sobg
tak, by miejsca polaczenia tych krzywych byly jednoczesnie wierzchotkami szeSciokata
foremnego, to otrzymamy ptatek $niegu zwany tez ptatkiem Kocha. Wymiar fraktalny krzywej
Kocha wynosi: D = In 4/In 3 = 1,262.



PRZEBIEG CWICZENIA

1. OSADZANIE ELEKTROLITYCZNE KRYSZTALU

Aby otrzymaé krysztal podczas elektrolizy nalezy do szalki Petriego umiesci¢
elektrolit (siarczan miedzi) tak aby pokrywat dno plytki i tworzyl warstwe okoto 1,5
milimetrowg. OczywisScie nalezy umiesci¢ tez elektrode w ksztalcie walca 1 Srednicy
zewnetrznej niewiele mniejszej od wewngtrznej $rednicy naczynia. Ptytka przed procesem
elektrolizy powinna by¢ oczyszczona wodg destylowang i osuszona. Tak samo nalezy zrobi¢ z
anoda 1 katoda a w miejscu styku elektrod z elektrolitem nalezy dodatkowo przetrzeé
papierem Sciernym. W momencie kiedy mamy juz przygotowane 1 oczyszczone elektrody i
szalke Petriego nalezy wla¢ odpowiednia ilo$¢ elektrolitu w naszym przypadku jest to
siarczan miedzi o 10% st¢zeniu. Powinno si¢ nie la¢ za duzej warstwy elektrolitu poniewaz w
poczatkowej fazie narastania krysztatu bedzie on rost trojwymiarowo. Nastepnie przyktadamy
elektrode centralng symetrycznie to znaczy na $rodku naczynia i1 poditgczamy do zasilacza

zgodnie ze schematem.
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Trzeba rowniez zwroci¢ uwage na to zeby naczynie bylo wypoziomowane. Po ustawieniu
odpowiedniego napigcia na zasilaczu mozemy przystapi¢ do procesu osadzania si¢ krysztahu.

W zalezno$ci od dobranego napigcia proces ten zachodzi w ciggu okoto 10 minut.
2. POMIAR WYMIARU FRAKTALNEGO METODA PUDELKOWA

Gdy mamy juz gotowy krysztal i chcemy zmierzy¢ jego wymiar fraktalny nalezy w
delikatny sposéb nie naruszajac struktury krysztatu zrobi¢ zdjecia tak alby bylo pdzniej
mozliwe naniesienie na nie siatki w celu zbadania wymiaru metodg pudetkowa opisywang w

pierwszym rozdziale.



b)

a)
Krysztal z naniesiong siatkg a) s = 1/5 i N(s) =20; b) s =1/20 i N(s) =203

PRZYKLAD POMIARU WYMIARU FRAKTALNEGO

W tabeli nizej sa przedstawione dane pomiarowe dla rdznych siatek (s — ilo$¢ oczek w

jednym wierszu; N(s) — ilo$¢ oczek ,,zajetych” przez krysztat).
S /s log(1/s) N(s) log(N(s))
5 0,2 -0,69897 20 1,30103
10 0,1 -1 67 1,826075
20 0,05 -1,30103 203 2,307496
40 0,025 -1,60206 616 2,789581

Korzystajac z danych przedstawionych w tej tabeli rysujemy wykres zaleznosci
log(N(s)) od log(1/s).
Aby obliczy¢ wymiar nalezy teraz zmierzy¢ nachylenie otrzymanej proste;.

D- log N(2"**P)- log N(27%)
log2*" - log2*

Skad
_ log616-log20 _ 2,789581-1,361728 1581075

log40 - log5 1,60206 - 0,69897

A zatem wymiar fraktalny otrzymanego krysztatu dendrytycznego wynosi 1,58.
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SPRAWOZDANIE Z CWICZENIA MUSI ZAWIERAC:

1. Cel prowadzonego badania.

Opis doswiadczalnej aparatury oraz metody pomiarowe;j;
Wykresy i tabeli wynikow pomiarowych;

Wnhioski — przeprowadzi¢ dyskusje otrzymanych wynikoéw.
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