
Gaz swobodnych elektronów.

1. (cz¡stka w pudle potencjaªu)

a) Przyjmuj¡c warunek  (x; y; z) = 0 na powierzchni sze±cianu o

boku L, znale¹¢ wszystkie funkcje falowe pierwszych trzech poziomów

energetycznych.

b) Poda¢ wyra»enie na energi¦ ka»dego z tych poziomów.

c) Jaka jest degeneracja ka»dego z tych poziomów?

2. Prawdopodobie«stwo obsadzenia stanu o energiiE w gazie elektronowym

b¦d¡cym w równowadze termicznej wyra»a si¦ funkcj¡ Fermiego-Diraca

f(E) = 1=(exp[(E � �)=kBT ] + 1), gdzie � = �(T ).

a) Opisz posta¢ funkcji f(E) w temperaturze zera bezwzgl¦dnego dla

E > �, E = �, E < �

b) Znajd¹ przybli»enie rozkªadu Fermiego-Diraca dla wysokich en-

ergii, czyli gdy E � �� kBT .

3. Wiedz¡c, »e g¦sto±¢ stanów elektronowych w metalu wynosi

g(E) =
V

2�

�
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E

obliczy¢ energi¦ i temperatur¦ Fermiego w 0K dla litu.

�Li = 0:534g=cm3, MLi = 6:939g=mol.
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Oszacuj wzgl¦dne przesuni¦cie poziomu Fermiego dla litu w temper-

aturze pokojowej.

5. Oblicz ±redni¡ energi¦ kinetyczn¡ dla trójwymiarowego gazu N elek-

tronów w temperaturze 0K.
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6. Wyznacz przybli»on¡ zale»no±¢ temperaturow¡ potencjaªu chemicznego

dla gazu elektronów swobodnych o staªej koncentracji.

Wskazówka:Z
1

0

p
ydy

1 + exp(y � x)
�

2

3
x3=2

1 + �2

8x2
dla x � 1:5:

7. Wyprowad¹ wzór na funkcj¦ g¦sto±ci stanów dla trójwymiarowego gazu

elektronów swobodnych.

8. Wyprowad¹ wzory na energi¦ Fermiego oraz energi¦ wewn¦trzn¡ w tem-

peraturze 0K dla trój- i dwuwymiarowego gazu elektronowego.

9. (przej±cie Motta) Je»eli ciaªo staªe traci wªa±ciwo±ci metaliczne gdy

n�1=3 � 4a0, gdzie a0 = 4�~2"0=(me
2), ile razy musiaªaby zmieni¢ si¦

koncentracja elektronów przewodnictwa w licie (n = 4:62 � 1022cm�3)

aby zaszªo to zjawisko. Przyj¡¢ speªnienie nierówno±ci gdy jej strony

ró»ni¡ si¦ co najmniej 20 razy.

Struktura pasmowa ciaª staªych.

1. Udowodni¢ twierdzenie Blocha w przypadku jednowymiarowym, tzn.

pokaza¢, »e rozwi¡zania równania Schrödingera dla potencjaªu periody-

cznego maj¡ posta¢  k(x) = uk(x) exp(ikx), gdzie uk(x) jest funkcj¡ o

takiej samej periodyczno±ci jak periodyczno±¢ potencjaªu (krysztaªu):

uk(x) = uk(x+ a).

2. (Sie¢ odwrotna) Wektor sieci odwrotnej dany jest wzorem:

G = v1b1 + v2b2 + v3b3 (v1; v2; v3 2 Z), gdzie

b1 = 2�
a2 � a3

a1 � a2 � a3

;b2 = 2�
a3 � a1

a1 � a2 � a3

;b3 = 2�
a1 � a2

a1 � a2 � a3

:

a) Udowodnij warunek ortogonalno±ci bi � aj = 2�Æij.

b) Je»eli a1, a2, a3 s¡ wektorami translacji sieci a koncentracj¦ elek-

tronów w krysztale przedstawimy rozkªadem Fouriera w sieci odwrot-

nej n(r) =
P

G exp(iGr) poka», »e posiada ona symetri¦ transla-

cyjn¡ tak¡ jak symetria sieci.

c) Warunek Bragga w sieci odwrotnej ma posta¢ �k = G. Przeksz-

taª¢ ten warunek do postaci 2k ÆG = G2, zakªadaj¡c zachowanie

energii rozproszonego fotonu.
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3. (Wªasno±ci funkcji Blocha)

a) Udowodnij ortogonalno±¢ funkcji Blocha o ró»nych wektorach falowych.

Wykorzystaj zale»no±¢: Z



eigrdr = Æ0g

b) Poka», »e funkcje Blocha, których wektory falowe ró»ni¡ si¦ o wek-

tor sieci odwrotnej s¡ jednakowe.

4. Przeksztaª¢ równanie Schrödingera dla cz¡stki w potencjale periody-

cznym do reprezentacji w sieci odwrotnej.

5. Wyznaczy¢ przerw¦ energetyczn¡ w modelu prawie swobodnych elek-

tronów.

6. (masa efektywna) W teoriach strukury pasmowej de�niuje si¦ mas¦

efektywn¡ jako
1

m�

=
1

~2

d2E(k)

dk2
:

a) Wykaza¢, »e dla elektronu swobodnego masa efektywna jest równa

masie rzeczywistej.

b) Korzystaj¡c z relacji dyspersyjnej tzn. zale»no±ci E(k) wyznaczy¢
w przybli»eniu stosunek m�=m.

7. (model Kroniga-Penney'a) Rozwa» cz¡stk¦ w jednym wymiarze w po-

tencjale periodycznym równym V0 dla ns + nd < x < (n + 1)s + nd i

równym 0 dla (n+1)s+nd < x < (n+1)s+(n+1)d, gdzie n 2 Z. Zna-
jd¹ warunek okre±laj¡cy energi¦ elektronu i wyka» gra�cznie, »e istniej¡

zakresy energii, którym nie odpowiadaj¡ »adne rzeczywiste wektory

falowe.

Póªprzewodniki.

1. Wyznacz zale»no±¢ koncetracji samoistnej krzemu od temperatury w

zakresie od 200 do 500K, je»eli przerw¦ energetyczn¡ mo»na w tym

zakresie wyrazi¢ wzorem Wg = 1:204� 2:8 � 10�4T [eV ].

Masy efektywne: mc = 1:18me, mv = 0:81me
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2. Wyprowa¹ ogólny wzór na wspóªczynnik temperaturowy koncentracji

samoistnej, jest on pochodn¡ logarytmiczn¡ funkcji ni(T ) i okre±la

wzgl¦dn¡ zmian¦ koncentracji samoistnej wywoªan¡ zmian¡ temper-

atury o 1K:
1

ni

dni

dT
=

d

dT
(lnni):

Zaªo»y¢, »¦ przerwa energetyczna póªprzewodnika zmienia si¦ z tem-

peratur¡ wedªug wzoru Wg = Wg0 + �T .

Wyznacz warto±¢ tego wspóªczynnika dla krzemu w temperaturze poko-

jowej.

3. W próbce poªprzewodnika w stanie ustalonym wyst¦puje koncentracja

nadmiarowa�n. W chwili t = 0wyª¡czone zostaªo ¹ródªo promieniowa-

nia wywoªuj¡cego regeneracj¦ tych no±ników. Wyznacz zale»no±c kon-

centracji nadmiarowej od czasu, je±li jest ona opisana równaniem

d(�n)

dt
= g �

�n

�
;

gdzie � - czas »ycia no±ników nadmiarowych, g - szybko±¢ regenaracji.

Ile razy maleje koncentracja no±ników nadmiarowych po czasie �?

4. Wyprowa¹ wzory na koncentracj¦ elektronów w pa±mie przewodnictwa

oraz na poziom Fermiego w póªprzewodniku samoistnym. Oszacuj kon-

centracj¦ elektronów w czystym germanie w temperaturze T = 300K.

Przerwa energetyczna w Ge wynosi 0:78eV .

Potrzebna b¦dzie caªka:
R
1

0
exp(�x)

p
xdx =

p
�=2.

5. Okre±l koncentraj¦ elektronów przewodictwa wGe, zawieraj¡cym domieszki

donorowe o koncentracji Nd = 1022=m3, je»eli wiadomo, »e poziom

donorowy znajduje si¦ w odlegªo±ci 0; 02eV od dna pasma przewod-

nictwa. Przyjmij T = 50K.

6. Potencjaª kontaktowy zª¡cza n � p (wzgl¦dne przesuni¦cie pasm prze-

wodnictwa) okre±lamy wzorem:

� =
kT

e
ln
NaNd

n2i
;

gdzie ni jest koncentracj¡ elektronów w pa±mie przewodnictwa czystego

materiaªu stanowi¡cego zª¡cze. Oszacuj potencjaª kontaktowy dla Ge

w temperaturze pokojowej.

Na = 4:1 � 1024=m3, Nd = 1:4 � 1021=m3.
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7. Ruchliwo±¢ ekeltronów (� = e�=m�) w pewnym krysztale wynosi 5 �
104cm2=(V s). Przyjmuj¡c, »e masa efektywna elektronu jest równa

masie elektronu swobodnego obliczy¢ czas relaksacji. Sprawdzi¢ jed-

nostki.

Drgania sieci i fonony.

1. Wyznacz cz¦sto±c koªow¡ drga« sieci jednowymiarowej, skªadaj¡cej si¦

z jednakowych atomów le»acych w odleglo±ci a od siebie.

2. Analogicznie rozwa»y¢ sie¢ zªo»on¡ z dwóch rodzajów atomów rozmieszc-

zonych naprzemiennie.

3. Oblicz cz¦sto±¢ koªow¡ drga« ªa«cucha monoatomowego z uwzgl¦dnie-

niem oddziaªywa« z drugimi s¡siadami. �1, �2 - staªe spr¦»ysto±ci.

4. Wyznacz cz¦sto±¢ koªow¡ drga« sieci kwadratowej o staªej sieci a w

przyli»eniu najbli»szych s¡siadów.
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