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Naturalne i sztuczne sieci neuronowe

Matematyczna inspiracja - sformalizowanie ludzkiej my±li (logika,
teoria prawdopodobie«stwa, kognitywistyka).

Procesy przebiegaj¡ce w ludzkim umy±le - bardziej skomplikowane ni»
jakakolwiek formalna teoria.

Procesy poznania (kognitywistyka) modelowano na±laduj¡c �zjologi¦
neuronów od lat 40tych (szczególnie lata 80te).

1943 - Warren Mc Culloch i Walter Pitts - pierwszy model
sztucznych neuronów.

Biologia - studiowanie neuronów, ich poª¡cze« i mózgu.

Dowiedziono, »e sieci adaptacyjne nadaj¡ si¦ do rozwi¡zywania du»ych
i zªo»onych problemów.

1901− 1991: 10% nagród Nobla (Fizjologia i Medycyna) za badanie
mózgu.
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Naturalne i sztuczne sieci neuronowe

Podstawowe pytanie - relacja sztucznych sieci neuronowych do
naturalnych, które wªasno±ci uwzgl¦dni¢ w modelach? Jaka jest relacja
mi¦dzy naturalnymi i sztucznymi neuronami?

Próbujemy modelowa¢ mo»liwo±ci systemu nerwowego w zakresie
przetwarzania informacji.

Istnieje wiele modeli ale najwa»niejsz¡ ide¡ jest �kontrola poprzez
komunikacj¦� ; systemy nerwowe to cz¦sto miliony poª¡czonych ze
sob¡ komórek przetwarzaj¡cych przychodz¡ce sygnaªy.

Czas reakcji na sygnaª: elektroniczne bramki logiczne - kilka
nanosekund, neurony - kilkana±cie milisekund; mimo to mózg potra�
rozwi¡zywa¢ problemy, z którymi komputery nadal nie radz¡ sobie zbyt
dobrze.

Hierarchiczna, zªo»ona i równolegªa struktura mózgu wydaje si¦ by¢
fundamentalna dla powstania zªo»onych zachowa« oraz
±wiadomo±ci.
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Naturalne i sztuczne sieci neuronowe

Gªówna ró»nica mi¦dzy sieciami neuronowymi a komputerami - silne
zrównoleglenie i nadmiarowo±¢ (redundancja) - wªasno±ci te
pomagaj¡ radzi¢ sobie z zawodno±ci¡ poszczególnych jednostek (=
neuronów).

Biologiczne sieci - samoorganizacja + ka»dy neuron ma mo»liwo±¢
samoorganizacji i przetwarzania sygnaªów na ró»ne sposoby.

Uczenie systemu (naturalnego lub sztucznego) - dzieki
samoorganizacji przez mody�kacje parametrów w procesie uczenia
(algorytm ucz¡cy).

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 5 / 399



Obliczenia i obliczalno±¢

Sztuczne sieci neuronowe mo»na rozwa»a¢ jako kolejne podej±cie do
problemu oblicze«.
W naukach komputerowych - zwyci¦zc¡ zostaª komputer von
Neumanna.
Matematyka nie zajmowaªa sie problemem oblicze« a» do pocz¡tku
20go wieku.
Nie bylo de�nicji obliczalno±ci - poj¦cie to jest wzgl¦dne i zale»y od
narz¦dzi jakimi dysponujemy (np. rozwi¡zania równania pi¡tego
stopnia nie mo»na przedstawi¢ wyª¡cznie przez funkcje algebraiczne).
Przyjmuje si¦, »e pewne funkcje s¡ podstawowe i dziaªania na nich
de�niuj¡ obliczalno±¢.
David Hilbert wysun¡ª hipotez¦, »e wszystkie intuicyjnie obliczane
funckcje s¡ prymitywnymi funkcjami rekursyjnymi (=
powstaj¡cymi zªo»enie, rzutowanie i okre±lon¡ liczb¦ iteracji).
1927 - Wilhelm Ackerman znajduje funkcj¦ obliczaln¡ nie b¦d¡c¡
prymitywnie rekursyjn¡ (zawiera nieokre±lon¡ z góry liczb¦ iteracji).
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Obliczenia i obliczalno±¢

Zde�niowno funkcje ogólne rekursyjne - operator µ równowa»ny
nieokre±lonej rekursji lub przeszukiwaniu niesko«czonej tablicy.

Teza Churcha - zbiór funkcji obliczalnych jest równy zbiorowi funkcji
ogólne rekursyjnych. David Deutsch - twierdzenie to powinno mie¢
status zasady �zycznej.
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Obliczenia i obliczalno±¢
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Obliczenia i obliczalno±¢

Maszyna Turinga - operacyjny, mechaniczny model obliczalno±ci;
niesko«czona ta±ma na której symbole mog¡ by¢ zapisywane i
odczytywanie; gªowica odczytuj¡co-zapisuj¡ca porusza si¦ zgodnie ze
swoim stanem wewn¦trznym, który zmienia si¦ w ka»dym kroku.

Teza Turinga - obliczalne funkcje to takie, które mo»na obliczy¢ takim
urz¡dzeniem.
Turing dowiódª, »e jego teza jest równowa»na z tez¡ Churcha.
Podej±cie Turinga mo»na nazwa¢ programowaniem (komputery nie
istniaªy w jego czasach).

Model komputera - pierwsze elektroniczne maszyny licz¡ce powstaªy
w latach 30-40tych, obliczalno±¢ za pomoc¡ komputera.

Pierwsi in»ynierowie nie znali prac Turinga ani Churcha.
Maszyny Z1 i Z3 (1938− 1944- Berlin, Zuse) - programowalne ale nie
uniwersalne - wykonywaªy sekwencje operacji ale nie iterowaªy (nie byªo
p¦tli).
ENIAC - nie wykonywaª nieokre±lonej p¦tli (WHILE); iteracje -
wyznaczone przez poª¡czenia mi¦dzy moduªami komputera.
Mark I (Manchester) - pierwszy uniwersalny komputer.
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Obliczenia i obliczalno±¢

Automaty komórkowe - dane mog¡ by¢ przetwarzane jednocze±nie;
problemem jest komunikacja i koordynacja pomi¦dzy komórkami
obliczeniowymi - gwarantuj¡ to odpowiednie algorytmy i konwencje.

Funkcje obliczalne w sensie Turinga mog¡ by¢ obliczone przez automat
komórkowy (nawet jednowymiarowy o kilku stanach).
Automaty k. przypominaj¡ silnie równolegªe systemy wieloprocesorowe.

Model biologiczny = sieci neuronowe - mo»liwe po wyja±nieniu
�zjologi neuronów.

Hierarchiczna wielowarstwowa struktura odró»nia je od automatów
komórkowych (informacja przekazywana nie tylko do s¡siednich
jednostek ale i bardziej odlegªych).
Od zwykªych komputerów odró»nia je brak programu; tworzy si¦ on
przez adaptacyjne ustalanie si¦ wolnych parametrów sieci.
Biologiczne sieci neuronowe - miliony lat ewolucji.
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Obliczenia i obliczalno±¢

Ka»dy model obliczeniowy mo»na opisa¢ nast¦puj¡co:
obliczenie = pami¦¢ + transmisja danych + przetwarzanie

Przechowywanie inforamcji mo»e by¢ transmisj¡ (jako obieg pr¡du).

Maszyna Turinga - pami¦¢ to ta±ma.

Automaty komórkowe - ka»da komórka zarówno przechowuje
informacje jak i jest procesorem.
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Synapsy - przechowuj¡ informacje (w postaci przeka¹ników
chemicznych), dendryty - informacja przychodz¡ca do neuronu,
Axony - informacja wychodz¡ca z neuronu.
Minimalna struktura sztucznego neuronu - dendryty, synapsy (z
nimi s¡ kojarzone wagi w sztucznym neuronie), ciaªo komórkowe i
axon.
Transmisja informacji - fundamentalny problem ka»dego systemu
przetwarzania informacji (pami¦¢ mo»na przedstawi¢ jako transmisj¦
informacji).
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Naturalne neurony do przekazywania informacji u»ywaj¡ sygnaªów
elektrycznych.
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Jony dodatnie Na+, K+, Ca2+ - przenikaj¡ przez membran¦ przez
kanaªy jonowe.

Potencjaª odwrotny - ró»nica potencjaªów w stanie równowagi.

Wn¦trze komórki naªadowane jest ujemnie.

Ró»nica potencjaªów dana jest wzorem Nernsta

E = k(ln c0 − ln ci ),

ci - st¦»enie jonu i w komórce, c0 - st¦»enie jonu w pªynie
mi¦dzykomórkowym. Np. dla K+: −80mV .

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 14 / 399



Modelowanie ukªadu nerwowego

Równowaga poni»szych jonów (gªównie) daje potencjaª −70mV .
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Alan Hodgkin i Andrew Huxley - prosty model elektryczny bªony
komórkowej, która zachowuje si¦ jak kondensator utworzony przez
dwie lipidowe warstwy izoluj¡ce. Przepuszczalno±¢ membrany
przedstawiona jest jako przewodno±¢ (1/opór).
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Modelowanie ukªadu nerwowego
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Modelowanie ukªadu nerwowego
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Sygnaªy - fale depolaryzacji w¦druj¡ce po aksonie
(−70mV → +40mV ). Czas przeª¡czania ukªadu
opornik-kondensator dany jest staª¡ RC ; neurony - 2.4ms.
Sygnaª jest albo go nie ma - cyfrowe przekazywanie informacji.
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Modelowanie ukªadu nerwowego
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Równanie ró»niczkowe Hodgkina-Huxleya

dV

dt
=

1
Cm

(I − gNa(V − VNa)− ...),

Cm - pojemno±¢ membrany, V − VNa - siªa elektromotoryczna
dziaªaj¡ca na dany rodzaj jonów.

Przewodno±ci g - dane s¡ przez r.r. opisuj¡ce ich oscylacje.
Silniejszy bodziec ⇒ wi¦ksza cz¦stotliwo±¢ impulsów.

In»ynierowie nazywaj¡ to modulacj¡ cz¦stotliwo±ci np. fale radiowe
FM.
Zwi¦ksza to dokªadno±¢ transmisji i zmniejsza zu»ycie energii.
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Przeka¹nik chemiczny w synapsie - powstanie potencjaªu - informacja
przekazywana jest dalej.
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Istniej¡ synapsy powoduj¡ce inhibicj¦ sygnaªu.

Synapsa wyznacza kierunek transmisji informacji - w sztucznych
sieciach opisywane to jest grafem skierowanym (w ukªadach
cyfrowych - diody i wzmacniacze kierunkowe).

Potencjaª za synaps¡ powstaje gdy kilka sygnaªów dochodzi
jednocze±nie lub w krótkim czasie i warto±¢ progowa zostaje
przekroczona.

Sygnaªy cyfrowe i ich zªo»enie na zasadzie pobudzenia-inhibicji
pozwalaj¡ uzyska¢ dowoln¡ funkcj¦ logiczn¡.
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Modelowanie ukªadu nerwowego

Receptory NMDA - pozwalaj¡ zmienia¢ próg dla sygnaªów
przychodz¡cych - proces uczenia sieci.

T¡ wªasno±¢ synaps mo»na modelowa¢ zmian¡ wªasno±ci poª¡cze«
jednostek sztucznej sieci.
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Modelowanie ukªadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

Komputer - potrzebny minimalny zbiór instrukcji dla implementacji
wszystkich funkcji obliczalnych.
Sztuczna sie¢ neuronowa - funkcje elementarne zlokalizowane s¡ w
w¦zªach sieci a reguªy ich skªadania s¡ zawarte w poª¡czeniach mi¦dzy
nimi, synchroniczno±ci lub asynchroniczno±ci transmisji oraz obecno±ci
lub braku cykli.
Abstrakcyjny neuron o n wej±ciach obliczaj¡cy funkcj¦
elementarn¡ f dla danych warto±ci na wej±cu x i wag w:
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Modelowanie ukªadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

Informacje ze wszystkich wej±¢ s¡ najcze±ciej scalane przez
sumowanie.
Ró»ne modele sztucznych sieci neuronowych ró»ni¡ si¦ gªównie:

zaªo»eniami o funkcjach elementarnych,
wzorcem poª¡cze«,
czasem kiedy informacja jest transmitowana.
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Modelowanie ukªadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

O sieci mo»na zatem my±le¢ jak o obliczaniu warto±ci funkcji Φ tzw.
funkcji sieci.
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Modelowanie ukªadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

Dobór wag α zmienia funkcj¦ Φ.
Wa»ne parametry:

struktura w¦zªa,
topologia sieci,
algorytm uczenia (sposób dobierania wag sieci).

Aproksymacja funkcji - otworzy¢ funkcj¦ dokªadnie lub w
przybli»eniu przez obliczenie pewnego zbioru funkcji elementarnych np.
przybli»anie wielomianami lub szeregiem Fouriera.

F (x) = a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + ...+ an(x − x0)n + ...,

F (x) =
∞∑
i=0

(ai cos (ix) + bi sin (ix)).

Parametry mo»na obliczy¢ analitycznie lub za pomoc¡ algorytmu
uczenia.
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Modelowanie ukªadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe
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Modelowanie ukªadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe
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Modelowanie ukªadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - funkcja F dana jest przez zbiór przykªadów
wej±cie-wyj±cie, które w procesie uczenia maj¡ zosta¢ uogólnione do
funkcji F .
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Elementy progowe i ich sieci

Jednostki obliczeniowe sieci neuronowych s¡ uogólnieniem bramek
logicznych.
Najprostszy rodzaj porównuje wej±cie z warto±ci¡ progow¡ - st¡d
nazwa logika progowa.
Sie¢ neuronow¡ mo»na cz¦sto traktowa¢ jako czarn¡ skrzynk¦;
rezultat dziaªania sieci pozostawia si¦ samoorganizuj¡cemu procesowi.
Poni»sza sie¢ oblicza funkcj¦ F : Rn → Rm.
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Elementy progowe i ich sieci

Poni»szy graf skierowany obrazuje zªo»enie funkcji:

Gdy nie ma cykli rezultat dziaªania sieci jest dobrze okre±lony i nie
wyst¦puje problem synchronizacji jednostek; zakªada si¦, »e obliczenia
nast¦puj¡ bez opó¹nienia.
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Elementy progowe i ich sieci

Gdy sie¢ zawiera cykle zde�niowanie poª¡cze« nie wystarcza.

Je»eli sprze»enie zwrotne nast¦puje do tej samej jednostki nie ma
oczywistego warunku na zatrzymanie dziaªania sieci; pytanie: który
obrót cyklu daje »¡dan¡ warto±¢.
Zaªo»enie - ka»de obliczenie zabiera jednostk¦ czasu.

Argument dostarczony do jednostki w chwili t daje rezultat na wyj±ciu
w chwili t + 1.
Obliczenie mo»na zatrzyma¢ po pewnej liczbie kroków.
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Elementy progowe i ich sieci

De�nicja. Sie¢ neuronowa to sie¢ funkcji dla której synchronizacj¦
mo»na rozwa»a¢ jawnie lub nie.

Elementy sieci nazywamy jednostkami (obliczeniowymi) lub
(sztucznymi) neuronami.

Zakªadamy te», »e poª¡czenia sieci przekazuj¡ informacj¦ w
okre±lonym z góry kierunku oraz »e liczba wej±¢ do w¦zªa sieci nie
jest ograniczona.
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Elementy progowe i ich sieci

Jednostki dzielimy ponadto na dwie funkcjonalne cz¦±ci:
1 Redukuj¡c¡ wej±cia do jednej liczby g .
2 Funkcj¦ wyj±cia (aktywacji) f , która jest wtedy prost¡ funkcj¡ jednej

zmiennej.
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Elementy progowe i ich sieci

Sieci McCullocha-Pittsa s¡ jeszcze prostsze - posªuguj¡ si¦ tylko
sygnaªami binarnymi (0 i 1).
Poª¡czenia w tych sieciach nie posiadaj¡ wag i mog¡ by¢ typu
pobudzaj¡cego lub hamuj¡cego (inhibicyjnego; oznaczenie - maªe
kóªko na ko«cu poª¡czenia).
Wej±cia dochodz¡ do biaªej cz¦±ci w¦zªa, wyj±cia do czarnej i mog¡ si¦
rozgaª¦zia¢.
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Elementy progowe i ich sieci

Zasada dziaªania jednostki McCullocha-Pittsa:
1 Wej±cie - n liczb x1, ..., xn przychodz¡cych przez poª¡czenia

pobudzaj¡ce oraz m liczb y1, ..., ym poprzez poª¡czenia hamuj¡ce.
2 m ≥ 1 i ∃iyi = 1⇒ wynik obliczenia jest 0.
3 W przeciwnym wypadku obliczane jest caªkowite wzbudzenie

x = x1 + ...+ xn i nast¦pnie porównywane z progiem jednostki θ (je»eli
n = 0 to x = 0):

x ≥ θ ⇒ 1,

x < θ ⇒ 0.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 38 / 399



Elementy progowe i ich sieci

Funkcja schodkowa jest funkcj¡ aktywacji takiej jednostki (w
przypadku nieobecno±ci sygnaªu) hamuj¡cego.
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Funkcje logiczne (Boole'a) - odwzorowania {0, 1}n → {0, 1}.
Proste funkcje logiczne mo»na przedstawi¢ jako jedn¡ jednostk¦
McCullocha-Pittsa, gdzie warto±¢ 1 oznacza prawd¦ a warto±¢ 0 faªsz.
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Uogólnienie do przypadku n agrumentów (wymagaªo by to kilku
klasycznych bramek logicznych o dwóch wej±ciach).

Wniosek - progowe elementy logiczne mog¡ zredukowa¢ zªo»ono±¢
ukªadu.
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Wiadomo »e przez zªo»enie bramek AND i OR nie mo»na otrzyma¢
dowolnej funkcji logicznej n argumentów.

Progowe elementy logiczne s¡ ogólniejsze, powstaje pytanie czy ich
zªo»enie daje dowoln¡ funkcj¦ logiczna?

Odpowied¹ to nie, mo»liwe jest to tylko dla monotoniczych funkcji
logicznych.

De�nicja. Funkcj¦ logiczn¡ n agrumentów nazywamy monotoniczn¡
je»eli dla dwóch punktów (x = (x1, ..., xn) i y = (y1, ..., yn))
f (x) ≥ f (y) zawsze gdy zbiór jedynek we wspóªrz¦dnych punktu y jest
pozbiorem jedynek w x .

Przykªad niemonotonicznej funkcji logicznej jednej zmiennej - negacja
({0}1 ⊂ {1}1 ⇒ 1 = f (0) < f (1) = 0).
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Twierdzenie. Progowe elementy logiczne bez inhibicji typu
McCullocha-Pittsa mog¡ oblicza¢ jedynie funkcje monotoniczne.
Dowód.

1 Zaªó»my, »e (1, 1, ..., 1)→ 0,
2 Dowolny wektor jest odwzorowywany na 0 (nie mo»na wi¦ksz¡ ilo±ci¡

poª¡cze« przesyªa¢ warto±ci 1).
3 Ogólnie: je»eli {y}1 ⊂ {x}1 ⇒ f (x) ≥ f (y) (rysunek).

Przykªady funkcji niemonotonicznych - do realizacji wymagaj¡
poª¡cze« inhibuj¡cych.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 43 / 399



Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Wizualizacja funkcji obliczalnych jednostkami McCullocha-Pittsa.
ka»da zmienna logiczna przedstawiana jest na osi,
8 mo»liwych kombinacji dla ich warto±ci - wierzchoªki sze±cianu.

Funkcja logiczna to przypisanie warto±ci do 0 lub 1 do wierzchoªków.

Jednostka McCullocha-Pittsa dzieli przestrze« na dwie
póª-przestrzenie (x1 + x2 + x3 ≥ θ oraz x1 + x2 + x3 < θ)
pªaszczyzn¡ x1 + x2 + x3 = θ.

Przykªad: θ = 1, czyli funkcja OR .
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Funkcja wi¦kszo±ci - majority function (faªsz je»eli n/2 lub wi¦cej
argumentów jest faªszywe, w przeciwnym wypadku - prawda)
odpowiada θ = 2.
Pªaszczyzny s¡ zawsze równolegªe w przypadku jednostek
McCullocha-Pittsa.
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Ka»da funkcja logiczna n zmiennych mo»e by¢ zapisana w postaci
tabeli.
Sie¢ do obliczania tej funkcji - n wej±¢ i jedno wyj±cie; je»eli nie
ograniczamy liczby jednostek zawsze mo»na zbudowa¢ sie¢
obliczaj¡c¡ zadan¡ funkcj¦.

Np. tylko wektor (1, 0, 1) speªnia warunek x1 ∧ ¬x2 ∧ x3.
Poni»sza jednostka daje 1 tylko dla (1, 0, 1) - jest dekoderem tego
wektora (próg = liczba jedynek).
Niech F b¦dzie dana tabel¡ - do obliczenia tej funkcji wystarczy
zdekodowa¢ wektory daj¡ce warto±¢ 1.
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

Wniosek. Ka»d¡ funkcj¦ logiczn¡ F : {0, 1}n → {0, 1} mo»na
obliczy¢ dwuwarstwow¡ sieci¡ jednostek McCullocha-Pittsa.

Potrzeba tylu dekoderów ile jest jedynek w tabeli. Alternatyw¡ dla tej
prostej konstrukcji jest analiza harmoniczna funkcji logicznych.

Poni»sza jednostka jest alternatywnym dekoderem zbudowanym z
bramek AND i NOT .
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Elementy progowe i ich sieci

Twierdzenie. Wszystkie funkcje logiczne mog¡ by¢ obliczone sieci¡
jednostek AND, OR i NOT .

AND, OR i NOT nazywamy baz¡ logiczn¡.

OR mo»na przedstawi¢ jako zªo»enie AND oraz NOT . Te dwie bramki
tak»e tworz¡ baz¦ logiczn¡.

Podobnie jest z OR i NOT .

John von Neumann pokazaª, »e dzi¦ki kodowaniu nadmiarowemu
(zmienna przekazywana dwoma liniami) AND i OR tworz¡ baz¦
logiczn¡.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci równowa»ne

Prostsze sieci - wymagaj¡ ogólniejszych jednostek np. z wej±ciami z
wag¡ lub inhibicji wzgl¦dnej.
Jednostki McCullocha-Pittsa nie u»ywaj¡ wag; pytanie - czy sieci z
wagami s¡ ogólniejsze ni» bez wag.
Odpowied¹ to nie - poni»sze jednostki s¡ równowa»ne:

0.2x1 + 0.4x2 + 0.3x3 ≥ 0.7 ⇔ 2x1 + 4x2 + 3x3 ≥ 7.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci równowa»ne

Przykªad ten pokazuje, »e wagi wymierne dodatnie mo»na
symulowa¢ zwielokrotniaj¡c wej±cia.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci równowa»ne

Inhibicja absolutna - u»ywana w jednostkach McCullocha-Pittsa.

Inhibicja wzgl¦dna - wej±cia maj¡ ujemn¡ wag¦, czego efektem jest
podwy»szenie progu.

Twierdzenie. Sieci jednostek McCullocha-Pittsa s¡ równowa»ne
sieciom z inhibicja wzgl¦dn¡.
Ze wzgl¦du na powy»sze równowa»no±ci mo»na wybra¢ albo prostsz¡
topologi¦ sieci albo prostsze jednostki.

Inhibicja: n′ − 1|m⇔ n′|m + 1 (dolna jednostka; górna - zawsze zero -
inhibicja absolutna).
Bez inhibicji: n′|m⇔ n′|m (górna jednostka; dolna - je»eli górna daje
zero to dolna te» - wy»szy próg; je»eli górna daje jeden dolna nie ma
wpªywu).
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Elementy progowe i ich sieci - sieci równowa»ne

Zatem ka»d¡ funkcj¦ logiczn¡ mo»na przedstawi¢ sieci¡ jednostek bez
wag. Jednak u»ywaj¡c wag mo»na zbudowa¢ prostsz¡ sie¢
równowa»n¡.
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Elementy progowe i ich sieci - sygnaªy binarne

Kolejne pytanie - czy sygnaªy binarne nie s¡ ograniczon¡ strategi¡
kodowania sygnaªów?

Ka»dy kolejny stan ma swoj¡ cen¦, która nale»y wzi¡¢ pod uwag¦.

1 Oznaczmy przez b liczb¦ stanów na kanaª komunikacyjny oraz przez
c liczb¦ kanaªów wej±ciowych.

2 Koszt implementacji to K = γbc .
3 Liczba warto±ci któr¡ mo»na reprezentowa¢ to b · ... · b = bc .
4 c = K/(γb); oznaczaj¡c κ = K/γ szukamy warto±ci b, która

maksymalizuje funkcj¦ bκ/b (koszt κ staªy).
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Elementy progowe i ich sieci - sygnaªy binarne

Warto±ci¡ optymaln¡ jest staªa Eulera, zatem 3 stany to warto±¢
optymalna.
Ze wzgledu na binarno±¢ ukªadów biologicznych i elektronicznych
wybieramy 2 stany.

Dla uproszczenia analizy zaªo»ymy mo»liwo±¢ przekazywania liczb
rzeczywistych.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci rekurencyjne

Do tej pory rozmiar danych wej±ciowych i wyj±ciowych byª okre±lony z
góry, cz¦sto chcemy aby wej±cie miaªo zmienny rozmiar np.
dodawanie dwóch dowolnych liczb.

Sie¢ nie-rekurencyjna nie mo»e rozwi¡za¢ problemu dodawania - nie
mo»e przechowywa¢ rezulatatów poprzednich dziaªa«.

Sieci rekurencyjne mog¡ przechowywa¢ cz¦ciowe rezultaty.

Cykle w topologii sieci pozwalaj¡ przechowywa¢ wyniki i ponownie ich
u»ywa¢.
Jednostki McCullocha-Pittsa mog¡ funkcjonowa¢ w sieciach
rekurencyjnych zakªadaj¡c, »e obliczenie trwa jednostk¦ czasu.

Sygnaª dochodz¡cy do jednostki w czasie t daje rezultat w czasie t + 1.
Mo»liwo±ci sieci bez rekurencji mog¡ by¢ tak»e uzyskane w sieciach z
rekurencj¡.
Nale»y skoordynowa¢ czas dostarczenia sygnaªów wej±ciowych do
jednostki.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci rekurencyjne

Opó¹nienie czasowe mo»na uzyska¢ przez wª¡czenie dodatkowych
elementów (ten sam problem co w ka»dym komputerze z zegarem).
Przykªad prostej sieci rekurencyjnej - przetwarza sekwencj¦ bitów tak,
»e dwie kolejne jedynki s¡ zamieniane w 10.

np. 00110110 ⇒ 00100100.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty komórkowe

Poprzednia sie¢ jest przykªadem automatu komórkowego.
Jest to abstrakcyjne urz¡dzenie mog¡ce przyjmowa¢ ró»ne stany. Stan
urz¡dzenia zmienia si¦ w zale»no±ci od sygnaªu wej±ciowego. Sygnaª
wyj±ciowy tak»e zale»y tak»e od stanu urz¡dzenia.

W przykªadzie stan to kombinacja sygnaªów kr¡»¡cych w sieci w danym
momencie.

Automaty sko«czone - sko«czona liczba stanów i mo»e reagowa¢ na
sko«czon¡ liczb¦ sygnaªów.

Przej±cia mi¦dzy stanami i sygnaªy wyj±ciowe mo»na przedstawi¢ w
tabeli.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty komórkowe

Automat o dwóch stanach Q1 oraz Q2.

Sygnaª 1 powoduje przej±cie ukªadu w stan Q1. 0 powoduje przej±cie
w stan Q0.

Warto±¢ na wyj±ciu zale»y od stanu niezale»nie od sygnaªu
wej±ciowego.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty komórkowe

Diagram obrazuje przej±cia pomi¦dzy stanami - warto±¢ na pocz¡tku
strzaªki to sygaª wej±ciowy a na ±rodku to sygnaª wyj±ciowy.
Automat ten zatem przechowuje ostatni bit na wej±ciu w postaci
swojego obecnego stanu.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 61 / 399



Elementy progowe i ich sieci - automaty komórkowe

Sko«czony automat komórkowy nie mo»e wykonywa¢ dziaªa«
wymagaj¡cych niesko«czonej liczby stanów, a wi¦c nie mo»e
realizowa¢ wszystkich funkcji obliczalnych.

Komputery s¡ sko«czonymi automatami komórkowymi - du»a liczba
mo»liwych stanów zapewnia wystarczaj¡c¡ uniwersalno±¢ do
wszystkich praktycznych zastosowa«.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty sko«czone

Twierdzenie. Ka»dy automat sko«czony mo»e by¢ symulowany sieci¡
jednostek McCullocha-Pittsa.
Dowód.

Sygnaªy wej±ciowe I1,...,Im.
W ka»dej chwili t jedynie jedna z tych linii przekazuje 1 (pozostaªe 0).
Zaªó»my, »e stanem pocz¡tkowym sieci jest Q1, tzn. tylko jedna z linii
Q1,...,Qn ma warto±¢ 1.
W chwili t + 1 tylko jedna jednostka AND (tzn. o progu 2) daje 1
(linie wej±cia i stanu s¡ równe 1).
Poª¡czenia w górnej cz¦±ci diagramu kontroluj¡ zmiany stanu ukªadu
np. je»eli kombinacja sygnaªów 1 na Q1 i I1 w chwili t powoduje
przej±cie do stanu Q2 w czasie t + 1, to nale»y poª¡czy¢ odpowiedni¡
jednostk¦ AND z jednostk¡ OR (tzn. o progu 2) odpowiadaj¡c¡
stanowi Q2; na wyj±ciu Q2 pojawi si¦ w chwili t + 2.
Je»eli w czasie t + 2 pojawi si¦ nowy sygnaª wej±ciowy np. I2 to nowym
stanem b¦dzie Qn.
Dolna cz¦±¢ diagramu zawiera poª¡czenia potrzebne do otrzymania
odpowiedniego sygnaªu wyj±ciowego.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty sko«czone
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Elementy progowe i ich sieci - klasy�kacja sieci

1 Sieci z wagami i bez wag (pokazali±my »e s¡ równowa»ne).
Gªówna ró»nica - rodzaj algorytmu ucz¡cego (bez wag - mo»na zmieni¢
tylko progi i topologi¦; w sieciach z wagami topologia zwykle nie jest
mody�kowana).

2 Sieci synchroniczne i asynchroniczne.
Modele synchroniczne - wyj±cia s¡ obliczane jednocze±nie (zawsze
mo»liwe w sieci bez cykli)
W sieciach warstwowych - mo»liwe obliczanie synchroniczne w
warstwach, które obliczane s¡ kolejno.
Modele asynchroniczne - ka»da jednostka jest obliczana niezale»nie od
innych (w sieciach Hop�elda w losowo wybranych momentach); cykle
nie s¡ problemem.

3 Modele z pami¦cia stanu lub bez niej.
Przykªad. Jednostka, w której stan Q jest zapisywany po ka»dym
obliczeniu.
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Elementy progowe i ich sieci - klasy�kacja sieci

Stan Q mo»e mody�kowa¢ sygnaª wyj±ciowy w kolejnej aktywacji.

Je»eli liczba wej±¢ i stanów jest sko«czona jest to automat sko«czony.
Poniewa» ka»dy automat mo»na symulowa¢ sieci¡ jednostek bez
pami¦ci, zatem sieci z pami¦ci¡ stanu s¡ równowa»ne sieciom bez
pami¦ci (dane s¡ przechowywane w postaci wzorca rekursji).

* Sieci o zmiennych progach i wagach s¡ równowa»ne sieciom o staªych
parametrach, je»eli dopu±ci¢ rekursj¦.
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Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

Analiza harmoniczna funkcji logicznych - badanie rozkªadu
warto±ci niezerowych.

Mo»na wypisa¢ warto±ci funkcji w ci¡gu, zatem mo»na my±le¢ o niej
jak o jednowymiarowej funkcji.

Przedstawmy funkcj¦ f : Rm → R jako kombinacj¦ liniow¡ n funkcji

f = a1f1 + a2f2 + ...+ anfn

dziedzina taka sama jak dziedzina funkcji bazy

Dla danych staªych bª¡d kwadratowy w caªej dziedzinie V wynosi

E =

∫
V

(f − (a1f1 + a2f2 + ...+ anfn))2 dV

zaªo»enie - funkcje bazy s¡ caªkowalne na V

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 67 / 399



Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

Aby zminimalizowa¢ bª¡d E potrzebne s¡ pochodne

0 =
dE

dai
= −2

∫
V

fi (f − a1f1 − a2f2 − ...− anfn)) dV , i = 1, ..., n

Prowadzi to do ukªadu n równa«

a1

∫
fi f1 + a2

∫
fi f2 + ...+ an

∫
fi fn =

∫
fi f

W postaci macierzowej
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Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

Powy»sze równanie jest bardzo ogólne - jedyne zaªo»enie to
caªkowalno±¢ fi fj oraz fi f .
Wersja dyskretna (

∑
fi fj =

∑m
k=1

fi (xk)fj(xk)):

W przypadku przybli»ania wielomianami x0, ..., xn−1 punktów
(x1, y1), ..., (xm, xm)
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Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

Je»eli funkcje bazy s¡ ortogonalne - macierz diagonalna.
Transformata Fouriera - sin(kix) oraz cos(kix)
Je»eli »adna z par sinusów nie ma tej samej liczby falowej ki , to∫
2π

0
sin(kix)sin(kjx) = πδij (podobnie cosinusy), wtedy
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Elementy progowe i ich sieci - transformata

Hadamarda-Walsha

Faªsz: −1, prawda 1.
Dla funkcji logicznej n zmiennych x1, ..., xn mo»na u»y¢ poni»szego
zbioru 2n funkcji elementarnych:

Funkcja staªa (x1, ..., xn) 7→ 1(
n
k

)
jednomianów (x1, ..., xn) 7→ xl1xl2 · · · xlk

Funkcje s¡ ortogonalne.

W przypadku dwóch zmiennych transformata Hadamarda-Walsha
dana jest relacj¡
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Elementy progowe i ich sieci - transformata

Hadamarda-Walsha

Ogólnie 2n argumentów oblicza si¦ nast¦puj¡co

gdzie macierz Hn de�nuje si¦ rekurencyjnie

Hn =
1
2

(
Hn−1 Hn−1
−Hn−1 Hn−1

)
H1 =

1
2

(
1 1
−1 1

)
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Elementy progowe i ich sieci - transformata

Hadamarda-Walsha

Funkcj¦ AND mo»na przedstawi¢ jako

x1 ∧ x2 =
1
4

(−2 + 2x1 + 2x2 + 2x1x2)

gdzie wspóªczynniki wynikaj¡ z równania:

Powy»sze wyra»enie oznacza, »e dowoln¡ funkcj¦ logiczn¡ mo»na
przedstawi¢ sieci¡ neuronów wykonuj¡cych dodawanie i mno»enie
binarne.

Nast¦pnie techniki kombinatoryczne pozwalaj¡ na optymalizacj¦ sieci.
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

Ogólnie: elementy progowe - efektywnie obliczaj¡ funkcje logiczne
(niedu»a liczba jednostek; 2 warstwy); niektóre funkcje nie mog¡ by¢
obliczone w ustalonej liczbie warstw bez wykªadniczego zwi¦kszania
liczby bramek konwencjonalnych (nawet w przypadku nieograniczonej
liczby wej±¢).

Konwencjonalne sieci nie gwarantuj¡ staªego opó¹nienia.

Logika progowa daje ªatw¡ metod¦ otrzymania tolerancji na bª¦dy:
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

Powy»sza jednostka oblicza x1 ∧ x2 ∧ x3.
Bez wej±¢ nadmiarowych - Je»eli na ka»dym wej±ciu mo»e wyst¡pi¢
bª¡d z prawdopodobie«stwem p, to prawdopodobie«stwo bª¦du wyniku
(przypadku niezale»nie transmitowanych i równych x1, x2, x3) jest 3p.
Z wej±ciami nadmiarowymi - dzi¦ki progowi 5 wynik b¦dzie
prawidªowy nawet w przy wyst¡pieniu bª¦du.

Prawdopodobie«stwo, »e dwie 1 dotr¡ do jednostki jako zera jest p2, a
kombinacji 2 wej±¢ z 6 jest 15 prawdopodobie«stwo uzyskania zªej
odpowiedzi to 15p2.
Dla maªego p taka bramka jest lepsza: 15p2 < 3p.
Podobnie mo»na analizowa¢ inne kombinacje warto±ci wej±ciowych.
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

Je»eli neurony powoduj¡ bª¦dy mo»na zbudowa¢ sie¢ nadmiarow¡.
W przypadku bezbª¦dnych neuronów mo»na j¡ zredukowa¢ do
poprzedniej bramki.
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

Pierwsze 3 jednostki daj¡ sygnaª wyj±ciowy z prawdopodobie«stwem 1
dla progu θ oraz z prawdopodobie«stwem p dla progu θ − 1.

Podwójne poª¡czenia daj¡ nadmiarowo±¢.

Ostatnia jednostka daj¡ sygnaª wyj±ciowy z prawdopodobie«stwem 1
gdy zadziaªaj¡ wszystkie 3 jednostki pierwszej warstwy oraz z
prawdopodobie«stwem p gdy zadziaªaj¡ dwie.
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Elementy progowe i ich sieci - historia

1927 - Warren McCulloch zacz¡ª rozwa»a¢ sieci sztucznych neuronów
(problemy - inhibicja i sieci rekurencyjne nie byªy jeszcze potwierdzone
do 1930).

Norbert Wiener i Arturo Rosenblueth - dyskusja wa»nej roli sprz¦»enia
zwrotnego w systemach biologicznych.

�Cybernetyka� Wienera - pierwszy best-seller w dziedzinie sztucznej
inteligencji.

Model McCullocha-Pittsa doczekaª si¦ wielu mody�kacji.

Teoretycznie elementy progowe s¡ ogólniejsze ale technologia ma
problem z nieograniczon¡ liczb¡ wej±¢ - nadzieja w elementach
optycznych.

Lata 60te - komputer DONUT (Lewis i Coates): 614 bramek o
maksymalnie 15 wej±ciach.

John von Neumann - pracowaª nad zagadnieniem jak zbudowa¢
niezawodny mechanizm licz¡cy z zawodnych elementów.
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Perceptron

Jednostki McCullocha-Pittsa pozwalaj¡ zbudowa¢ sieci obliczaj¡ce
dowoln¡ funkcj¦ logiczn¡ i symulowa¢ dowolony automat sko«czony -
jednak nie ma wolnych parametrów, które mo»na by zmienia¢ na
potrzeby ró»nych problemów.

Uczenie mo»na wprowadzi¢ jedynie przez mody�kowanie poª¡cze« i
progów, co nie jest praktyczne.

Dlatego tak wa»ne s¡ neurony z wagami.
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Perceptron

1958 - Frank Rosenblatt (psycholog) - zaproponowaª perceptron -
model obliczeniowy ogólniejszy ni» neurony McCullocha-Pittsa.

Istotn¡ innowacj¡ byªo wprowadzenie wag oraz specjalnego wzorca
poª¡cze«.

Oryginalny model - perceptron klasyczny - elementy progowe i
poª¡czenia okre±lane stochastycznie a uczenie nast¦puje dzi¦ki zmianie
wag przy pomocy algorytmu.

Perceptron - model analizowany i ulepszany w latach 60-tych
(Minsky i Papert).

Klasyczny perceptron byª sieci¡ do rozwi¡zywania pewnych
problemów rozpoznawania wzorców.

Retina - powierzchnia rzutowania wzorca - transmituje wielko±ci
binarne do warstwy rzutowania perceptronu przez poª¡czenia, które
s¡ deterministyczne i niezmienne. Pozostaªe poª¡czenia s¡
wybierane stochastycznie aby model byª biologicznie wiarygodny.
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Perceptron

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 81 / 399



Perceptron

Idea - wytrenowanie ukªadu do rozpoznawania wzorców wej±ciowych
w rejonie zmiennych poª¡cze«; algorytm ucz¡cy musi znale¹¢
opdowiednie wagi.

Formalnie - jedyna ró»nica pomi¦dzy neuronami McCullocha-Pittsa a
perceptronami to obecno±¢ wag w sieci.

Rosenblatt - studiowaª te» modele z innymi mody�kacjami np.
ograniczeniem na maksymaln¡ liczb¦ wej±¢ jednostki.

Minsky i Papert - okre±lili istotne cechy modelu Rosenblatta - badali
mo»liwo±ci obliczeniowe perceptronu z ró»nymi zaªo»eniami.
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Perceptron

W modelu Minsky'ego-Paperta - pewne piksele retiny (o warto±ciach
binarnych) poª¡czone s¡ z elementami logicznymi tzw. predykatami
(mog¡ one by¢ dowolnie skomplikowane).

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 83 / 399



Perceptron

Predykaty - ograniczenia - liczba punktów retiny, które mo»e
jednocze±nie analizowa¢ dany predykat lub dystans pomi¦dzy tymi
punktami.

Predykaty przesyªaj¡ warto±ci binarne do elementu progowego z wag¡
- ostateczna decyzja w problemie rozpoznawania wzorca.

Pytania. Jakie rodzaje wzorców mo»na rozpozna¢ w ten równolegªy
sposób? Czy jest granica na to co mo»na obliczy¢ równolegle u»ywaj¡c
nieograniczonej mocy obliczeniowej dla ka»dego predykatu, je»eli nie
mo»e on widzie¢ caªej retiny?

Drugie pytanie jest podobne do zagadnienia przyspieszenia w
obliczeniach równolegªych - jak¡ cz¦±¢ zadania mo»na zrównolegli¢ a
jaka jest nieuniknienie sekwencyjna?
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Perceptron - ograniczenia

Ograniczenia na mo»liwo±ci obliczeniowe wynikaj¡ z:
pole widziane przez jeden predykat nie pokrywa caªej retiny,
na wyj±ciu z predykatu - warto±¢ binarna.

Przed Minskym i Papertem nie wiadomo byªo jakie klasy problemów
rozpoznawania wzorców perceptron mo»e rozwi¡za¢ efektywnie.

Liczba predykatów - ustalona ale mimo nieograniczonej mocy
obliczeniowej ka»dego z nich jest ko«cowy etap z jednym elementem
progowym.

Wszystkie predykaty musz¡ wspóªpracowa¢ produkuj¡c cz¦±ciowe
rezultaty dla globalnej decyzji.

Jakie problemy mo»na tak rozwi¡za¢?
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Perceptron - ograniczenia

Mo»e sie wydawa¢ »e model Minsky-Papert jest uproszczeniem
procesu równolegªego.

Zawiera najwa»niejsze idee odró»niaj¡ce równolegªo±¢ od
sekwencyjno±ci.

Niektóre algorytmy po zrównolegleniu zawieraj¡ cz¦¢ nieredukowalnie
sekwencyjn¡, co ogranicza maksymalne mo»liwe przyspieszenie po
zrównolegleniu.

Prawo Amdahla - matematyczna relacja pomi¦dzy przyspieszeniem a
nieredukowalnie sekwencyjn¡ cz¦±ci¡ algorytmu.

Istniej¡ problemy, których nie mo»na rozwi¡za¢ przy pomocy
pojedynczej jednostki decyzyjnej.

Ograniczenia na pole widziane przez jeden predykat s¡ realistyczne.
Predykaty s¡ wcze±niej ustalone i problem mo»e by¢ dowolnie du»y
(retin¦ mo»na powi¦kszy¢).
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Perceptron - ograniczenia

Podziaª perceptronów ze wzgl¦du na liczb¦ punktów i ich poª¡cze«
do predykatu (Minsky-Papert):

perceptrony o ograniczonej ±rednicy - ka»dy predykat widzi pole o
ograniczonej ±rednicy,
preceptrony ograniczonego rz¦du - ka»dy predykat widzi ograniczon¡
liczb¦ punktów,
perceptrony stochastyczne - predykat widzi pewn¡ ilo±¢ losowo
wybranych punktów.

Pewne wzorce s¡ trudniejsze do rozpoznania ni» inne a powy»sza
klasy�kacja jest pierwsz¡ prób¡ zde�niowania klas zªo»ono±ci dla
rozpoznawania wzorców.

Ci¡gªo±¢ - nie mo»e by¢ rozpoznana przez ograniczone ukªady.
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Perceptron - ograniczenia

Twierdzenie. �aden perceptron o ograniczonej ±rednicy nie mo»e
zdecydowa¢ czy �gura geometryczna jest ci¡gªa.

Dowód. Przez zaprzeczenie - przyjmijmy zaªo»enie »e jest to mo»liwe.

Poni»sze �gury mo»na rozci¡gn¡¢ tak, »e predykaty nie mog¡ widzie¢
jednocze±nie jej lewej i prawej strony.
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Perceptron

Predykaty mo»na podzieli¢ na grupy:

Perceptron decyduje o ci¡gªo±ci �gury obliczaj¡c (S ≥ 0 - ci¡gªa)

S =
∑
Pi∈G1

w1iPi +
∑
Pi∈G2

w2iPi +
∑
Pi∈G3

w3iPi − θ ≥ 0.
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Perceptron

Dla A: S < 0. A→ B: grupa 3 daje ten sam rezultat (±rodek wygl¡da
tak samo).

Jedynie predykaty grupy 2 zmieni¡ swoje wyj±cie o ∆2S :

S + ∆2S ≥ 0⇒ ∆2S ≥ −S .

Rozwa»my A→ C: predykaty grupy 1 musz¡ si¦ dostosowa¢

S + ∆1S ≥ 0⇒ ∆1S ≥ −S .

A→ D: grupa 1 nie odró»nia C od D; grupa 2 nie odró»nia B od D a
grupa 3 nie zmieni si¦ zatem caªkowita zmiana S to:

∆S = ∆2S + ∆1S ≥ −2S
S + ∆S ≥ −S > 0

Ale D nie jest �gur¡ ci¡gª¡ - sprzeczno±¢.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 90 / 399



Perceptron

Ci¡gªo±¢ jest zatem wielko±ci¡ globaln¡ i nie mo»na jej rozpozna¢ bez
patrzenia na caªo±¢.

Rozwi¡zaniem problemu mo»e by¢ sekwencyjne przetwarzanie danych
z predykatów.

Inne problemy trudne dla perceptronów np. nie mo»na zdecydowa¢ czy
zbiór punktów zawiera ich parzyst¡ czy nieparzyst¡ ilo±¢ je»eli
perceptron widzi ograniczon¡ liczb¦ punktów.
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Perceptron - funkcje logiczne

Poprzednio rozwa»ali±my implementacj¦ funkcji logicznych w sieciach
McCullocha-Pittsa.

Teraz uwzgl¦dnienie wag pozwoli osi¡gn¡¢ ten sam cel mniejsz¡ liczb¡
jednostek.

Które funkcje mo»na zaimplementowa¢ z u»yciem pojedynczej
jednostki?

Za perceptron b¦dziemy uwa»a¢ pojedynczy element progowy
obliczaj¡cy warto±¢ wyj±ciow¡ bez opó¹nienia.
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Perceptron - funkcje logiczne - interpretacja geometryczna

De�nicja. Perceptron prosty jest to jednostka progowa o progu θ,
która otrzymuj¡c n warto±ci x1, ..., xn ∈ R poprzez wej±cia o wagach
w1, ...,wn daje na wyj±ciu 1 je»eli zachodzi warunek

∑n
i=1

wixi ≥ θ, a
0 w przeciwnym wypadku.

Wej±cia mog¡ pochodzi¢ od innych perceptronów lub te» innego
rodzaju jednostek obliczeniowych - nie ma to znaczenia.

Interpretacja geometryczna - analogiczna do jednostek
McCullocha-Pittsa z uogólnieniem w postaci wag np. perceptron o
progu 1 i wagach 0.9 oraz 2.0 b¦dzie sprawdzaª warunek

0.9x1 + 2x2 ≥ 1.

Wagi pozwalaj¡ wygenerowa¢ dowolny podziaª przestrzeni pªaszczyzn¡.
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Perceptron - funkcje logiczne - interpretacja geometryczna
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Perceptron - funkcje logiczne - interpretacja geometryczna

Wygodnie jest posªugiwa¢ si¦ tylko perceptronami o zerowym
progu - odpowiednia pªaszczyzna przechodzi zawsze przez ±rodek
ukªadu wspóªrz¦dnych.
Poni»sze perceptrony s¡ równowa»ne:

Wi¦kszo±¢ algorytmów uczenia sieci lepiej jest przedstawi¢ w postaci o
zerowym progu, wtedy n wymiarowy wektor wej±¢ rozszerza si¦ do
n + 1-wymiarowego (x1, ..., xn, 1); wektor wag roszerza si¦ do
(w1, ...,wn,wn+1), gdzie wn+1 = −θ.
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Perceptron - funkcje logiczne - problem XOR

Które funkcje logiczne s¡ implementowalne jednym perceptronem?

Sie¢ perceptronów b¦dzie bardziej wszechstronna ni» sie¢ jednostek
McCullocha-Pittsa.

Rozwa»ymy jako przykªad funkcje 2 zmiennych - jest ich 16 = 22·2.

f0 - funkcja staªa, f14 = OR , f6 = XOR .
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Perceptron - funkcje logiczne - problem XOR

Funkcje obliczalne perceptronem - punkty o warto±ci 0 i 1 mo»na
oddzieli¢ prost¡.

Analiza tabeli - f6 i f9 nie s¡ obliczane perceptronem.
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Perceptron - funkcje logiczne - problem XOR

Rozwa»aj¡c XOR analitycznie (w1, w2 - wagi) speªnione musz¡ by¢
zale»no±ci (gdzie prawa strona wynika z de�nicji XOR):

Poniewa» θ > 0 i w1,2 ≥ θ ostatnia nierówno±¢ nie mo»e by¢ speªniona
(θ > w1 + w2 ≥ 2θ ⇒ 1 > 2).
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

Omówimy narz¦dzia do efektywnego opisu funkcji n zmiennych.
Znaj¡c przypadek XOR mo»na domy±la¢ si¦, »e istnieje wi¦cej funkcji
takiego typu.
Geometria n-wymiarowego hipersze±cianu.
De�nicja. Dwa zbiory punktów A i B w przestrzeni n-wymiarowej
nazywamy liniowo separowalnymi je»eli istnieje n + 1 liczb
rzeczywistych w1, ...,wn+1 takich, »e ka»dy punkt (x1, ..., xn) ∈ A

speªnia warunek
∑n

i=1
wixi ≥ wn+1 a ka»dy punkt (x1, ..., xn) ∈ B

speªnia warunek
∑n

i=1
wixi < wn+1.

W naszym przypadku oczywi±cie wn+1 = θ
Pytanie. Perceptron oblicza jedynie funkcje liniowo separowalne - ile
ich jest dla n argumentów.

n = 2: 14 z 16 mo»liwych,
n = 3: 104 z 256,
n = 4: 1882 z 65536.

Mimo intensywnych bada« »adnego ogólnego wzoru nie ma (mo»na
jedynie poda¢ górne ograniczenie).
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

Perceptron liniowo dzieli przestrze« wej±¢, jednak»e proces szukania
wag mo»e by¢ lepiej przedstawiony w przestrzeni wag.

Dualno±¢ t¡ dla 3 wymiarów pokazuje rysunek:
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

Dla perceptronu o n wej±ciach szukanie liniowego podziaªu, jest
szukaniem punktu w (n + 1)-wymiarowej przestrzeni wag (wagi + θ).
Ka»dy punkt (n + 1)-wymiarowej przestrzeni wag odpowiada
pªaszczy¹nie w (n + 1)-wymiarowej rozszerzonej przestrzeni wej±¢.
Punkt (w1,w2,w3) de�niuje pªaszczyzn¦ w1x1 + w2x2 + w3x3 = 0.
Odwrotnie - je»eli punkt (x1, x2, x3) ma by¢ w dodatniej póªprzestrzeni
to w1x1 + w2x2 + w3x3 ≥ 0.
Algorytm uczenia perceptronu - dobiera wagi i próg automatycznie.
A i B dwa zbiory n-wymiarowych wektorów wej±ciowych, które maj¡
by¢ rozdzielone; perceptron oblicza funkcj¦ binarn¡ fw (x) tak¡, »e
fw (x) = 1 dla x ∈ A oraz fw (x) = 0 dla x ∈ B . Funkcja taka zale»y
od wag i progu - pozwala zde�niowa¢ funkcj¦ bª¦du jako liczb¦
faªszywie sklasy�kowanych punktów przy danym wektorze wag w :

E (w) =
∑
x∈A

(1− fw (x)) +
∑
x∈B

fw (x).
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

E (w) - z de�nicji dodatnia lub zero i jest zde�niowana na caªej
przestrzeni wag.

Celem uczenia perceptronu jest jej minimalizacja - chcemy osi¡gn¡¢
minimum globalne E (w) = 0; startuje si¦ w losowo wybranego wektora
wag i przeszukuje przestrze« obliczaj¡c w ka»dym kroku E (w).
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

Linowy podziaª przestrzeni przez perceptron zaw¦»a ilo±¢ problemów
rozwi¡zywalnych pojedynczym perceptronem.
Mo»na wprowadzi¢ ogólniejszy podziaª przestrzeni - rozwi¡zanie
problemu XOR :
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

Krzywe decyzji np. badano wielomiany i funkcje kawaªkami
wielomianowe (splines).

Problem rozpoznawania wzorców - zakªada si¦, »e wzorce s¡
pogrupowane w klastry w przestrzeni wej±¢ a odpowiednia kombinacja
krzywych decyzji ma wyizolowa¢ jeden z klastrów.

Kombinacja kilku perceptronów tak»e pozwala wyizolowa¢ wypukªy
obszar przestrzeni.

Ogólna idea - rozró»nianie obszarów przestrzeni; zwi¡zany z tym
problem - czy wolne parametry odpowiednich obszarów mog¡ by¢
znalezione algorytmem ucz¡cym.

Kolejny wykªad - zawsze mo»na znale¹¢ parametry dla prostych
je»eli kasy�kowane wzorce s¡ liniowo separowalne.

Znajdywanie alorytmów dla innych krzywych decyzji jest tematem
bada«.
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Perceptron - analogia biologiczna

Perceptron jako prosty model znalazª liczne zastosowania np.
przetwarzanie obrazów.

Przykªad - wykrywanie brzegu - ka»dy piksel �gury po lewej
porównuje si¦ z najbli»szymi s¡siadami - je»eli czarny piksel b¦dzie miaª
biaªego s¡siada to zostanie zaklasy�kowany jako nale»¡cy do brzegu.
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Perceptron - analogia biologiczna

Algorytm wykrywania brzegu - ªatwo stosowa¢ równolegle (potrzebna
informacja lokalna).
Ka»dy piksel ekranu (na który rzutowana jest �gura) poª¡czony jest z
perceptronem tak, »e perceptron 'widzi' piksel i jego otoczenie.
Na rysunku podano wagi; w dziedzinie przetwarzania obrazów nazywa
si¦ to operatorem konwolucji (u»ywamy go ustawiaj¡c w centrum
dany piksel; operator ma maksimum w centrum a na obrze»ach lokalne
minima).
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Perceptron - analogia biologiczna
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Perceptron - analogia biologiczna

Inne operatory - wykrywania poziomych lub pionowych linii,
zamazywania lub wyostrzania obrazu.

Wielko±¢ otoczenia danego piksela mo»na dostosowywa¢ do
konkretnego zastosowania.

Operator do wykrywania pionowej kraw¦dzi pomi¦dzy biaª¡
powierzchni¡ po lewej i czarn¡ po prawej.

−1 0 1
−1 0 1
−1 0 1
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Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny

�cie»ka wzrokowa - najlepiej poznana cz¦±¢ ludzkiego mózgu.

Retina jest pocz¡tkiem tej drogi - to komórki nerwowe zoragnizowane
w warstwy; wst¦pnie przetwarzaj¡ informacj¦ niezb¦dn¡ do widzenia.

�aby - pewne neurony retiny reguj¡ na obecno±¢ maªej plamki w polu
widzenia.

Komórki w retinie - poª¡czone w taki sposób, »e nerw ª¡cz¡cy oko z
mózgiem koduje sum¦ informacji z kilku fotoreceptorów - podobnie jak
operator konwolucji.
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Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny
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Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny

Fotoreceptory - reaguj¡ na fotony depolaryzuj¡c si¦.

Komórki horyzontalne - obliczaj¡ ±redni¡ luminancj¦ (ilo±¢ ±wiatªa
emitowan¡ przez okre±lon¡ powierzchni¦ w dany k¡t bryªowy) w
danym obszarze.

Komórki bipolarne i ganglionowe - sygnaª wyj±ciowy je»eli
luminacja w danym punkcie jest znacz¡co wy»sza od ±redniej.

Ka»dy receptor w retinie jest cz¦±cia mniej wi¦cej kolistego pola
odbiorczego; pola te nakªadaj¡ si¦.

Podobnie jak z kraw¦dzi¡ - otoczenie powoduje inhibicj¦ neuronu a
fotoreceptor wzbudzenie (lub odwrotnie); funkcja meksyka«ski
kapelusz.
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Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny

David Marr podsumowaª wiedz¦ o ±cie»ce wzrokowej i podzieliª proces
na 3 etapy.

1 Mózg rozkªada obraz na cechy np. kraw¦dzie.
2 Z uzyskanych cech budowana jest interpretacja powierzchni, relacje

gª¦bi, grupowania.
3 Peªna interpretacja objektów w polu widzenia (szkic pierwotny).

Marr próbowaª wyja±ni¢ struktur¦ retiny z punktu widzenia zasobów
obliczeniowych potrzebnych do widzenia - zaproponowaª »e na
pewnym etapie retina zamazuje obraz a nast¦pnie wydobywa
informacje o kontra±cie.

Zamazywanie - u±rednienie warto±ci danego piksela i jego s¡siadów;
mo»na u»y¢ gausowskiego rozkªadu wag.
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

Pojedyncze perceptrony - detektory cech.
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

Rozpoznanie litery T: t pikseli jest czarne.

Je»eli brakuje piksela czarnego lub biaªy staje si¦ czarny - wzbudzenie
t − 1.

t − 1 - próg perceptronu - prawidªowe dziaªanie mimo szumu jednego
piksela.

Podobnie wi¦szy szum - perceptron oblicza podobie«stwo wzorca do
wzorca idealnego a próg jest minimalnym podobie«stwem jakie jest
wymagane.

Problem - wzorce musz¡ by¢ znormalizowane - wycentrowanie
(translacja i rotacja jest niedozwolona) oraz odpowiedni rozmiar.
Rozwi¡zanie - rozpoznanie w kilku krokach.

Pismo r¦czne - mo»na próbowa¢ rozpozna¢ cechy jak obecno±¢ linii o
pewnej orientacji niezale»nie od ich poªo»enia.
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

Kognitron i neokognitron (Fukushima) - na±ladowanie struktury
ludzkiej ±cie»ki wzrokowej.

Neokognitron - transformuje obraz na ekranie do nast¦pnego
wzmacniaj¡c pewne cechy a» do ostatecznej decyzji; rozdzielczo±¢
kolejnych ekranów mo»e si¦ zmienia¢.

Ogólna struktura ukªadu nerwowego zaproponowana przez
Fukushim¦ - wariant znanej w przetwarzaniu obrazów architektury
piramidalnej o rozdzielczo±ci obrazu redukowanej z pªaszczyzny do
pªaszczyzny.

Rysunek pokazuje piramid¦ o rozdzielczo±ci redukowanej o czynnik 4.

Obliczenie ustalaj¡ce warto±¢ danego piksela mo»e by¢ dowolne np.
obliczenia progowe.

Pola odbiorcze nie zachodz¡ na siebie.

Architektury - studiowano jako struktury danych dla algorytmów
równolegªych.
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

Neokognitron - bardziej skomplikowana architektura; obraz
transformowany jest z pªaszczyzny pierwotnej na inne w poszukiwaniu
specy�cznych cech.

Bit po bicie - decyzja czy biaªy czy czarny, na podstawie identy�kacji
wzorca (piksel i otoczenie).
Neokognitron Fukushimy - jednostki liniowe a nie perceptrony.

obliczaj¡ wa»one wej±cie - interpretowane jako korelacja ze wzorcem,
który jednostka ma zidenty�kowa¢
czarno-biaªe wzorce ⇒ odcienie szaro±ci
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

Warstwa wej±ciowa UC 0.
Konwersja do 12 obrazów US1

0
,...,US1

11
o takiej samej rozdzielczo±ci

(indeks górny - numer warstwy).
Powy»sza konwersja - ka»dy piksel z UC 0 jest stowarzyszony z polem
odbiorczym 3× 3.
Jedna pªaszczyzna - jeden wzorzec.
Pªaszczyzny UC 1

j - ka»dy piksel poª¡czony z polem odbiorczym w
jednej lub dwóch pªaszczyznach US1

i - ich aktywacje nakªadaj¡ si¦
zamazuj¡c obraz - wzorzec staje si¦ troch¦ szerszy (±rednia wa»ona
piksela i jego s¡siadów).
Nast¦pnie pªaszczyzny US2

i - poª¡czone w tej samej pozycji do
ka»dego z UC 1

j , rozdzielczo±¢ mo»e by¢ zmniejszona.
Rysunek - rozmiary pªaszczyzn u»ytych przez Fukushim¦ do
rozpoznawania pisma r¦cznego.

US i UC przemiennie a» do UC 4

klasy�kacja jako jedna z 0, .., 9
znalezienie wag w procesie uczenia
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

Gªówna zaleta neokognitronu - tolerancja na przesuniecia i
znieksztaªcenia (dzieki zamazywaniu obrazu).

Ukªad ten jest bardzo wra»liwy na metod¦ uczenia i w rzeczywisto±ci
nie jest lepszy od innych prostych sieci.

Badano podobne systemy a neokognitron jest przykªadem klasy sieci
opieraj¡cych si¦ na operatorach konwolucji i rozpoznawaniu wzorców
w maªych polach odbiorczych.
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Perceptron - krzemowa retina

Carver Mead (California Institute of Technology) - rozwija tzw.
in»ynieri¦ neuromor�czn¡ - budowa urz¡dze« emuluj¡cych
odpowied¹ ludzkich organów odpowiedzialnych za zmysªy.
Retina silikonowa - model 3 pierwszych warstw retiny:
fotoreceptorów, komórek horyzontalnych i komórek bipolarnych.

komórki horyzontalne - sie¢ oporników,
fotoreceptory (na rysunku - czarne kropki) poª¡czone s¡ z 6 s¡siadami i
wytwarzaj¡ ró»nic¦ potencjaªów proporcjonaln¡ do luminancji,
sie¢ oporników osi¡ga równowag¦ elektryczn¡ gdy ustali si¦ ±rednia
ró»nica potencjaªów,
neuron daje sygnaª gdy ró»nica pomi¦dzy jego potencjaªem a ±redni¡
osi¡gnie pewien próg.
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Perceptron - krzemowa retina
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Perceptron - krzemowa retina

�redni potencjaª S jako nat¦»enie ±wiatªa Hi :

S =
1
n

n∑
i=1

Si =
1
n

n∑
i=1

logHi ,

S =
1
n
log (H1H2 · · ·Hn) = log (H1H2 · · ·Hn)1/n

Zatem ±redni potencjaª mo»na przedstawi¢ jako ±redni¡ geometryczn¡
nat¦»e«.

Warunek na aktywacj¦ i-tego perceptronu o progu γ to

log(Hi )− log(H1 · · ·Hn)1/n ≥ γ,

lub

log
Hi

(H1 · · ·Hn)1/n
≥ γ.
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Perceptron - krzemowa retina

Jednostka aktywuje si¦ gdy ró»nica z tªem jest du»a.

W sªoneczny dzie« czarne litery w ksi¡»ce odbijaj¡ wi¦cej fotonów ni»
biaªy papier w pomieszczeniu.

Dzieki kompensacji luminacji tªa mo»na czyta¢ zarówno w
pomieszczeniu jak i w ±wietle sªonecznym.
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Perceptron - uwagi historyczne

Perceptron - pierwsza sie¢ neuronowa produkowana komercyjnie
(pierwsze prototypy u»ywane byªy w laboratoriach).

Frank Rosenblat - perceptron do rozwi¡zania pewnych problemów
rozpozawania obrazów.

Perceptron mo»na uwa»a¢ za pierwszy powa»ny model komórki
nerwowej.

Model powstaª w latach 50-tych - wtedy te» Hubel i Wiesel zbadali
struktur¦ retiny.

Pocz¡tek lat 70-tych - architektura ludzkiego oka byªa dobrze poznana.
Ksi¡»ka �Perceptrony� Minsky'ego i Paperta - wpªywowa w
spoªeczno±ci badaczy sztucznej inteligencji (AI); mowi si¦ »e wpªywaªa
na �nansowanie bada«.

jedna z najlepiej napisanych,
krytykowana za podkre±lanie nieobliczanlo±ci a nie obliczalno±ci.
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Perceptron - uwagi historyczne

Operatory konwolucji - u»ywane od wielu lat i s¡ standardowymi
metodami.

Urz¡dzenia typu krzemowej retiny s¡ produkowane i mog¡ by¢
u»ywane w budowie robotów.

Praktyczny cel - przywrócenie wzroku niewidomym ludziom je»eli
nerwy wzrokowe s¡ nieuszkodzone.
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Algorytm uczenia perceptronu

Algorytm uczenia perceptronu - mechanizm znajdywania wag
odpowiednich do danego zadania.

Ogólnie algorytm uczenia to metoda adaptywna - nast¦puje
samoorganizacja.

Mo»na prezentowa¢ sieci przykªady par wej±cie-wyj±cie.

Uczenie zawiera krok korekcyjny wykonywany a» sie¢ nauczy si¦ dawa¢
prawidªowe wyj±cie.

Pewne przypadki - szukanie wag przez testowanie stochastycznie
generowanych przykªadów - nie nast¦puje adaptacja wynikaj¡ca z
poprzednich do±wiadcze« wi¦c nie jest to prawdziwe uczenie.
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Algorytm uczenia perceptronu
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Algorytm uczenia perceptronu - rodzaje algorytmów

1 Uczenie nadzorowane (nazywane tez uczeniem z nauczycielem -
proces ucz¡cy zna odpowied¹)

1 wektory wej±ciowe s¡ prezentowane sieci
2 odchylenie od oczekiwanej odpowiedzi mierzone
3 wagi s¡ korygowane w zale»no±ci od wielko±ci bª¦du w sposób

okre±lony przez algorytm

2 Uczenie nienadzorowane - dla danego wej±cia dokªadna odpowied¹
nie jest znana.

Przykªad - punkty w przestrzeni 2-wymiarowej maj¡ by¢
zaklasy�kowane do 3 klastrów - mo»na zaprojektowa¢ odpowiedni¡ sie¢
klasy�kuj¡c¡ o 3 liniach wyj±ciowych. Nie wiadomo który neuron
wyspecjalizuje si¦ dla danego kastra. W ogólno±ci mo»e nie by¢
wiadomo ile jest klastrów.
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Algorytm uczenia perceptronu
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Algorytm uczenia perceptronu - rodzaje algorytmów

Uczenie nadzorowane mo»na podzieli¢ dalej na:
1 Uczenie wymuszone - po ka»dej prezentacji pary wej±cie-wyj±cie

wiadomo jedynie czy wyj±cie sieci byªo prawidªowe czy nie. Do korekcji
mo»e by¢ u»yty tylko wektor wej±cia.

2 Uczenie przez korekcj¦ bª¦du - zarówno wielko±¢ bª¦du jak i wektor
wej±ciowy wyznaczaj¡ wielko±¢ korekcji wag sieci. Cz¦sto mo»na
próbowa¢ usun¡¢ bª¡d w jednym kroku.

Algorytm uczenia perceptoronu - uczenie nadzorowane z wymuszeniem
(niektóre warianty u»ywaj¡ korekcji bª¦du).
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Algorytm uczenia perceptronu
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Algorytm uczenia perceptronu - notacja wektorowa

Wektor wej±ciowy (x1, x2, ..., xn).

θ jest progiem.

w = (w1,w2, ...,wn,wn+1) (wn+1 = −θ) - rozszerzony wektor wag.

(x1, x2, ..., xn, 1) - rozszerzony wektor wej±cia.

Perceptron sprawdza czy w · x ≥ θ lub (w notacji rozszerzonej)
w · x ≥ 0.

W przypadku operatora ∧ wej±cia i wyj±cia to (notacja zwykªa i
rozszerzona):
(0, 0) 7→ 0 (0, 0, 1) 7→ 0
(0, 1) 7→ 0 (0, 1, 1) 7→ 0
(1, 0) 7→ 0 (1, 0, 1) 7→ 0
(1, 1) 7→ 1 (1, 1, 1) 7→ 1
Szukamy 3 wag (w1,w2,w3).
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Algorytm uczenia perceptronu - absolutna liniowa

separowalno±¢

Do dowodu zbie»no±ci algorytmu uczenia perceptronu zakªada si¦
sprawdzanie nierówno±ci ostrej w · x > 0.
Przypadki równo±ci ostrej i nieostrej s¡ równowa»ne je»eli zbiór
treningowy jest sko«czony.
De�nicja. Dwa zbiory punktów w przestrzeni n-wymiarowej A i B s¡
nazywane absolutnie liniowo separowalnymi je»eli istnieje n + 1
liczb rzeczywistych w1, ...,wn+1 takich, »e ka»dy punkt (x1, ..., xn) ∈ A

speªnia nierówno±¢
∑n

i=1
wixi > wn+1 a ka»dy punkt (x1, ..., xn) ∈ B

speªnia nierówno±¢
∑n

i=1
wixi < wn+1.

Je»eli perceptron mo»e liniowo rozdzieli¢ dwa sko«czone zbiory
wektorów wej±ciowych, to jedynie maªe dostosowanie wag jest
potrzebne do otrzymania absolutniej liniowej separowalo±ci. Wynika to
z twierdzenia:
Twierdzenie. Dwa liniowo separowalne sko«czone zbiory punktów A i
B w przestrzeni n-wymiarowej s¡ tak»e absolutnie liniowo separowalne.
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Algorytm uczenia perceptronu - absolutna liniowa

separowalno±¢

Dowód.

Dwa zbiory s¡ liniowo separowalne, tzn. istniej¡ wagi w1, ...,wn+1

takie, »e
∑n

i=1
wiai ≥ wn+1, (a1, ..., an) ∈ A∑n

i=1
wibi < wn+1, (b1, ..., bn) ∈ B

Je»eli ε = max{
∑n

i=1
wibi − wn+1|(b1, ..., bn) ∈ B}. Z poprzedniego

punktu: ε < ε/2 < 0.

Niech w ′ = wn+1 + ε/2, dla wszystkich punktów ze zbioru A:∑n
i=1

wiai − (w ′ − ε/2) ≥ 0 ⇒
∑n

i=1
wiai − w ′ ≥ −ε/2 > 0 ⇒∑n

i=1
wiai > w ′.

Podobnie dla punktów zbioru B :∑n
i=1

wibi − wn+1 =
∑n

i=1
wibi − (w ′ − ε/2) ≤ ε < 0 ⇒∑n

i=1
wibi − w ′ ≤ ε/2 < 0 ⇒

∑n
i=1

wibi < w ′.
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

Zwykle pierwszym etapem w procesie uczenia sieci jest losowe
przypisanie wag sieci a nast¦pnie poprawianie parametrów (ka»dy
krok - sprawdzamy, czy lepsza liniowa separacja zostaªa osi¡gni¦ta).

De�nicja. Otwarta (zamkni¦ta) dodatnia póªprzestrze«
odpowiadaj¡ca n-wymiarowemu wektorowi wag w jest zbiór wszystkich
punktów x ∈ Rn dla których w · x > 0 (w · x ≥ 0).
Otwarta (zamkni¦ta) ujemna póªprzestrze« odpowiadaj¡ca
n-wymiarowemu wektorowi wag w jest zbiór wszystkich punktów
x ∈ Rn dla których w · x < 0 (w · x ≤ 0).

P , N - sko«czone zbiory punktów w przestrzni Rn, które chcemy
rozseparowa¢ liniowo. Szukamy odpowiedniego wektora wag.

Bª¡d perceptronu o wektorze wag w = liczba nieprawidªowo
zaklasy�kowanych punktów.

Algorytm ucz¡cy musi minimalizowa¢ funkcj¦ bª¦du E (w).
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

Mo»liwa strategia - obliczamy bª¡d a nast¦pnie okre±lamy kierunek w
przestrzeni wag w którym nale»y przemie±ci¢ wektor.

Mo»na to zwizualizowa¢ w przestrzeni wag.

Rozwa»my perceptron o 2 wagach i progu θ = 1. Szukamy wag które
zamieni¡ go w bramk¦ AND.
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

Rysunek pokazuje funkcj¦ bª¦du dla wag z przedziaªu [−0.5, 1.5].
Rozwi¡zaniem jest trójk¡tny rejon w ±rodku - algorytm powinien go
znale¹¢ zaczynaj¡c od dowolnego punktu (w tym przypadku jest to
mo»liwe z u»yciem w ka»dym kroku lokalnych decyzji).

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 139 / 399



Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

Rysunek z góry - rozwi¡zanie to trójk¡t na poziomie zero.
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

Szukanie funkcji ∧ oznacza, »e nale»y rozseparowa¢ absolutnie zbiory
N = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}, P = {(1, 1)}.
P - musi by¢ zakwali�kowany do dodatniej póªprzestrzeni a N do
ujemnej.

Potrzebne s¡ 3 wagi w1,w2,w3 = −θ i rozszerzenie wektora
wej±ciowego o x3 = 1, musz¡ by¢ speªnione:
(0, 0, 1) · (w1,w2,w3) < 0
(1, 0, 1) · (w1,w2,w3) < 0
(0, 1, 1) · (w1,w2,w3) < 0
(1, 1, 1) · (w1,w2,w3) > 0.
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

W postaci macierzowej:

lub Aw > 0, gdzie A ∈ M4×3.

Powy»sze równanie wyznacza punkty wn¦trza wielo±cianu
wypukªego - ±ciany wyznaczone s¡ przez odpowiednie równania
powstaªe z powy»szych nierówno±ci [(0, 0, 1) itd. s¡ wektorami
normalnymi do wyznaczanych przez nie pªaszczyzn].

Ka»dy w wewn¦trznych punktów jest rozwi¡zaniem problemu uczenia
sieci.
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

Gdy próg (tzn. w3) mo»e si¦ zmienia¢, rozwi¡zanie dla funkcji ∧ jest
wn¦trzem poni»szego wielo±cianu:
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia bª¦du

Wielo±cian jest nieograniczony w kierunku ujemnych warto±ci w3.
Dla dowolnie du»ego progu mo»na znale¹¢ rozwi¡zanie.

Do szukania punktów wn¦trza mo»na u»y¢ metod programowania
liniowego.
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Algorytm uczenia perceptronu

Start: Losowo generujemy wektor wag w0; t=0.
Test: Wybieramy losowo wektor x ∈ P ∪ N:

je»eli x ∈ P i wt · x > 0 id¹ do test,
je»eli x ∈ P i wt · x ≤ 0 id¹ do dodaj,
je»eli x ∈ N i wt · x < 0 id¹ do test,
je»eli x ∈ N i wt · x ≥ 0 id¹ do odejmij.

Dodaj: wt+1 = wt + x i t = t + 1, id¹ do test.

Odejmij: wt+1 = wt − x i t = t + 1, id¹ do test.

������������������

Algorytm koryguje wektor wag kiedykolwiek nie jest zaklasy�kowany
prawidªowo.

wt+1 · x = wt · x + x · x > wt · x, bo x · x > 0.

Twierdzenie o zbie»no±ci - dla sko«czonych zbiorów P i N wektor
wag b¦dzie aktualizowany sko«czon¡ ilo±¢ razy.
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

S¡ dwie alternatywne metody wizualizacji procesu uczenia: w
przestrzeni wej±¢ lub w rozszerzonej przestrzeni wej±¢ (wtedy punkty
separujemy liniowo przechodz¡c przez ±rodek ukªadu wspóªrz¦dnych:
w1x1 + w2x2 + w3 = 0).
w = (w1,w2,w3) - wektor normalny do pªaszczyzny.
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

Nale»y znale¹¢ wagi takie, »e w · x > 0 dla x ∈ P oraz w · x < 0 dla
x ∈ N.

Algorytm dodaje/odejmuje x od w powoduj¡c zbli»enie/oddalenie
(pomniejszenie/powi¦kszenie k¡ta) si¦ wektora wag od danego x.

Mo»na zacz¡¢ od wektora b¦d¡cego ±redni¡ dodatnich wektorów
wej±ciowych minus ±redni¡ ujemnych wektorów wej±ciowych.

Nie normalizujemy wektora wag, zatem za ka»dym razem w ± x
oznacza inn¡ rotacj¦.

Je»eli x ∈ P i ‖x‖ � ‖w‖ to nowy wektor wag w + x jest prawie
równy x.

Na poni»szym przykªadzie mo»na zaobserwowa¢ zwi¦kszanie si¦
dªugo±ci x oraz to, »e ka»da korekcja wag przybli»a wektor do danago
x powoduj¡c coraz mniejsz¡ zmian¦ k¡ta:
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

Szybko±¢ uczenia = szybko±¢ zmiany wektora w - maleje w czasie i
je»eli kontynuujemy uczenie po uzyskaniu separacji zbli»a si¦ do zera.

Wiele algorytmów uczenia posiada staª¡ uczenia, która d¡»y do zera
w procesie uczenia.

Algorytm uczenia perceptronu dostarcza zatem takiej staªej, która
wyznacza te» plastyczno±¢ sieci.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbie»no±ci

Liczba iteracji mo»e by¢ bardzo du»a - wektory mog¡ by¢
nieznormalizowane lub niekorzystnie rozªo»one.

Istniej¡ szybsze metody znajdowania wektora wag.
Dynamika uczenia perceptronu na przykªadzie funkcji ∨:

(1, 1) na wej±ciu musi da¢ 1, tzn. w1 + w2 ≥ 1,
na rysunku przeciwprostok¡tna trójk¡ta to w1 + w2 = 1,
dodaj¡c do x wektor (1, 1) otrzymujemy rozwi¡zanie w jednym kroku,
dodaj¡c do x wektor (0.1, 0.1) potrzeba kilku kroków.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbie»no±ci
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbie»no±ci

Je»eli w iteracji t wektor wej±ciowy x ∈ P zostaª zakwali�kowany
bª¦dnie, tzn. wt · x ≤ 0, bª¡d de�niujemy nast¦puj¡co

δ = −wt · x.

De�niuj¡c nowe wagi jako

wt+1 = wt +
δ + ε

‖x‖2
x,

gdzie ε to maªa liczba rzeczywista dodatnia.

Tak zde�niowana waga klasy�kuje wektor x prawidªowo

wt+1 ·x =

(
wt +

δ + ε

‖x‖2
x

)
·x = wt ·x+ (δ+ ε) = −δ+ δ+ ε = ε > 0.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbie»no±ci

Dzi¦ki ε nowy wektor jest prawidªowo klasy�kowany w jednym kroku w
minimalny sposób.

Wa»ne jest aby ε by nie przeskoczy¢ to obszaru o wy»szym bª¦dzie.

Gdy x ∈ N post¦puje si¦ analogicznie u»ywaj¡c δ − ε.
Algorytm ten to przykªad, to uczenie przez korekcj¦ bª¦du.

Istnieje wariant ze staª¡ proporcjonalno±ci d¡»¡c¡ do zera w procesie
uczenia γ(δ + ε)x.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbie»no±ci

Je»eli zbiór treningowy nie jest liniowo separowalny algorytm uczenia
perceptronu nie b¦dzie mógª sie zako«czy¢.
Jednak mo»e wystarczy¢ znalezienie separacji liniowej prawidªowo
mo»liwie najwi¦kszej liczby wektorów.
Odpowiedni wariant algorytmu uczenia perceptronu przechowuje
najlepszy w danej chwili wektor wag (w �kieszonce�) i nadal stara si¦
znale¹¢ lepszy, który je»eli zostanie znaleziony zast¦puje poprzedni.
Algorytm �kieszonkowy�:

1 Zainicjalizuj wektor w losowo. Zde�niuj przechowywany wektor
ws = w. Ustaw histori¦ hs wektora ws na zero.

2 Aktualizuj w u»ywaj¡c pojedynczego kroku algorytmu uczenia
perceptronu. Aktualizuj liczbe h wektorów testowanych z sukcesem
(cykl = wszystkie x). Je»eli h > hs podstaw w za ws oraz h za hs .

3 Algorytm ten czasem mo»e zamieni¢ wektor lepszy na gorszy, bo
rozwa»ana jest tylko informacja z ostatniego zbioru przykªadów.

4 Je»eli zbiór treningowy jest sko«czony i wagi oraz wektory s¡ wymierne
mo»na pokaza¢, »e algorytm ten d¡»y do optymalnego rozwi¡zania z
prawdopodobie«stwem 1.
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Algorytm uczenia perceptronu - zªo»ono±¢ uczenia

perceptronu

Algorytm wybiera kierunek w przestrzeni wag bazuj¡c na ostatniej
nieprawidªowej klasy�kacji wektora testowego.
Nie ma globalnej informacji o funkcji bª¦du.
Czasem prowadzi to do bardzo wykªadniczo rosn¡cej liczby aktualizacji
wektora wag:
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Algorytm uczenia perceptronu - zªo»ono±¢ uczenia

perceptronu

Zalety wizualizacji - poni»szy rysunek pokazuje problem a poprzedni
wyja±nia dlaczego jest trudny do rozwi¡zania.
Obydwa wektory nale»y zaklasy�kowa¢ do dodatniej póªprzestrzeni -
trzeba obraca¢ prost¡ o bardzo maªy k¡t.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

Szukamy wn¦trza wielo±cianu - zatem musza istnie¢ punkty nale»¡ce
do wn¦trza.
Programowanie liniowe nadaje si¦ dla takiego zagadnienia. Zostaªo
ono rozwini¦te dla rozwi¡zania nast¦puj¡cego problemu:

Maj¡c dany zbiór n zmiennych x1, x2, ..., xn nale»y zminimalizowa¢ lub
zmaksymalizowa¢ funkcj¦ c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn.
Zmienne te musz¡ dodatkowo speªnia¢ warunki:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≤ b2

...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≤ bm
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

Algorytm simpleks - sprawdza kolejne wierzchoªki, poruszaj¡c si¦ w
kierunku wzrastaj¡cej warto±ci optymalizowanej funkcji.
Kryterium przej±cia do kolejnego wierzchoªka jest rzut gradientu
optymalizowanej funkcji na ±ciany wielo±cianu.
Przy du»ej liczbie wierzchoªków lepiej jest porusza¢ si¦ przez
±rodek wielo±cianu.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

Problem znalezienia punktu wn¦trza mo»na przeksztaªci¢ w
zagadnienie programowania liniowego.

Wymagane nierówno±ci mo»na przedstawi¢ w postaci macierzowej
Ax ≤ b.

Dla uproszczenia zakªadamy b ≥ 0 oraz x ≥ 0.

Wprowadzaj¡c m-wymiarowy wektor y dodatkowych zmiennych,
mo»na napisa¢

Ax + Iy = b.

Szukamy rozwi¡zania zagadnienia minimalizacji

min

{
m∑
i=1

yi |Ax + Iy = b, x ≥ 0, y ≥ 0

}
.

Pocz¡tkowe rozwi¡zanie speªniaj¡ce te warunki, to x = 0, y = 0.
Zaczynaj¡c od niego szukamy minimum.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

Je»eli minimum jest ujemne problem nie ma rozwi¡zania, gdy»
Ax > b (zbiór Ax ≤ b jest pusty).

Mo»na omin¡¢ warunki x ≥ 0, y ≥ 0 - istnieje transformacja
ogólnego problemu do przedstawionej tu postaci kanonicznej.

Szukanie wektora wag dla perceptronu to szukanie punktów
wewn¦trznych wielo±cianu wypukªego, to jego uczenie mo»e si¦
odbywa¢ tak»e w ten sposób.

Je»eli zbiory wektorów nie s¡ liniowo separowalne algorytm
programowania liniowego mo»e to wykry¢.

Algorytm uczenia perceptronu nie jest najefektywniejsza metod¡
uczenia (wiemy, »e zdarzaj¡ si¦ trudne przypadki!).

W teorii programowania liniowego istniej¡ algorytmy potrzebuj¡ce
wielomianowej liczby iteracji i znajduj¡ce optymalne
rozwi¡zanie lub wykrywaj¡ce, »e takowe nie istnieje.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

Algorytm Karmarkara (1984) - przykªad szybkiego algorytmu (czas
wielomianowy).
Startuje od punktu wewn¦trznego i stosuje metod¦ najszybszego
spadku (w przypadku maksymalizacji) upewniaj¡c si¦, »e nie wyjdzie
poza dozwolony rejon.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 162 / 399



Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe

Przeanalizowali±my wªasno±ci obliczeniowe pojedynczych elementów
progowych.

Rozwa»ymy sieci o strukturze warstwowej - warstwy neuronów.
Architektura sieci - jednostki i ich poª¡czenia.

funkcja integruj¡ca Ψ : Rn → R - oblicza caªkowite wzbudzenie.
funkcja aktywacji Φ : R→ R
mo»e by¢ Φ : R→ [0, 1]; Ψ nie musi by¢ sum¡ - sie¢ mo»e wtedy
obliczy¢ trudne funkcje u»ywaj¡c mniej neuronów.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - architektura warstwowa

De�nicja. Architektura sieci jest to czwórka (I ,N,O,E ) skªadaj¡ca
si¦ ze zbioru wej±¢ I , zbioru jednostek obliczeniowych N, zbioru wyj±¢
O oraz zbioru skierowanych kraw¦dzi E . Kraw¦d¹ skierowana to
trójka (u, v ,w) taka, »e u ∈ I ∪ N, v ∈ N ∪ O, w ∈ R.
Wej±cia i wyj±cia nie wykonuj¡ oblicze« ale traktujemy je jak neurony.

Wszystkie kraw¦dzie maj¡ wagi.

Architektura warstwowa N = N1 ∪ ... ∪ Nl (Ni - warstwa sieci) tak,
»e poª¡czenia z N1 id¡ do N2, z N2 do N3 itd.

Tylko N1 s¡ poª¡czone z wej±ciami, Nl tylko z wyj±ciami (nazywamy je
jednostkami wyj±ciowymi sieci)

Wej±cia tworz¡ warstw¦ wej±¢ a wyj±cia warstw¦ wyj±¢; warstwy bez
poª¡cze« do wyj±cia to warstwy ukryte.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - architektura warstwowa
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - architektura warstwowa

Zwykle jednostki w warstwie nie s¡ ze sob¡ poª¡czone a wyj±cia s¡
pomijane na rysunku.

Jednostki z s¡siaduj¡cych warstw s¡ poª¡czone ka»da z ka»d¡; liczba
wag to mn (ilo±ci neuronów: Ni = m, Ni+1 = n).

Du»o poª¡cze« - powstaje zagadnienie ich minimalizacji.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

XOR pozwala przeanalizowa¢ wªasno±ci sieci 1- i 2-warstwowych.
Pojedynczy perceptron nie mo»e obliczy¢ tej funkcji ale sie¢
dwuwarstwowa tak.
Sie¢ 3-warstwowa obliczaj¡ca XOR (liczymy warstw¦ wej±ciow¡ a
wyj±ciow¡ nie):
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

S¡ tu 3 jednostki x1 ∧ ¬x2, ¬x1 ∧ x2: (x1 ∧ ¬x2) ∨ (¬x1 ∧ x2).

Pytanie - ile istnieje ró»nych rozwi¡za« problemu XOR tak¡ sieci¡?
Dokªadniej: ile wyra»e« na funkcj¦ XOR mo»na napisa¢ z u»yciem 3 z
14 mo»liwych funkcji Boole'a dwóch zmiennych (XOR i jego
zaprzeczenia nie liczymy).
Mo»na wypisa¢ mo»liwe funkcje boolowskie.

Notacja - s¡ 4 mo»liwe wej±cia, które szereguje si¦ (1,1), (0,1), (1,0),
(0,0) i indeksem przy funkcji f oznacza si¦ warto±¢ funkcji dla
kolejnych wej±¢:
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

f0 to funkcja staªa (x1, x2) 7→ 0; f8 = f1000 to AND; f6 to XOR.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

16 mo»liwo±ci rozwi¡zania problemu XOR; mo»na odszuka¢
(x1 ∧ ¬x2) ∨ (¬x1 ∧ x2) = f14(f2(x1, x2), f4(x1, x2)).
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

Widoczne symetrie nie s¡ przypadkowe.

Zwi¦kszaj¡c liczb¦ jednostek w warstwach ukrytych - wi¦cej mo»liwych
kombinacji - sie¢ ma wi¦ksz¡ pojemno±¢.
Przykªad sieci, która nie jest czysto warstwowa;

ostatnia jednostka oblicza OR ale je±li x1 = x2 = 1 nast¦puje inhibicja.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Symetri¦ 16-tu rozwi¡za« problemu XOR mo»na zrozumie¢ patrz¡c na
obszary przestrzeni wag wyznaczane przez sie¢ 2-warstwow¡.
Poni»szy rysunek pokazuje obszary dla sieci XOR (str. 168),
zaznaczono dodatnie póªprzestrzenie.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Powstaªe 3 obszary mog¡ by¢ identy�kowane z u»yciem 2 bitów -
ka»dy bit oznacza czy dany obszar nale»y do dodatniej czy ujemnej
póªprzestrzeni zwi¡zan¡ z dan¡ prost¡.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Je»eli zaznaczonym obszarom przypiszemy warto±¢ 1, a
niezaznaczonemu 0 - problem XOR rozwi¡zany.

Ogólna cecha sieci warstwowych - pierwsza warstwa jednostek
obliczeniowych odwzorowuje wektor wej±ciowy na drug¡ przestrze«
tzw. przestrze« klasy�kacji lub cech, która dekoduje klasy�kacj¦
wyznaczon¡ przez jednostki ukryte obliczaj¡c ostateczny wynik.
Ka»da jednostka pierwszej warstwy ukrytej oblicza liniow¡ separacj¦
przestrzeni wej±ciowej

w przestrzeni 2-wymiarowej mo»na wyizolowa¢ klastry punktów
u»ywaj¡c 3 linii prostych:

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 175 / 399



Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Je»eli szukamy sieci daj¡cej 1 dla punktów klastra - potrzebne 3
jednostki ukryte i na ko«cu jedna obliczaj¡ca AND.

ostatnia jednostka dekoduje (111) daj¡c warto±¢ 1.

Aby wyizolowa¢ wypukªy klaster punktów w przestrzeni
n-wymiarowej potrzeba przynajmniej n + 1 jednostek ukrytych.
Aby zidenty�kowa¢ sum¦ 2 klastrów i otrzyma¢ 1:

potrzebne 2x3 jednostki do indenty�kacji ka»dego z klastrów
2 jednostki AND w warstwie ukrytej
jednostka obliczaj¡ca OR

Opisany sposób izolacji klastrów nie jest optymalny - nie byªa
rozpatrywana mo»liwo±¢ ponownego u»ycia zde�niowanych poprzednio
hiperpªaszczyzn.

Ogólnie - nie wiadomo ile klastrów zawieraj¡ dane wej±ciowe ani czy
s¡ one wypukªe.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Problem - ile obszarów mo»na zde�niowa¢ z u»yciem przecinaj¡cych
si¦ póªprzestrzeni i dlaczego w pewnych wypadkach sie¢ nie jest
wystarczaj¡co plastyczna aby rozwi¡za¢ dany problem.

Znajd¹my wektor wag dla perceptronu obliczaj¡cego AND:

(0, 0) : 0w1 + 0w2 + 1w3 < 0, wyj±cie = 0

(0, 1) : 0w1 + 1w2 + 1w3 < 0, wyj±cie = 0

(1, 0) : 1w1 + 0w2 + 1w3 < 0, wyj±cie = 0

(1, 1) : 1w1 + 1w2 + 1w3 ≥ 0, wyj±cie = 1

Otrzymuje si¦ 4 pªaszczyzny przechodz¡ce przez ±rodek ukªadu
wspóªrz¦dnych.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

1 : w3 = 0

2 : w2 + w3 = 0

3 : w1 + w3 = 0

4 : w1 + w2 + w3 = 0

3 pªaszczyzny w przestrzeni 3-wymiarowej de�niuj¡ 8 obszarów a 4
pªaszczyzny - 14 obszarów.

Poniewa» jest 16 funkcji boolowskich 2 zmiennych 2 nie mog¡ by¢
obliczone perceptronem (wiemy ju», »e chodzi o XOR i ¬XOR).
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Te 14 obszarów mo»na przedstawi¢ na sferze.
4 nierówno±ci zwi¡zane z punktami (1,1), (0,1), (1,0) i (0,0) de�niuj¡
wielo±cian w przestrzeni wag
nakªada si¦ warunek normalizacji wektorów wag, co powoduje »e ko«ce
wszystkich wektorów le»¡ na sferze
nie wpªywa to na dziaªanie perceptronu
obszary zde�niowane przez hiperpªaszczyzny odpowiadaj¡ce funkcjom
logicznym staj¡ si¦ obszarami na sferze jednostkowej
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Oznaczenia - bity wyj±ciowe.
np. f1000 = f8 to funkcja AND.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Obszary oddzielone koªem wielkim - ró»ni¡ si¦ 1 bitem.

Ka»dy obszar s¡siaduje z 3 lub 4 innymi.

Np. obszar AND (1000) ma 3 s¡siadów 0000, 1100, 1010.

Na sferze nie ma obszaru 1001 - funkcja nieobliczalna.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wektory bipolarne

Wektory bipolarne - u»ywaj¡ −1 zamiast zera (wektory binarne - 0 i
1)

Nie zmienia to wªasno±ci perceptronu ale zmienia symetri¦ obszarów
zwi¡zanych z rozwi¡zaniem.

Odpowiednie rówania dla funkcji AND:

1 : −w1 − w2 + w3 = 0

2 : −w1 + w2 + w3 = 0

3 : w1 − w2 + w3 = 0

4 : w1 + w2 + w3 = 0

Pªaszczyzny spotykaj¡ si¦ w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych - tworz¡
wielo±ciany foremne

wektory normalne - parami iloczyn skalarny 1 lub −1

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 184 / 399



Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wektory bipolarne

Rozmiary obszarów s¡ ró»ne i zwi¡zane z trudno±ci¡ nauki
perceptronu.
Dobrze by byªo gdyby obszary miaªy podobne rozmiary - mo»e by¢
potrzeba nauczenia perceptronu dowolnej funkcji.
Tabela pokazuje rozmiary otrzymane metod¡ Monte Carlo dla funkcji
boolowkich 2 zmiennych.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 185 / 399



Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wektory bipolarne

Maksymalna zmienno±¢ w kodowaniu bipolarnym - 1.44, natomiast w
binarnym 12.5.

Tak»e empirycznie zaobserwowano, »e ªatwiej jest nauczy¢
wielowarstwow¡ sie¢ neuronow¡ w reprezentacji bipolarnej.

Mo»na pokaza¢, »e pod wzgl¦dem rozmiarów obszarów kodowanie
bipolarne jest optymalne.

Kodowanie bipolane jest te» lepsze dla przestrzeni wielowymiarowej o
du»ym n.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszarów rozwi¡za«

Innym sposobem analizy obszarów rozwi¡za« jest projekcja
stereogra�czna sfery na pªaszczyzn¦ (biegun póªnocny - odwzorowany
na ∞).
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszarów rozwi¡za«

Projekcja stereogra�czna rzutuje okr¦gi na elipsy - ksztaªt nie jest
istotny wi¦c mo»na elipsy przeksztaªci¢ w okr¦gi (centrum obszaru
1111 wybrano jako biegun póªnocny)
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszarów rozwi¡za«

Symetria jest lepiej widoczna w stylizowanej reprezentacji - obszary
funkcji f i ¬f s¡ poªo»one symetrycznie.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszarów rozwi¡za«

Liczba s¡siednich obszarów ma znaczenie je»eli algorytm zaczyna z
losowego punktu i przechodzi z obszaru do obszaru.

Funkcja bª¦du (po lewej: dla f1111 - minimum a dla f0000 - maksimum)
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszarów rozwi¡za«

Im wi¦kszy bª¡d tym wi¦cej mo»liwych ±cie»ek do obszaru o zerowym
bª¦dzie.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

Sfera boolowska pozwala interpretowa¢ dziaªanie sieci z warstw¡
ukryt¡.

W poni»szej sieci z 3 perceptronami w warstwie ukrytej ka»da
jednostka dzieli przestrze« wej±ciow¡ na 2 póªprzestrzenie.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

Podziaª przestrzeni mo»na podsumowa¢ na jednej sferze
3 jednostki generuj¡ 3-bitowe oznaczenie ka»dego obszaru
jednostka wyj±ciowa dekoduje te bity przypisuj¡c im warto±¢ 0 lub 1
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

Jakie podziaªy przestrzeni generuje sie¢ z dwoma jednostkami w
warstwie ukrytej?

s¡ 4 obszary
warto±¢ oznaczona zacienieniem obszaru
z 16 mo»liwo±ci pokolorowania 2 odrzucamy jako nieobliczalne -
jednostka wyj±ciowa nie mo»e zdekodowa¢ XOR [przypomnienie -
dekodery - inhibicja]
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

Rozwa»ania dotycz¡ce liczby obszarów mo»na sformalizowa¢.
R(m, n) - liczba ró»nych obszarów zde�niowanych przez m
powierzchni o wymiarze n − 1.

R(m, n) = 2
n−1∑
i=0

(
m − 1

i

)
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

T (2n, n) - liczba funkcji progowych n zmiennych.

Tabela pokazuje te» górne ograniczenie na R(m, n).
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - konsekwencje

Liczba funkcji progowych w przestrzeni n-wymiarowej ro±nie
wielomianowo wzgl¦dej zmiennej 2n (wszystkich funkcji logicznych -
wykªadniczo).

procent funkcji progowych w relacji do wszystkich logicznych d¡»y z n
do zera

Sieci z dwoma lub wi¦cej warstw maj¡ tak»e problemy z uczeniem.
je»eli warstwa ukryta zawiera m jednostek a wektor wej±ciowy ma
wymiar n - maksymalna liczba obszarów to R(m, n)
je»eli wektorów wej±ciowych jest wi¦cej - mo»e si¦ zdarzy¢, »e nie b¦dzie
wystarczaj¡cej ilo±ci obszarów dla obliczenia danej funkcji logicznej
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - historia

Sieci warstwowe zaproponowano ju» w pocz¡tkach rozwoju sieci
neuronowych nie znano dobrej metody ich uczenia.

Rosenblatt eksperymentowaª z uczeniem, w którym bª¡d na wyj±ciu
propagowaª si¦ do pierwszych warstw sieci.

Problem - poªo»enie i liczba lokalnych minimów.

Funkcje progowe studiowano intensywnie w latach 60-tych otrzymuj¡c
ograniczenia na ich liczb¦.

Wykonano wiele bada« wªasno±ci topologicznych wielo±cianów i
obszarów na sferach.

Valiant - niezale»na od modelu teoria uczenia.
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Algorytm propagacji wstecznej

Sieci wielowarstwowe mog¡ oblicza¢ wiecej funkcji Boolowskich ni»
jednowarstwowe

Koszt znalezienia wag wzrasta z ilo±ci¡ parametrów i bardziej
skomplikowan¡ topologi¡ sieci.

Algorytm propagacji wstecznej - mo»e poradzi¢ sobie z takim
zªo»onym problemem uczenia sieci.

U»ywany byª w ró»nych sytuacjach, ponownie odkrywany; jeden z
najbardziej studiowanych i u»ywanych algorytmów uczenia sieci.

Dowód mo»na oprze¢ na podej±ciu gra�cznym - problem opisania
grafu.

Dowód analityczny - mniej ogólny (opisuje specjalne topologie sieci) i
trudniejszy.

Algorytm propagacji wstecznej - skuteczny tak»e gdy w sie¢ mo»e
przekazywa¢ tylko informacj¦ lokaln¡.
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji

Szukamy minimium funkcji bª¦du w przestrzeni wag - metoda
gradientowa.

Rozwi¡zanie problemu uczenia - kombinacja wag odpowiadaj¡ca
minimum globalnemu.

Gradient - w ka»dym kroku funkcja bª¦du musi by¢ ró»niczkowalna.

Funkcja aktywacji neuronu - inna ni» funkcja schodkowa znana z
perceptronu.

Zªo»enie funkcji na wyj±ciu z perceptronu b¦dzie nieci¡gªe ⇒
funkcja bª¦du nieci¡gªa.

Popularna funkcja dla algorytmu propagacji wstecznej - sigmoid, czyli
sc : R → (0, 1)

sc =
1

1 + e−cx
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji

Parametr c mo»na wybra¢ dowolnie, gdy c→∞ funkcja staje si¦
schodkowa.

W sieciach stochastycznych - 1/c nazywa si¦ parametrem
temperaturowym.

Dla uproszczenia wyra»e« zaªo»ymy c = 1. Wtedy s(x) ≡ s1(x).

Pochodna:

d

dx
s(x) =

e−x

(1 + e−x)2
= s(x)(1− s(x)).

Alternatyw¡ dla sigmoidu mo»e by¢ tzw. sigmoid symetryczny

S(x) = 2s(x)− 1 = 1−e−x

1+e−x (S(−x) = −S(x)).
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji

Do algorytmu propagacji wstecznej - wiele ró»nych funkcji aktywacji
zostaªo zaproponowanych.
Rysunek pokazuje wygªadzenie funkcji bª¦du - u»ycie sigmoidu.

Dla gradientu - wa»ne, »e nie ma zupeªnie pªaskich rejonów -
konsekwencja s ′(x) > 0.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 205 / 399



Algorytm propagacji wstecznej - minima lokalne

Cen¡ za ró»niczkowalno±¢ sigmoidu jest pojawianie si¦ minimów
lokalnych funkcji bª¦du.
Nie wyst¦powaªy by one gdyby u»y¢ funkcji schodkowej.
Funkcja bª¦du na rysunku - obliczona dla pojedynczej jednostki o 2
wagach staªym progu i 4 przykªadami w zbiorze treningowym.
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Algorytm propagacji wstecznej - minima lokalne

W wielu przypadkach minima lokalne powstaj¡ gdy docelowym
wyj±ciem s¡ warto±ci inne ni» 0 lub 1.

Gdy uczymy sie¢ do obliczania XOR aby dawaªa warto±¢ 0.9 dla (0, 1)
i (1, 0) - pojawiaj¡ si¦ minima lokalne.

Jednak nawet gdy warto±ci docelowe s¡ binarne - minima lokalne s¡
obecne.

Lisboa i Perantonis - znale¹li analitycznie wszystkie minima dla funkcji
XOR.
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

Wyprowadzenie propagacji wstecznej = obliczanie gradientu
odpowiednim opisaniem grafu.

Dowód dla ogólnych topologii - nie ma ograniczenia do sieci
warstwowych.

Sie¢ neuronowa oblicza funkcj¦ sieci φ; uczenie - szukanie wag
najlepiej przybli»aj¡c¡ w najlepszy mo»liwy sposób szukan¡ funkcj¦ f
(dan¡ niejawnie ale w postaci zbioru przykªadów).

Rozwa»my sie¢ o n wej±ciach i m wyj±ciach o dowolnej liczbie
jednostek ukrytych i dowolnych poª¡czeniach.

Zbiór treningowy: {(x1, t1), ..., (xp, tp)}
Funkcje na ka»dym w¦¹le sieci - ci¡gªe i ró»niczkowalne.
Wagi - losowe liczby rzeczywiste.
xi → oi 6= ti - chcieliby±my uzyska¢ równo±¢ albo ogólniej...
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

... zminimalizowa¢ bª¡d zde�niowany jako

E =
1
2

p∑
i=1

‖oi − ti‖2

Po treningu sprawdzamy, czy sie¢ potra� interpolowa¢ - na nowych
przykªadach sprawdzamy czy s¡ one rozpoznawane jako podobne do
ju» znanych i czy warto±ci na wyj±ciu s¡ podobne.

Algorytm propagacji wstecznej - znajduje minima lokalne funkcji
bª¦du - inicjacja sieci losowymi wagami.

Gradient funkcji bª¦du jest obliczany i u»ywany do korekcji
pocz¡tkowych wag.
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

Rozszerzamy sie¢ aby obliczy¢ funkcj¦ bª¦du.

Podobnie dla ka»dego ti.
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

Funkcja bª¦du jest ró»niczkowalna - minimalizacja metod¡ gradientow¡

∇E =

(
∂E

∂w1

, ...,
∂E

∂wl

)
Aktualizacja wag (λ - staªa uczenia):

∆wi = −λ ∂E
∂wi

, i = 1, ..., l .
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Algorytm propagacji wstecznej - pochodne funkcji sieci

Cel - metoda efektywnego wyznaczania gradientu funkcji sieci
wzgl¦dem wag sieci.

Sie¢ jest równowa»na skomplikowanemu zªo»eniu funkcji - reguªa
ªancuchowa dla znajdowania gradientu.

W¦zªom sieci nadaje si¦ zªo»on¡ struktur¦, któr¡ reprezentuje si¦
B-diagramem (backpropagation diagram): prawa strona oblicza
funkcj¦ zwi¡zan¡ z w¦zªem, lewa strona jej pochodn¡.

Funkcja scalaj¡ca mo»e by¢ odseparowana od funkcji aktywacji -
rozdzielamy w¦zeª sieci na 2 cz¦±ci.
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Algorytm propagacji wstecznej - B-diagram
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Algorytm propagacji wstecznej - B-diagram

Sie¢ jest obliczana 2-etapowo:
1 Informacja przepªywa ze strony lewej do prawej - ka»da jednostka

oblicza swoj¡ funkcj¦ aktywacji f oraz pochodn¡ f ′; obydwa rezultaty
s¡ przechowywane ale tylko f przekazywane jest do kolejnych jednostek
po prawej.

2 Propagacja wsteczna - informacja w sieci przekazywana jest z
powrotem z prawej do lewej strony sieci (przechowywane warto±ci s¡
u»yte).
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Algorytm propagacji wstecznej - zªo»enie funkcji
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Algorytm propagacji wstecznej - zªo»enie funkcji

Krok propagacji wstecznej - wej±cie 1, informacja jest mno»ona przez
warto±¢ zapisan¡ po lewej stronie jednostki.
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Algorytm propagacji wstecznej - dodawanie funkcji

Pochodna z sumy funkcji wzgl¦dem którejkolwiek z nich to 1.

Gdy dwie prawa-do-lewej ±cie»ki spotykaj¡ si¦ - warto±ci s¡ dodawane.
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Algorytm propagacji wstecznej - dodawanie funkcji

Gdy dwie prawa-do-lewej ±cie»ki spotykaj¡ si¦ - warto±ci s¡ dodawane.
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Algorytm propagacji wstecznej - wagi

Warto±¢ x mno»ona jest przez wag¦ w .

Propagacja wsteczna - warto±¢ 1 mno»ona jest przez w - rezultatem
jest w czyli pochodna wx .
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Algorytm propagacji wstecznej

Algorytm. Rozwa»my sie¢ z jednym wej±ciem x ∈ R i funkcj¡ sieci F .
Pochodna F ′(x) obliczana jest w dwóch krokach:

1 Podajemy do sieci warto±¢ x ; obliczane s¡ funkcje aktywacji i ich
pochodne; pochodne s¡ zapami¦tywane.

2 Staª¡ 1 podajemy do wyj±cia sieci - informacja propaguje si¦
wstecznie; informacja przychodz¡ca do danej jednostki jest dodawana i
mno»ona przez warto±¢ zapami¦tan¡ w lewej cz¦±ci jednostki; wynik
tranmitowany jest do jednostki na lewo; rezultat pojawiaj¡cy si¦ na
jednostce wej±ciowej jest pochodn¡ funkcji sieci po x .

Twierdzenie. Powy»szy algorytm oblicza prawidªowo pochodn¡ po x

funkcji F .
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Algorytm propagacji wstecznej

Dowód. Indukcja, zaªo»enie ró»niczkowalno±ci funkcji aktywacji, nie ma
cykli.

Pokazali±my, »e algorytm dziaªa dla jednostek poª¡czonych szeregowo
i równolegle oraz dla kraw¦dzi z wagami.
Zakªadamy, »e algorytm dziaªa dla sieci n lub mniej w¦zªów.
Rozwa»my B-diagram n + 1 w¦zªów.
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Algorytm propagacji wstecznej

Funkcja sieci F obliczana z m wyj±¢ F1(x), ...,Fm(x)

F (x) = ϕ(w1F1(x) + w2F2(x) + ...+ wmFm(x))

F ′(x) = ϕ′(s)(w1F
′
1
(x) + w2F

′
2
(x) + ...+ wmF

′
m(x)),

s = w1F1(x) + w2F2(x) + ...+ wmFm(x)

F1 - de�niuje podsie¢ n lub mniej jednostek, dzi¦ki zaªo»eniu
indukcyjnemu mo»emy obliczy¢ pochodn¡ przez wprowadzenie 1 i jej
propagacj¦ wsteczn¡.

Podobnie dla jednostek o wyj±ciach F2(x), ...,Fm(x).

Je»eli zamiast 1 wprowadzimy staª¡ ϕ′(s) na wej±ciach otrzymamy:
w1F

′
1
(x)ϕ′(s),...,wmF

′
m(x)ϕ′(s) (równowa»ne wprowadzeniu 1 do

ostatniej jednostki sieci).

Zatem propagacja wsteczna caª¡ sieci¡ daje
ϕ′(s)(w1F

′
1
(x) + w2F

′
2
(x) + ...+ wmF

′
m(x)), czyli pochodn¡ -

algorytm dziaªa dla n + 1 jednostek.
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Algorytm propagacji wstecznej

Domy±lnie - wszystkie wej±cia s¡ dodawane przed obliczeniem funkcji
aktywacji jednej zmiennej w ka»dym w¦¹le.

Mo»liwe funkcje aktywacji F wielu zmiennych - lewa strona jednostki
przechowuje pochodne cz¡stkowe.

W propagacji wstecznej - propagowana warto±¢ jest mno»ona przez
odpowiedni¡ pochodn¡ i trasportowana odpowiedni¡ kraw¦dzi¡.
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Algorytm propagacji wstecznej

Propagacja wsteczna dziaªa tak»e dla sieci o kilku jednostkach
wej±ciowych i kilku zmiennych.

2 zmienne - 2 podsieci - ka»da ª¡czy dane wej±cie z wyj±ciem.
Na wej±ciach otrzmujemy odpowiednie pochodne cz¡stkowe.
W praktyce nie ma przeszkody aby obie propagacje wsteczne nakªadaªy
si¦ i mo»na je zrobi¢ w jednym kroku.
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Algorytm propagacji wstecznej - uczenie

Minimalizowana funkcja bª¦du E zale»y od wag - nale»y uwzgl¦dni¢
wszystkie wagi za jednym razem.

Przechowujemy te» wyj±cia ka»dej jednostki i w rozszerzonej sieci
obliczaj¡cej bª¡d przeprowadzamy propagacj¦ wsteczn¡.

wij - waga zwi¡zana z jednostkami i oraz j - mo»na jednostki
nast¦puj¡ce po niej traktowa¢ jako podsie¢.

Sygnaª docieraj¡cy do podsieci zaczynaj¡cej si¦ na jednostce i to oiwij

(oi - zachowane wyj±cie jednostki i).

Propagacja wsteczna oblicza pochodn¡ ∂E/∂oiwij :

∂E

∂wij

= oi
∂E

∂oiwij
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Algorytm propagacji wstecznej - uczenie

Wszystkie podsieci obliczane s¡ jednocze±nie.

Propagowany wstecznie bª¡d δj - skumulowany rezultat propagacji
wstecznej na w¦¹le j (uwaga: jest to wi¦c pochodna a nie sam bª¡d).

∂E

∂wij

= oiδj

Krok koryguj¡cy wagi - przeksztaªca algorytm w metod¦ uczenia sieci
neuronowych.

∆wij = −γoiδj
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

W przypadku sieci warstwowych (z pewn¡ ilo±ci¡ warstw ukrytych) -
wzory na aktualizacje wag mo»na poda¢ w terminach liniowych
operacji algebraicznych.
W poni»szej sieci oznaczmy wagi mi¦dzy wej±ciami a jednostkami
ukrytymi w (1)

ij a mi¦dzy jednostkami ukrytymi a wyj±ciami w (2)
ij
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Mo»na wprowadzi¢ próg −θ jako dodatkow¡ kraw¦d¹ z wag¡.
Odpowiednie wagi (rysunek) to w

(1)
n+1,j oraz w

(2)
k+1,j .

Oznaczmy: W1 - (n + 1)× k macierz wag w
(1)
ij ; podobnie W2 -

(k + 1)×m macierz wag w
(2)
ij .

kreska - oznacza doª¡czenie θ

n-wymiarowy wektor wej±ciowy o = (o1, ..., on), rozszerzony
ô = (o1, ..., on, 1).
Wzbudzenie j-tej jednostki ukrytej to

wzbj =
n+1∑
i=1

w
(1)
ij ôi .

Funkcja aktywacji - sigmoid - odpowiednie wyj±cia to

o
(1)
j = s(wzbj) = s

(
n+1∑
i=1

w
(1)
ij ôi

)
.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Posta¢ macierzowa: o(1) = s (̂oW1).

Dalej, wyj±cia caªej sieci: o(2) = s (̂o(1)W2).
wyra»enia takie mo»na napisa¢ dla dowolnej ilo±ci warstw

Rozwa»my sie¢ rozszerzon¡ i jedn¡ par¦ wej±cie-wyj±cie (x, t) jako
zbiór treningowy.

Wyj±cia oryginalnej sieci to o
(2)
i obliczone jednostkami sigmoidalnymi.

Dodanie odchyle« kwadratowych daje bª¡d E .

W przypadku p przykªadów wej±cie-wyj±cie - mo»na utworzy¢ p
takich sieci i doda¢ wyj±cia dla otrzymania bª¦du dla caªego zbioru
treningowego.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Po wybraniu przypadkowych wag sieci - propagacja wsteczna oblicza
korekcje dla wag.
Mo»na wyró»ni¢ 4 kroki:

1 Normalne dziaªanie sieci.
2 Propagacja wsteczna do warstwy wyj±ciowej.
3 Propagacja wsteczna do warstwy ukrytej.
4 Aktualizacja wag sieci.

Algorytm zatrzymuje si¦ gdy bª¡d jest wystarczaj¡co maªy.

Krok 1: Podajemy wektor wej±ciowy o - obliczane i przechowywane s¡
wektory o(1) i o(2). Pochodne funkcji aktywacji tak»e s¡ przechowywane.
Krok 2: Propagacja wsteczna do warstwy wyj±ciowej - ma da¢ zbiór
pochodnych ∂E/∂w (2)

ij .
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

o
(2)
j = s(w

(2)
ij o

(1)
i ); s ′ = s(1− s)
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Patrz¡c na powy»szy rysunek mo»na napisa¢ propagowany wstecznie
bª¡d na tym etapie:

δ
(2)
j = o

(2)
j (1− o

(2)
j )(o

(2)
j − tj) (∗)

Odpowiednia pochodna to

∂E

∂w
(2)
ij

= [o
(2)
j (1− o

(2)
j )(o

(2)
j − tj)]o

(1)
i = δ

(2)
j o

(1)
i

Sytuacja w propagacji wstecznej - w jest zmienn¡:

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 233 / 399



Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Krok 3: Propagacja wsteczna do warstwy ukrytej - pochodna ∂E/∂w (1)
ij .

Ka»da jednostka warstwy ukrytej - poª¡czona z ka»d¡ jednostk¡
warstwy wyj±ciowej kraw¦dziami o wagach w

(2)
jq , dla q = 1, ..,m.

Bª¡d na danej jednostce j warstwy ukrytej - wszystkie ±cie»ki wsteczne
(rysunek).

δ
(1)
j = o

(1)
j (1− o

(1)
j )

m∑
q=1

w
(2)
jq δ

(2)
q (∗∗)

∂E

∂w
(1)
ij

= δ
(1)
j oi

Proces taki sam dla dowolnej ilo±ci warstw ukrytych.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Krok 4: Aktualizacja wag.

Je»eli γ jest wielko±ci¡ kroku korekcji:

∆w
(2)
ij = −γo(1)i δ

(2)
j , i = 1, ..., k + 1; j = 1, ...,m.

∆w
(1)
ij = −γoiδ(1)j , i = 1, ..., n + 1; j = 1, ..., k .

on+1 = o
(1)
k+1

= 1

Wa»ne: Wagi korygujemy po propagacji wstecznej w caªej sieci -
inaczej korekcje mieszaj¡ si¦ z bª¦dami i obliczane korekcje przestaj¡
odpowiada¢ gradientowi.

Propagowany wstecznie bª¡d mo»na te» zde�niowa¢ z minusem -
wtedy nie potrzeba go ju» przy korekcji wag.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

W przypadku wi¦cej ni» jednej pary treningowej p > 1 - dla ka»dej z
nich bª¡d oblicza si¦ osobno.
Przykªadowo dla wagi w (1)

ij :

∆1w
(1)
ij ,∆2w

(1)
ij , ...,∆pw

(1)
ij ,

Korekcja zgodna z gradientem:

∆w
(1)
ij = ∆1w

(1)
ij + ∆2w

(1)
ij + ...+ ∆pw

(1)
ij .

Takie post¦powanie - aktualizacje o�-line.
Cz¦sto wagi aktualizuje si¦ po prezentacji ka»dej pary - on-line.

Korekcje nie s¡ dokªadnie zgodne z kierunkiem gradientu.
Dla przypadkowego uczenia - kierunek oscyluje wokóª dokªadnego
gradientu i ±rednio algorytm dziaªa prawidªowo.
Dodanie pewnego szumu do algorytmu - pozwala unikn¡¢ wpadania w
lokane pªytkie minima funkcji bª¦du.
Zbiór treningowy du»y - obliczanie dokªadnego gradientu jest drogie (1
krok o�-line - wymaga prezentacji wszystkich przykªadów).
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Posta¢ macierzowa.

Przyjmujemy jak poprzednio: n wej±¢, k jednostek ukrytych, m
jednostek wyj±ciowych.

o(2) = s(ô(1)W2), o(1) = s(ôW1)

W1 - n × k , W2 - k ×m - nie trzeba propagowa¢ wstecznie do wej±¢
ze staª¡ warto±ci¡

Odpowiednie pochodne zapisane w jednostkach wyj±ciowych i ukrytych
- zapisujemy jako macierze:
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Wektor pochodnych odchyle« kwadratowych:

m-wymiarowy wektor propagowanego wstecznie bª¦du do
jednostek wyj±ciowych

δ(2) = D2e. (∗)

k-wymiarowy wektor propagowanego wstecznie bª¦du do
jednostek ukrytych

δ(1) = D1W2δ
(2). (∗∗)
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Macierze wspóªczynników korygujemy nast¦puj¡co

∆W
T

2 = −γδ(2)ô(1)

∆W
T

1 = −γδ(1)ô.

Transponowanie: W2 ∈ M(k+1)×m ale Mm×1M1×(k+1) = Mm×(k+1).

Obliczeniowo - potrzeba mno»enia macierzy - s¡ architektury
komputerów wyspecjalizowane w takich operacjach.
Uogólnienie do l warstw (Wi+1 - wspóªczynniki pomi¦dzy wastwami
i oraz i + 1, zero - wej±cia):

wyj±cia: δ(l) = Dle
i-ta warstwa obliczeniowa: δ(i) = DiWi+1δ

(i+1), i = 1, ..., l − 1 lub

δ(i) = DiWi+1 · · ·Wl−1Dl−1WlDle.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe - lokalno±¢

U»ywaj¡c B-diagramu mo»na dowie±¢, »e dodawanie jest jedyn¡
funkcj¡ scalaj¡c¡ zachowuj¡c¡ lokano±¢ uczenia propagacj¡ wsteczn¡.
Sieci które rozwa»ali±my - wykorzystywaªy informacj¦ lokaln¡ - ka»da
jednostka przesyªa dan¡ kraw¦dzi¡ (w którymkolwiek kierunku) i
przechowuje tylko informacje bezpo±rednio przychodz¡c¡ do niej.
Przykªad mno»enia jako funkcji scalaj¡cej - rysunek - w propagacji
wstecznej warto±¢ b musi by¢ transportowana górn¡ kraw¦dzi¡ a
dostarczona zostaªa doln¡.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe - lokalno±¢

Twierdzenie. Dla jednostki o n wej±ciach x1, ..., xn jedynie funkcje
scalaj¡ce postaci
I (x1, ..., xn) = F1(x1) + F2(x2) + ...+ Fn(xn) + C ,
gdzie C - staªa, zachowuj¡ lokalno±¢ algorytmu propagacji wstecznej w
takim sensie, »e na kraw¦dzi i 6= j nie jest jawnie przechowywana »adna
informacja o xj .
Dowód. Je»eli w propagacji wstecznej jedynie funkcja fi (xi ) mo»e by¢
przechowywana w jednostce i tansmitowana przez i-t¡ kraw¦d¹ wej±ciow¡.
Wtedy ∂I

∂xi
= fi (xi ), i = 1, ..., n. Zatem

I (x1, x2, ..., xn) = F1(x1) + G1(x2, ..., xn)

I (x1, x2, ..., xn) = F2(x2) + G2(x1, x3, ..., xn)

I (x1, x2, ..., xn) = Fn(xn) + Gn(x2, ..., xn−1),

gdzie Fi - pochodna fi , G - funkcje rzeczywiste n − 1 argumentów. Jedyn¡
mo»liwo±ci¡ jest funkcja podana w twierdzeniu.
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Algorytm propagacji wstecznej - bª¡d

Przy omawianiu sieci 1- i 2-warstwowych - bª¡d dla funkcji XOR.
Rysunek - ewolucja bª¦du caªkowitego podaczas treningu sieci z 3
jednostkami dla algorytmu propagacji wstecznej.

Po 600 krokach algorytm znajduje dokªadne rozwi¡zanie.
Du»a cz¦±¢ to prawie pªaski rejon - gdyby do aktywacji u»y¢ funkcji
schodkowej rejon ten byªby zupeªnie pªaski - problem. Sigmoid daje
maªe nachylenie.
Istniej¡ metody przyspieszania propagacji wstecznej.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 244 / 399



Algorytm propagacji wstecznej - sieci rekurencyjne

Algorytm propagacji wstecznej - mo»na rozszerzy¢ tak aby uwzgl¦dni¢
cykle.

Wprowadzamy dyskretny czas: t - obliczenie, t + 1 - transmisja
wyniku.

Warto±ci wej±ciowe mog¡ by¢ staªe lub zmienne.

Odpowiedni algorytm to nazywamy propagacj¡ wsteczn¡ w czasie
(BPTT - backpropagation through time).
Je»eli stan sieci stabilizuje si¦ w czasie mo»na rozwa»a¢ niesko«czony
czas.

Istnienie takiego stanu zale»y od funkcji aktywacji i topologii sieci.
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Algorytm propagacji wstecznej - historia

Koniec lat 60-tych - dla skomplikowanych wielowarstwowych
architektur sieci potrzebne byªo wyj±cie poza perceptron - nowy
algorytm uczenia.

Odpowiedni algorytm istniaª w dziedzinie kontroli optymalnej -
wariacyjna optymalizacja funkcji kosztu z dodatkowymi warunkami.

Ok. 1960 - Kelly i Bryson - rozwineli numeryczne metody
rozwi¡zywania tego problemu - rekursywne obliczanie gradientu funkcji
kosztu.

1962 - Dreyfus - przedstawiª problem w postaci wielo-etapowego
systemu i podaª wyprowadzenie tego co dzisiaj nawywamy algorytmem
propagacji wstecznej.

Algorytm byª ponownie rozwijany w dziedzinach statystyki,
rozpoznawania wzorców i sztucznej inteligencji.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja

Sieci neuronowe mog¡ sªu»y¢ do znalezienia funkcji najlepiej
dopasowanej do danych.

Co znaczy optymalnie? Chcemy odzwzorowa¢ znane wejscia na
wyjscia z najwi¦ksza mo»liw¡ dokªadno±cia ale jednocze±nie sie¢
powinna uogolnia¢, czyli nieznanym wej±ciom przypisywa¢ warto±ci =
interpolowa¢.
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Sieci neuronowe i statystyka - dobre uogólnienie

Kropki = zbiór treningowy
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Sieci neuronowe i statystyka - dobre uogólnienie

Funkcja kawaªkami liniowa - gorsza, gdy» odwzorowuje bªedy zawarte
w danych mimo »e zbiór treningowy odzworowuje bezbªednie.
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Sieci neuronowe i statystyka - dobre uogólnienie

Przybli»anie funkcji ma dwa sprzeczne cele:
1 minimalizacja bª¦du uczenia
2 minimalizacja bª¦du nieznanych wej±¢

Liczba stopni swobody wyznacza plastyczno±¢ sieci (= zdolno±¢
aproksymacji zbioru treningowego).

Wi¦ksza plastyczno±¢ to mniejszy bª¡d treningowy ale mo»e
spowodowa¢ wzrost bªedu na zbiorze testowym.

Nie ma uniwersalnej metody wyznaczenia optymalnej liczby
parametrów, zale»y ona od struktury problemu.
Najlepiej gdy topologia sieci wybrana jest w zale»nosci od znanych
relacji wejscie-wyjscie;

przykªad powy»ej - je»eli analiza teoretyczna problemu potwierdza
zale»no±¢ liniow¡ - wiadomo »e przybli»enie liniowe b¦dzie najlepsze.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

Asocjator liniowy - dodaje wa»one wej±cia (mo»na go uwa»a¢ za
cz¦±¢ neuronu nieliniowego); n-wymiarowe wej±cie (x1, x2, ..., xn),
wektor wag (w1,w2, ...,wn):

y = w1x1 + w2x2 + ...+ wnxn.

Funkcja wyj±ciowa jest równaniem hiperpowierzchni w
(n+1)-wymiarowej przestrzeni.

Problem uczenia asocjatora liniowego - odwzorowa¢ wyj±cie dla
wektorów zbioru treningowego (czarne punkty).

Nale»y zminimalizowa¢ bª¡d (odlegªo±¢ zbioru od hiperpowierzchni) -
algorytm propagacji wstecznej.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

Rozwa»my zbiór treningowy T = {(x1, a1), ..., (xm, am)}; wej±ciami s¡
n-wymiarowe wektory x1, ..., xm, a wyj±ciami liczby rzeczywiste
a1, ..., am.

Nale»y znale¹¢ wektor w minimalizuj¡cy bª¡d kwadratowy:

E =
1
2

(a1 − n∑
i=1

wix
1

i

)2

+ ...+

(
am −

n∑
i=1

wix
m
i

)2


x
j
i - i-ta skªadowa wektora xj .

Skªadowe gradientu

∂E

∂wj

= −

(
a1 −

n∑
i=1

wix
1

i

)
xj − ...−

(
am −

n∑
i=1

wix
m
i

)
xmj

j = 1, 2, ..., n.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

Rozwi¡zanie - analityczne (∇E = 0) lub iteracyjne metod¡
gradientow¡.

Funkcja bª¦du jest kwadratowa - minimum globalne mo»na znale¹¢
zaczynaj¡c od dowolnie wybranych wag i u»ywaj¡c w ka»dym kroku
poprawki ∆wj = −γ∂E/∂wj

B-diagram asocjatora liniowego (u»yto wektora x1):
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

Problem znalezienia optymalnych wag dla danego zbioru treningowego
dla asocjatora liniowego w statystyce - wielokrotna regresja liniowa.

Szukamy wag takich, »e warto±ci y mo»na obliczy¢ z x z bª¦dem εi

y = w0 + w1x
i
1 + w2x

i
2 + ...+ wnx

i
n.

Nale»y zminimalizowa¢ bª¡d kwadratowy
∑n

i=1
ε2i - metoda

algebraiczna.

X - macierz m × (n + 1)

X =


1 x1

1
... x1n

1 x2
1

... x2
1

... ... ... ...
1 xm

1
... xm

1


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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

a =


a1
a2
...
am

 , w =


w0

w1

...
wn

 , ε =


ε1
ε2
...
εm



a = Xw + ε

Minimalizujemy ‖ε‖2 = (a− Xw)T (a− Xw)⇒ w = (XTX)−1XTa.
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe

Sigmoid jako funkcja aktywacji zmienia funkcj¦ na wyj±ciu sieci.
Przykªady ci¡gªego wyj±cia maªych sieci jednostek sigmoidalnych:
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe

Znacznie bardziej skomplikowane funkcje mog¡ by¢ obliczane przez
do±¢ proste sieci; na rysunku przykªady dla sieci z 3 i 4 ukrytymi
neuronami:
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe

Niewielkie zmiany parametrów sieci - du»a zmienno±¢ ksztaªtu funkcji
na wyj±ciu.

Hipoteza - ka»da funckcja ci¡gªa mo»e by¢ przybli»ona.

Liczba pofaªdowa« wykresu funkcji zale»y od liczby ukrytych
neuronów; podobnie wielomiany - stopie« wyznacza liczb¦ stopni
swobody.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja logistyczna
Regresja logistyczna - typ regresji nielinowej pozwala obliczy¢
prawdopodobnie«stwo zdarzenia gdy wyj±ciowo dana jest funkcja
Boola; stosowana w biologii i ekonomii.
Je»eli T jest zbiorem treningowym, szukamy n-wymiarowego wektora
w minimalizuj¡cego bª¡d (s - sigmoid):

E =
m∑
i=1

(ai − s(w · xi ))2

Algorytm propagacji wstecznej rozwi¡zuje ten problem.
Przybli»enie mo»na znale¹¢ odwracaj¡c sigmoid:

E ′ =
m∑
i=1

(s−1(ai )−w · xi )2

Asocjator liniowy musi przybli»y¢ wyj±cia (transformacja logit - ln
stosunku liczby sukcesów do pora»ek)

a′i = s−1(ai ) = ln
(

ai

1− ai

)
, i = 1, 2, ...,m.

Podej±cie to upraszcza problem kosztem dodatkowego bª¦du
(tradycyjna propagacja wsteczna jest dokªadniejsza; transformacja
logit mody�kuje wagi).
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania

Najwa»niejsza kwestia w przybli»aniu funkcji to bª¡d przewidywania
(uogólnienia) nowych warto±ci prezentowanych sieci.

Regresja liniowa - intensywnie studiowana, istniej¡ wzory na bª¡d i
jego wariancj¦.

Regresja nieliniowa - uzyskanie wzorów bardzo trudne lub niemo»liwe.

Za spodziewany bª¡d uogólnienia mo»na by przyj¡¢ pierwiastek
±redniego bª¦du uczenia (N danych punktów, E - caªkowity bª¡d
kwadratowy po zbiorze treningowym):

Ẽ =
√
E/N.

Tak obliczony bª¡d jest jednak mniejszy ni» prawdziwy - sie¢ zostaªa
dostosowana wªa±nie do tych elementów.
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania

Metoda bootstrap - Efron, 1979; kluczowa obserwacja - je»eli dane
mog¡ sªu»y¢ do znalezienia linii regresji, to zawieraj¡ te» informacje o
przyszªych wej±ciach sieci.

Gdyby dost¦pne byªy nowe dane mo»na by obliczy¢ z nich bª¡d
uogólnienia.
Symuluje si¦ powy»sz¡ sytuacj¦ tworz¡c ró»ne zbiory treningowe z
istniej¡cych danych przez próbkowanie losowe.

Zbiór danych X = {x1, x2, ..., xn}, θ̂ - wielko±¢ statystyczna obliczona
z tych danych (jest to estymator prawdziwej warto±ci θ po caªym
zbiorze).

Problem: obliczenie odchylenia standardowego θ̂.

Dane pochodz¡ z nieznanego rozkªadu prawdopodobie«stwa, który
przybli»amy próbkuj¡c losowo ze zbioru X ze zwracaniem.

Tak wygenerowane nowe zbiory danych X ∗ daj¡ nowe warto±ci θ̂∗.

Odchylenie standardowe θ jest przybli»ane odchyleniem standardowym
θ̂∗.
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania

Obszar 2 b¦dzie reprezentowany dwa razy cz¦±ciej w generowanych
próbkach ni» 1 - zatem próbkowanie zachodzi z pewnego przybli»enia
dokªadnego rozkªadu (zaªo»enie: rozkªad danych jest wystarczaj¡co
dobrym przybli»eniem dokªadnego rozkªadu prawdopodobie«stwa).
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania

Przy dobrym przybli»eniu rozkªadu mo»na obliczy¢ odchylenia
standardowe warto±ci funkcji okre±lonych na zbiorze danych.
Bootstrap algorytm:

Wybierz N niezale»nych próbek x∗1, x∗2, ..., x∗N (ka»da po n warto±ci
wybranych z zamian¡ ze zbioru X )
Oblicz »¡dan¡ wielko±¢ statystyczn¡ S odpowiadaj¡c¡ ka»dej z próbek

θ̂∗(b) = S(x∗b), b = 1, 2, ...,N.

Oblicz odchylenie standardowe na podstawie tych N próbek

ŝN =

(
N∑

b=1

[θ̂∗(b)− θ̃]2/(N − 1)

)1/2

,

gdzie θ̃ =
∑N

b=1
θ̂∗(b)/N.
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania

Zwykle uczenie sieci neuronowej jest niedeterministyczne - metoda
gradientowa prowadzi do jednego z wielu obecnych minimów.

Uczenie na ró»nych zbiorach danych da¢ caªkowicie ró»ne wagi a wi¦c
i ró»ne oszacowania ±redniego kwadratowego odchylenia.

Je»eli chcemy analizowa¢ ogóln¡ sytuacj¦ to jest to prawidªowe bo w
ogólno±ci nie wiadomo, które lokalne minimum zostanie osi¡gni¦te z
danego zbioru treningowego.

Je»eli jednak interesuje nas konkretne minimum uczenie musi
zapewni¢ zbie»no±¢ do podobnego minimum funkcji bª¦du (ksztaªt
funkcji bª¦du zale»y od zbioru treningowego).
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania

Metoda jackknife - mo»e by¢ uwa»ana za poprzednika metody
bootstrap; z oryginalnych danych (n) generujemy nowe próbki przez
odrzucanie jednego punktu.

Z pozostaªych n − 1 obliczamy wielko±¢ statystyczn¡ a rezultatem
ko«cowym jest ±rednia po n ró»nych zbiorach danych.

Na rysunku - porównanie w przypadku 3 punktów dla ±redniego
poªo»enia; w metodzie bootstrap 10 mo»liwych zbiorów (kóªka z
prawdopodobie«stwmi); w metodzie jackknife - 3 ró»ne zbiory (elipsy);
±rednie z obydwu metod w tym prostym przypadku pokrywaj¡ si¦.
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania
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Sieci neuronowe i statystyka - bª¡d przewidywania

d-jackknife - odrzucamy nie jeden ale d punktów.
Warto±ci ±rednie i odchylenia standardowe obliczamy jak w metodzie
bootstrap.
Metoda krzy»owego potwierdzenia (cross-validation) - ze zbioru
treningowego rezerwuje si¦ 5− 10% par wej±cie-wyj±cie, których nie
u»ywa si¦ do uczenia sieci; wytrenowana sie¢ jest testowana tym
zerezerwowanym zbiorem a ±redni bª¡d uzyskany z tych par jest
oszacowaniem dokªadnej warto±ci bª¦du.

Oszacowanie jest dobre je»eli zarówno zbiór treningowy jak i testowy
dobrze oddaj¡ rzeczywisty rozkªad prawdopodobie«stwa.

k-krotne krzy»owe potwierdzenie - metoda ulepszona; dzielimy
zbiór danych na k przypadkowe podzbiory tej samej wielko±ci i uczymy
sie¢ k-krotnie za ka»dym razem pomijaj¡c jeden z podzbiorów a
nast¦pnie testuje si¦ na nim bª¡d (ponownie ±rednia tych k wielko±ci
jest oszacowaniem ±redniego bª¦du).
Metody te s¡ czasochªonne - sie¢ uczymy wielokrotnie; problem nadaje
si¦ do oblicze« równolegªych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Sieci wielowarstwowe - popularne narz¦dzie w robotyce, rozpoznawaniu
mowy lub wzorców, kodowaniu.

Pewne zagadnienia s¡ rozwijane dzi¦ki teorii a inne dzieki du»ej ilo±ci
danych (ale nie ma rozwini¦tej teorii).

Sieci neuronowe mog¡ rozpozna¢ zale»no±ci statystyczne oraz
dostosowywa¢ si¦ do zmiennych warunków.

Statystyczne wªasno±ci sieci znalazªy zastosowanie w sieciach
klasy�kuj¡cych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

W wielu zastosowaniach wej±cie musi by¢ zaklasy�kowane do jednej z
k klas - problemy takie rozwi¡zuj¡ sieci klasy�kuj¡ce o k neuronach
wyj±ciowych.

Gdy na wej±ciu podawany jest wektor x wyj±cie skojarzone z
prawidªow¡ jego klasy�kacj¡ musi da¢ warto±¢ 1 a wszystkie pozostaªe
0.

Jednym z zastosowa« s¡ systemy syntezy mowy - przekszaªcaj¡
znaki do fonemów przez zastosowanie reguª transforamcji
lingwistycznych (jest wiele takich reguª i zwi¡zków mi¦dzy nimi;
nietrywialne).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Sejnowski i Resenberg (1980) opracowali sie¢ z propagacj¡ wsteczn¡
daj¡c¡ dobr¡ jako±¢ mowy bez jawnego zastosowania transformacji
lingwistycznych (NETtalk).

System skanuje tekst u»ywaj¡c 7 znakowego przesuwanego okienka.
Ka»dy znak jest kodowany jako jedna z 29 liter (7× 29 = 203 wej±cia;
jedno z wej±¢ = 1, pozostaªe 0).
Na wyj±ciu otrzymuje si¦ fonem dla ±rodkowego znaku (po 3 znaki po
lewej i prawej tworz¡ kontekst dla znaku).
Sie¢ jest podª¡czona do elektronicznego syntezatora mowy o 26
fonemach (pó¹niejsze wersje - wi¦cej).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Sie¢ NETtalk posiada okoªo 1800 wag.

Sie¢ powinna wyekstrahowa¢ statystyczne regularno±ci dzieki uczeniu
si¦.

Zbiór treningowy - setki sªów z transkrypcj¡ fonetyczn¡.

Po zako«czeniu nauki nieznany tekst jest skanowany i jednostka z o
maksymalnym wyj±ciu jest wybierana (na wyj±ciu nie b¦dzie dokªadnie
warto±ci 0 lub 1; wybieramy t¡ o najwi¦szej warto¦±ci).

Generowana mowa jest jako±ci porównywalnej do znacznie bardziej
skomplikowanych systemów opartych na reguªach.

W pocz¡tkowych fazach nauki sie¢ popeªniaªa takie same bª¦dy jak
dzieci ucz¡ce si¦ mówi¢.

Zmiana (= uszkodzenie) niektórych wag powodowaªa specy�czne
problemy z mow¡.

Analizuj¡c wyj±cia ukrytych jednostek autorzy stwierdzili, »e sie¢
nauczyªa niektórych ze znanych reguª lingwistycznych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce -

prawdopodobie«stwa

Warto±ci na wyj±ciu (∈ [0, 1]) - interpretacja jako
prawdopodobie«stwa.
Sie¢ uczymy warto±ciami binarnymi - jak uczy si¦ prawdopodobie«stw?
Fakt ten mo»na udowodni¢:
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce -

prawdopodobie«stwa

Punkty w przestrzeni wej±¢ - klasy�kacja jako nale»¡ce do zbioru A lub
jego dopeªnienia - wystarczy rozwa»y¢ jedn¡ klas¦.

Ogólnie - liczba wyj±¢ = liczba klas; na wyj±ciu ma pojawi¢ si¦ 1, je»eli
wej±cie nale»y do odpowieniej klasy.

Bª¡d caªkowity - suma bª¦dów dla ka»dej klasy, które mo»na
minimalizowa¢ indywidualnie.

Twierdzednie. Sie¢ neuronowa klasy�kuj¡ca doskonale wytrenowana i o
wystarczaj¡cej elastyczno±ci mo»e nauczy¢ si¦ prawdopodobie«stw zbioru
danych empirycznych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce -

prawdopodobie«stwa

Dowód.

Podzielmy przestrze« wej±¢ na ró»nicznkowe obj¦to±ci dv o ±rodku w
n-wymiarowym punkcie v .
Na wyj±ciu przypisanym klasie A sie¢ oblicza warto±¢ y(v) ∈ [0, 1]
(powinno by¢ 1 zatem bª¡d to 1− y(v)).
p(v) - prawdopodobie«stwo, »e v ∈ V (v) nale»y do A.
Warto±¢ oczekiwana kwadratu bª¦du:

EA =
∑
V

{p(v)(1− y(v))2 + (1− p(v))y(v)2}dv ,

suma przebiega po wszystkich obj¦to±ciach ró»niczkowych.
Zakªadaj¡c, »e warto±ci y(v) mog¡ by¢ obliczane indywidualnie -
mo»na minimalizowa¢ bª¦dy dla ka»dego v niezale»nie.
Ró»niczkuj¡c po y(v):

−2p(v)(1− y(v)) + 2(1− p(v))y(v) = 0⇒ p(v) = y(v).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce -

prawdopodobie«stwa

Warto±¢ oczekiwana bª¦du to
p(v)(1− p(v))2 + (1− p(v))p(v)2 = p(v)(1− p(v)) a EA staje si¦
wariancj¡ dla klasy A.

Doskonaªe wytrenowanie i elastyczno±¢ s¡ istotne aby dobrze
przybli»y¢ rozkªad prawdopodobie«stwa ró»niczkowymi obj¦to±ciami.
Cz¦±¢ (b) rysunku pokazuje jeszcze prostszy dowód.

otrzyman¡ funkcj¦ y(v) poddajemy �dziaªaniu siªy� proporcjonalnej do
pochodnej bª¦du 1− y(v) i prawdopodobie«stwa p(v) oraz drugiej
�siªy� proporcjonalnej do y(v) i 1− p(v).
siªy te s¡ w równowadze gdy p(v) = y(v) (funkcja ma si¦ nie zmienia¢
⇒ równowaga).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Wizualizacja - 3 klasy (niekoniecznie rozª¡czne); przynale»no±¢
ka»dego wektora wej±ciowego do danej klasy jest dana jako
prawdopodobie«stwo.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Przykªad - n-wymiarowe wektory o warto±ciach przypisanych n

mo»liwym symptomom chorób, które z kolei s¡ reprezentowane przez
klasy.

Rozª¡czno±¢ klas mo»na uzyska¢ tylko dodaj¡c wi¦cej informacji
(symptomów).

Istniej¡ce banki danych - zbiór treningowy i mo»liwo±¢ obliczenia
bª¦dów klasy�kacji.

Sie¢ mo»e obliczy¢ wst¦pn¡ diagnoz¦ a lekarz decyduje czy bra¢ to
pod uwag¦.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Rozpoznawanie mowy - problem odwrotny: maj¡c sekwencj¦
sygnaªów akustycznych nale»y przeksztaªci¢ je w tekst.

Jest to zadanie znacznie trudniejsze ni» synteza mowy (rozpoznawanie
peªni decyduj¡c¡ rol¦).

Niezwykªa czuªo±¢ na kontekst - niektórych fonemów mo»e nie by¢ w
mowie i nie sprawia to ró»nicy; ludzie bez problemu oddzielaj¡ szum
tªa a podczas rozpoznawania mowy jest to du»y problem.

Mo»na przypuszcza¢ zatem, »e reguªy deterministyczne b¦d¡
znacznie gorsze ni» system statystyczny.

Pierwsze eksperymenty w zakresie rozpoznawania mowy - lata 50-te;
w latach 60-tych istniaªy systemy rozpoznaj¡ce gªoski wymawiane
przez ró»nych ludzi.

Do dzi± nie wszystkie oczekiwania zostaªy w peªni speªnione.

Istniej¡ komercyjne systemy - zwykle z ograniczonym sªownictwem i
jako± zale»ne od mówcy.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Docelowo: rozpoznawanie bez sztucznych pauz oraz zrozumienie
ka»dego bez kontekstu rozmowy czy monologu.

Wiedza o procesie rozpoznawania mowy jest ci¡gle ograniczona.

Dominuje podej±cie pragmatyczne - ª¡czenie najlepszych cech sieci
neuronowych z tradycyjnymi algorytmami (lub innymi poje±ciami
statystycznymi); st¡d nazwa hybrydowe systemy rozpoznawania
mowy.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Wyodr¦bnianie cech
pierwszy problem - znalezienie odpowiedniej reprezentacji mowy
aby rozpoznanie byªo dobre - odpowiednio g¦ste próbkowanie ale te»
dobrze mie¢ umiarkowan¡ liczb¦ punktów zachowuj¡c wystarczaj¡c¡
ilo±¢ informacji
podczas powstawania gªosu - sygnaª wytwarzany przez struny gªosowe -
rezonans powoduje wzmocnienie pewnych cz¦stotliwo±ci oraz
wygaszenie innych
nale»y wykry¢ odpowiednie cz¦stotliwo±ci
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Formanty - maksima w widmie.
Ka»dy fonem ma charakterystyczn¡ sygnatur¦ formantów.
Analiza spektralna mowy - wiele metod; niektóre o podstawach
psycho�zycznych (oparte na �zjologii sªyszenia); inne pochodz¡ z
in»ynierii; jedn¡ z najprostszych i najpot¦»niejszych jest analiza
fourierowska krótkich odcinków czasowych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Analiza Fouriera = struktura okresowa zbioru danych.
okienko o dªugo±ci n (ilo±¢ próbek np. 10 milisekund)
transformata daje n amplitud
okienko przesuwamy do n nast¦pnych danych itd.
z tej informacji algorytm powinien odtworzy¢ prawidªow¡ sekwencj¦
fonemów.

Najciekawsza jest analiza w czasie rzeczywistym - wa»na redukcja
liczby operacji.

transformata Fouriera (dyskretna, mno»enie macierz-wektor) ok. O(n3)
mno»e«
szybka transformata Fouriera- FFT = fast Fourier transform -
polega na odpowiednim uporz¡dkowaniu.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Cz¦±¢ rzeczywista elementów macierzy transformacji Re(Fn)
Po prawej - parzyste kolumny po lewej a nieparzyste po prawej

4 macierze n/2 x n/2 (Fn/2)
istnieje relacja pomi¦dzy Fn i Fn/2

n musi by¢ pot¦g¡ 2
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Trening klasy�katora - cel - obliczenie prawdopodobie«stwa, »e
fonem odpowiada danemu spektrum.

sygnaª dzielimy na 10ms odcinki
obliczamy spektrum i kwantujemy (18 wspóªczynników)
trenujemy sie¢ w rozpoznawaniu fonemów
u»ywamy 6 poprzednich i 6 kolejnych odcinków (kontekst) ⇒ wymiar
wektora wej±¢iowego 18(6 + 1 + 6) = 234
rozwa»aj¡c 61 fonemów otrzymujemy nast¦puj¡c¡ sie¢:
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasy�kuj¡ce

Sie¢ uczymy znanymi zestawami danych - istniej¡ odpowiednie bazy
danych.
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Sieci neuronowe i statystyka - analiza szeregów czasowych

Wa»n¡ kwesti¡ jest rozwijanie dobrych technik przewidywania dla
szeregów czasowych w ekonomii i statystyce.

Zmienna stochastyczna X daje sekwencje danych x1, x2, ..., xt , któr¡
mo»na u»y¢ do przewidzenia warto±ci w czasie t + 1.

Zwykle modele liniowe relacji pomi¦dzy kolejnymi warto±ciami byªy
preferowane ze wzgledu na zgromadzone do±wiadczenie i literatur¦.

Sie¢ neuronow¡ trenujemy dost¦pnymi danymi i testujemy na nowych
warto±ciach.

Mo»na u»y¢ x1, x2, ..., x8 to przewidzenia x9 i dalej otrzymujemy n − 8
próbek treningowych z serii n danych.

Na tych danych sie¢ uczy si¦ przewidywa¢ xt na podstawie
xt−8, ..., xt−1.
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Sieci neuronowe i statystyka - analiza szeregów czasowych
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Sieci neuronowe i statystyka - analiza szeregów czasowych

Technika ta odpowiada modelom autoregresywnym znanym w
statystyce.
Stosujemy przybli»enie (jest to model liniowy)

xt = α0 + α1xt−1 + α2xt−2 + ...+ αpxt−p + Zt ,

α1, ..., αp - staªe; Zt - zmienna losowa.
Mo»na zrobi¢ wi¦cej ni» jeden krok w przyszªo±¢

xt+q = α0 + (β0xt + ...+ βq−1xt+q−1) + (α1xt−1 + ...+ αpxt−p).

Mo»liwe modele nieliniowe, ogólnie stosuje si¦ ró»ne testy
statystyczne i techniki obróbki wst¦pnej przed wyborem najlepszej
metody.
Szeregi czasowe w ekonomii odpowiadaj¡ sytemom z ogromn¡ liczn¡
stopni swobody - nale»y ograniczny¢ znacz¡co wymiar problemu.

Cz¦sto nie mo»na oprze¢ prognozy na samym szeregu czasowym.
Trzeba wzi¡±¢ pod uwag¦ stop¦ in�acji, sytuacj¦ mi¦dzynarodow¡.
Proste modele zawodz¡; najlepiej sprawdzaj¡ sie modele
ekonometryczne pewnej ilo±ci zmiennych z zale»no±ciami funkcyjnymi
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Sieci neuronowe i statystyka - historia

Przybli»anie funkcji z u»yciem sieci neuronowych - potrzebna uwaga i
wiedza z dziedziny

znane przykªady bª¦dów spowodowanych zªym u»yciem sieci
neuronowych

Efron - metoda bootstrap (modeluje nieznany rozkªad
prawdopodobie«stwa przez ponowne próbkowanie zbioru danych).

Tukey - studiowaª metod¦ jackknife i nadaª jej nazw¦.
NETtalk - pierwszy przykªad osi¡gni¦cia przez system statystyczny
doskonaªych wyników metod opartych na reguªach znacznie ªatwiej
oraz mniejsz¡ ilo±ci¡ zaªo»e«.

uszkadzaj¡c sie¢ modelowano np. dysleksj¦ - �neuropsychologia� sieci.

Neurogammon - program gra na poziomie mistrzowskim, pierwszy
system ucz¡cy si¦, który wygraª turniej komputerów.

pokonaª systemy oparte na reguªach zaprojektowane z du»ym
nakªadem pracy
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Sieci neuronowe i statystyka - historia

Wielu badaczy marzyªo o przwewidywaniu rynków �nansowych.
niektóre banki - projekty aby porówna¢ metody - wyniki
niejednoznaczne (byªy to eksperymenty o�-line)
podj¦cie wysokiego ryzyka czasem mo»e da¢ zaskakuj¡co dobre
rezultaty - realnie taka sytuacja byªa by zabroniona
gdyby ka»dy miaª dobr¡ metod¦ - ustaliªa by si¦ nowa równowaga
systemy próbuj¡ce przewidzie¢ bankructwa
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Logika rozmyta

Wyj±cie sieci z propagacj¡ wsteczn¡ - warto±ci nie tylko 0 lub 1.

Interpretacja takiego wyj±cia - metody logiki rozmytej.

Uogólnienie logiki klasycznej - Lofti Zadeh (lata 60-te); modelowanie
problemów o nieprecyzyjnych danych lub nieprecyzyjnych reguªach.

W logice rozmytej warto±¢ logiczna zdania jest kontinuum warto±ci
prawda.

Przykªadowo: zdanie A mo»e mie¢ warto±¢ prawda 0.4, a AC - 0.5
(0.4 + 0.5 6= 1!).

Istnieje zwi¡zek mi¦dzy logik¡ rozmyt¡ a teori¡ prawdopodobie«stwa
(nie jest konieczne takie usprawiedliwianie jej).

Zwyczajowe podej±cie - uogólnienie logiki zachowuj¡ce cz¦±¢ struktury
algebraicznej.
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Logika rozmyta

Teoria zbiorów rozmytych odpowiada logice rozmytej a semantyk¦
operatorów rozmytych mo»na przedstawi¢ gra�cznie.

Interpretacja geometryczna logiki rozmytej pozwala poª¡czy¢ j¡ z
teori¡ sieci neuronowych.

Logika rozmyta mo»e by¢ modelem interpretacji dla wªasno±ci sieci
neuronowych.

Operatory rozmyte - uogólnione funkcje wyj±ciowe neuronów.

Czasem pozwalaj¡ na pomini¦cie uczenia - czasem pro±ciej jest poda¢
prosty zbiór reguª dla danego ukªadu ni» uczy¢ sie¢ (przykªad:
zagadnienie parkowania samochodu).

Logika rozmyta jest u»ywana w wielu produktach komercyjnych:
przemysª i elektronika u»ytkowa w zastosowaniach gdzie potrzebny jest
dobry ale nie koniecznie optymalny system kontroli.
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Logika rozmyta - zbiory rozmyte

Niech X = {x1, x2, ..., xn}. Podzbiór A = {x1} ⊂ X mo»e by¢
wektorem przynale»no±ci

Z (A) = (1, 0, ..., 0)

Analogicznie mo»na opisa¢ dowolny zbiór klasyczny.

Je»eli przyj¡¢, »e skªadowe Z nie musz¡ mie¢ warto±ci binarnych, to
przkªadowy zbiór rozmyty C ma opis wektorowy

Z (C ) = (0.5, 0, ..., 0).

Mo»na powiedzie¢, »e element x1 tylko cz¦±ciowo nale»y do zbioru C

(stopie« przynale»no±ci to 0.5 ∈ [0, 1]).

Jest to analogiczne do stwierdzienia typu �osoba x1 jest dorosªa� - nie
ma absolutnego progu, stawanie si¦ dorosªym jest procesem ci¡gªym.

Przynale»no±¢ osoby do zbioru osób dorosªych wzrasta od 0 do 1.
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Logika rozmyta - zbiory rozmyte
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Logika rozmyta - zbiory rozmyte

Inne przykªady stwierdze« rozmytych stary-mªody, szybki-wolny.
W niektórych zastosowaniach (systemy ekspertowe) potrzebne s¡
formalne metody radzenia sobie z tego typu zdaniami tak, aby
komputer oparty na logice Boolowskiej mógª je przetwarza¢.
De�nicja. Niech X b¦dzie klasycznym zbiorem. Funkcj¦ rzeczywist¡
µA : X → [0, 1] nazywamy funkcj¡ przynale»no±ci A i de�niuje zbiór
rozmyty A oparty o zbiór X . Jest on zbiorem par (x , µA(x)), gdzie
x ∈ X .
Funkcja przynale»no±ci caªkowicie okre±la zbiór rozmyty.
Powy»sza de�nicja obejmuje te» przypadek gdy X nie jest sko«czony.
Zbiorem podparcia zbioru rozmytego A jest zbiór wszystkich
elementów x ∈ X dla których (x , µA(x)) ∈ A oraz µA(x) > 0.
Zbiór rozmyty A o sko«czonym zbiorze podparcia {a1, a2, ..., am}
mo»na opisa¢ symbolicznie

A = µ1/a1 + µ2/a2 + ...+ µm/am, µi = µA(ai ), i = 1, 2, ...,m.

Uwaga - �/" i �+� maj¡ znaczenie symboliczne.
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Logika rozmyta - dziaªania na zbiorach rozmytych

X = {x1, x2, x3}. Sum¦ A = {x1, x2} i B = {x2, x3} tworzy si¦ bior¡c
maksimum przynale»no±ci ka»dego z elementów obu zbiorów
A = 1/x1 + 1/x2 + 0/x3
B = 0/x1 + 1/x2 + 1/x3
A ∪ B = 1/x1 + 1/x2 + 1/x3
Dla zbiorów rozmytych podobnie
C = 0.5/x1 + 0.6/x2 + 0.3/x3
D = 0.7/x1 + 0.2/x2 + 0.8/x3
C ∪ D = 0.7/x1 + 0.6/x2 + 0.8/x3
Przekrój zbiorów - minimum funkcji przynale»no±ci.

Istniej¡ alternatywne de�nicje dziaªa« na zbiorach.
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych

Reprezentacja gra�czna zbiorów rozmytych (w tym klasycznych) -
ka»da wspóªrz¦dna odpowiada funkcji przynale»no±ci jednego z
elementów.
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych

M = 0.5/x1 + 0.3/x2
Naturalne jest uwa»anie zbioru Y = 0.5/x1 + 0.5/x2 za najbardziej
rozmyty.

Rozmycie mo»na mierzy¢ entropi¡ zbioru, która geometrycznie zale»y
od odwrotno±ci odlegªo±ci punktu reprezentuj¡cego zbiór od ±rodka
kwadratu jednostkowego.

Wierzchoªki maj¡ entropi¦ zero.

Ta entropia nie ma zwi¡zku z �zyczn¡ - u»ywa si¦ te» nazwy indeks
rozmyto±ci.

Formalnie:

E (M) =
d1

d2
∈ [0, 1],

d1 - odlegªo±¢ od najbli»szego wierzchoªka, d2 - odlegªo±¢ od
najdalszego wierzchoªka.
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych

Mo»na gra�cznie zinterpretowa¢ sum¦ i przekrój.

µA∪B(x) = max(µA(x), µB(x)) ∀x∈X
µA∩B(x) = min(µA(x), µB(x)) ∀x∈X
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych

AC - uzupeªnienie zbioru A do X :

µAC (x) = 1− µA(x) ∀x∈X
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych

W odró»nieniu od teorii klasycznej

A ∪ AC 6= X

A ∩ AC 6= ∅

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 306 / 399



Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych

De�nicja. Niech A b¦dzie podzbiorem zbioru X . Kardynalno±ci¡ |A|
zbioru A jest suma warto±ci funkcji czªonkostwa wszystkich elementów
zbioru X wzgl¦dem zbioru A

|A| =
∑
x∈X

µA(x).

De�nicja ta opisuje odlegªo±¢ w metryce Manhattan.

Rysunek pokazuje jak zde�niowa¢ entropi¦ z u»yciem kardynalno±ci
zbiorów A ∪ AC i A ∩ AC .
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbiorów

rozmytych

De�nicja. Liczb¦ rzeczywist¡

E (A) =
|A ∩ AC |
|A ∪ AC |

,

nazywamy entropi¡ zbioru rozmytego A.

Entropia zbioru klasycznego jest zawsze zerowa, gdy» A ∩ AC = ∅.

E (A) ∈ [0, 1].

Czasem entropi¦ de�niuje si¦ geometrycznie i powy»sz¡ de�nicje
wyprowadza jako twierdzenie o rozmytej entropii.
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Istnieje izomor�zm pomi¦dzy teori¡ zbiorów a logik¡ klasyczn¡.

Operacje na zbiorach ∪, ∩ i C odpowiadaj¡ operatorom logicznym ∨,
∧ i ¬.
Maj¡c dwa zbiory klasyczne A i B o funkcjach czªonkostwa
µA, µB : X → {0, 1}, odpowiednia funkcja dla sumy to

µA∪B(x) = µA(x) ∨ µB(x) ∀x∈X ,

gdzie 0 interpretujemy jako warto±¢ logiczn¡ faªsz a 1 jako prawda.

Podobnie przeci¦cie i dopeªnienie

µA∩B(x) = µA(x) ∧ µB(x) ∀x∈X ,

µAC (x) = ¬µA(x) ∀x∈X .
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Izomor�zm powoduje przenoszenie si¦ relacji takich jak prawa de
Morgana

(A ∪ B)C = AC ∩ BC ¬(A ∨ B) = ¬A ∧ ¬B

(A ∩ B)C = AC ∪ BC ¬(A ∧ B) = ¬A ∨ ¬B.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 311 / 399



Logika rozmyta - operatory logiczne

Rozmyty operator lub (∨̃) identy�kujemy z funkcj¡ maksimum,
operator i (∧̃) z funkcj¡ minimum a negacj¦ (¬̃) z funkcj¡ x 7→ 1− x :

µA∪B(x) = µA(x)∨̃µB(x) ∀x∈X ,

µA∩B(x) = µA(x)∧̃µB(x) ∀x∈X ,

µAC (x) = ¬̃µA(x) ∀x∈X .

Operatory rozmyte maj¡ pewne wªasno±ci znane z logiki klasycznej
(np. funkcje min i max s¡ przemienne i ª¡czne).

Inne reguªy s¡ zªamane; je»eli zdanie A ma warto±¢ prawda równ¡ 0.4,
to

A∧̃¬̃A = min(0.4, 1− 0.4) 6= 0,

A∨̃¬̃A = max(0.4, 1− 0.4) 6= 1.
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Podane de�nicje operatorów rozmytych nie s¡ jedynymi mo»liwo±ciami
- mo»na zde�niowa¢ rodziny operatorów.
De�nicja aksjomatyczna - wymusza po»¡dane wªasno±ci.
Operator rozmyte OR:

1 Warunki brzegowe:
0∨̃0 = 0
1∨̃0 = 1
0∨̃1 = 1
1∨̃1 = 1

2 Przemienno±¢: a∨̃b = b∨̃a
3 Monotoniczno±¢: a ≤ a′ i b ≤ b′ ⇒ a∨̃b ≤ a′∨̃b′
4 �¡czno±¢: a∨̃(b∨̃c) = (a∨̃b)∨̃c

Maksimum speªnia te warunki ale te» tzw. ograniczona suma

B(a, b) = min(1, a + b)

Funkcja ta nie jest idempotentna tzn. B(a, a) 6= a, mo»na wykluczy¢
takie operatory dodatkowym aksjomatem:

Idempotentno±¢: a∨̃a = a
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Wniosek. Logika rozmyta jest rodzin¡ teorii.
Rozmyte AND:

Przemienno±¢, monotoniczno±¢, ª¡czno±¢
Warunki brzegowe:
0∧̃0 = 0
1∧̃0 = 0
0∧̃1 = 0
1∧̃1 = 1
Mo»na doª¡czy¢ idempotentno±¢.

Rozmyta negacja (NOT):
Warunki brzegowe:
¬̃1 = 0
¬̃0 = 1
Monotoniczno±¢: a ≤ b ⇒ ¬̃b ≤ ¬̃a
Inwolucja: ¬̃¬̃a = a
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Logika rozmyta - operatory logiczne

max i min - mo»liwe OR i AND:

mo»na ich u»y¢ jako funkcji aktywacji neuronów - mo»liwa
interpretacja logiczna wyj±cia sieci
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Ograniczona suma i ograniczona ró»nica - OR i AND bez warunku
idempotencji:
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Mo»na de�niowa¢ rodziny parametryczne operatorów rozmytych np.
operatory OR Yagera

Yp(a, b) = min(1, (ap + bp)1/p), p ≥ 1, a, b ∈ [0, 1]

p = 2 - przybli»enie sumy ograniczonej, p � 1 - przybli»enie max
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Operatory Yagera - nie s¡ idempotentne - linia ª¡cz¡ca punkty (0,0) i
(1,1) musi nale»e¢ do wykresu.

Mo»na pokaza¢, »e min i max s¡ jedynymi funkcjami speªniaj¡cymi
wszystkie 5 aksjomatów dla OR i AND.
Wªasno±ci wykresów wynikaj¡ z aksjomatów:

warunki brzegowe - wyznaczaj¡ 4 punkty wykresu
przemienno±¢ - symetria wzgl¦dem pªaszczyzny diagonalnej i normalnej
do p. xy
monotoniczno±¢ - pªaszczyzna nie zawija si¦
ª¡czno±¢ - trudna do wizualizacji - nie ma rejonów gdzie funkcja
gwaªtownie ro±nie.

Odwrotnie - je»eli wykres pewnej funkcji speªnie te warunki - funkcja
speªnia aksjomaty i nadaje si¦ na de�nicje operatora rozmytego.

Symetria - prowadzi do u»ytecznych wªasno±ci algebraicznych
operatorów.
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Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

Wnioskowanie na podstawie operatorów rozmytych - systemy
ekspertowe.

Zasady, które mo»na przedstawi¢ w sposób rozmyty - przedstawiamy
reguªami przetwarzalnymi przez komputer.

Reguªy wnioskowania rozmytego - struktura taka jak reguª
klasycznych:
R1: Je»eli (A∧̃B) to C

R2: Je»eli (A∨̃B) to D

zakªadamy: ∧̃, ∨̃ - min i max

Dla warto±ci prawda(A)=0.4, prawda(B)=0.7:
A∧̃B = min(0.4, 0.7) = 0.4
A∨̃B = max(0.4, 0.7) = 0.7
Interpretacja: R1 i R2 mog¡ by¢ zastosowane odpowiednio w 40% i
70%.

rezultat - odpowiednia kombinacja C i D.
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Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

Przykªad - kontroler temperatury reguluje grzejnik elektryczny, mo»na
u»y¢ 3 reguª:
R1: Je»eli (temperatura = zimno) to grzej
R2: Je»eli (temperatura = normalna) to utrzymuj
R3: Je»eli (temperatura = ciepªo) to zredukuj moc

Je»eli 12◦ ma warto±¢ funkcji czªonkostwa 0.5 w zbiorze temperatur
zimno i 0.3 w zbiorze normalna.

Kategoria rozmyta - lista warto±ci czªonkostwa elementu w stosunku
do uprzednio wybranych zbiorów
12◦ = T = zimno/0.5 + normalna/0.3 + ciepªo/0.0

Ogólnie: x = A/µA + B/µB + CµC
Uwaga: zapis ten jest inny ni» zapis zbioru rozmytego (NIE:
x = µA/A + µB/B + µC/C ).
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Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

U»ywaj¡c kategorii T , mo»na równolegle obliczy¢ reguªy R1, R2, R3 -
ka»da prawdziwa do pewnego stopnia.

Mamy kombinacj¦ 3 mo»liwych konsekwencji - wa»onych stopniem ich
prawdziwo±ci - rozmyte wnioskowanie.
Wynikiem romytego wnioskowania jest zatem kategoria rozmyta:

wnioskujemy: dziaªanie = grzej/0.5 + utrzymuj/0.3 + redukuj/0.0

Systemy wnioskowania rozmytego - obliczaj¡ takie wielko±ci:
nieprecyzyjne dane (kategorie rozmyte) ⇒ wniosek (nowa kategoria
rozmyta)

Systemy ekspertowe - wniosek dalej przetwarzany lub zamieniany na
konwencjonaln¡ warto±¢ logiczn¡ (konieczne w przypadku
elektronicznego kontrolera rozmytego).
W wielu przypadkach - zªo»one problemy kontroli - niewielka ilo±¢
reguª.

dokªadne reguªy s¡ bardziej skomplikowane i potrzeba ich wi¦cej.
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Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

Dziaªanie kontrolera rozmytego:

1 Pomiar przeksztaªcany jest w kategori¦ rozmyt¡ u»ywaj¡c funkcji
czªonkostwa dla wszystkich zde�niowanych kategorii.

2 Obliczane s¡ wszystkie reguªy wnioskowania systemy kontroluj¡cego -
otrzymujemy wniosek jako kategori¦ rozmyt¡.

3 Wniosek rozmyty przeksztaªcamy w warto±¢ klasyczn¡.
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Logika rozmyta - liczby rozmyte i odwrotno±¢

Pytanie 1: Jak przeksztaªci¢ pomiar w kategori¦ rozmyt¡?
Cz¦sto - trójk¡tne lub trapezoidalne funkcje czªonkostwa.
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Logika rozmyta - liczby rozmyte i odwrotno±¢

α1, α2, α3 - warto±ci funkcji czªonkostwa de�niuj¡ce kategori¦
rozmyt¡.
Pytanie 2: Jak przeksztaªci¢ warto±ci α1, α2, α3 w pomiar x?

metoda oparta na centroidzie - warto±ci α wyznaczaj¡ powierzchnie -
skªadnik horyzontalny centroidu caªkowitej powierzchni.
je»eli przynajmniej 2 z 3 warto±ci s¡ niezerowe - metoda ta daje dobrze
przybli»enie.
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Logika rozmyta - liczby rozmyte i odwrotno±¢

Ró»nica pomi¦dzy x i jego przybli»eniem - podstawa trójk¡tnych
obszarów = 2, wysoko±¢ = 1; rozmieszczenie jak na poprzednim
rysunku.

x ∈ [1, 2].
ró»nica nie przekracza 10%.
bª¡d zale»y od rozmieszczenia obszarów; u»ycie wag zwi¡zanych z
rozmieszczeniem mo»e wpªyn¡¢ na wyniki.
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Logika rozmyta - kontrola z u»yciem logiki rozmytej

Kontroler rozmyty - system reguluj¡cy o dziaªaniu danym reguªami
rozmytymi
W omówionym kontrolerze temperatury:

trzeba okre±li¢ zakresy zmiennych u»ytych w problemie
T ∈ [0, 40]
kontoler zmienia u»ywan¡ moc elektryczn¡ w zakresie [0, 100]
jednostek (50 - warto±¢ normalna, stand-by).

Na rysunku - funkcje czªonkostwa dla kategorii zimno, normalna,
ciepªo temperatury oraz kategorie kontroli redukuj, utrzymuj,
grzej.
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Logika rozmyta - kontrola z u»yciem logiki rozmytej
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Logika rozmyta - kontrola z u»yciem logiki rozmytej

Liczba rozmyta T = 12◦ przeksztaªcana jest we wniosek (kategori¦
rozmyt¡) dziaªanie=grzej/0.5 + utrzymuj/0.3 + redukuj/0.0.

Metod¡ centroidu - dziaªanie=70.

Mo»na sformuªowa¢ bardziej skomplikowane reguªy o wi¦cej ni» 2
zmiennych.
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Logika rozmyta - sieci rozmyte

Systemy rozmyte mo»na reprezentowa¢ sieciami rozmytymi - s¡ to
sieci, których jednostki obliczaj¡ operatory rozmyte.

Operatory rozmyte obliczane przez warstw¦ ukryt¡ odpowiadaj¡
zbiorowi reguª wnioskowania.
Ostatnia jednostka przeksztaªca uzyskan¡ kategori¦ rozmyt¡ w
klasyczn¡ zmienna kontroln¡ - ka»dy operator ma przypisan¡ wag¦ α
(mo»liwo±¢ u»ycia wa»onego centroidu).
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Logika rozmyta - sieci rozmyte

Mo»na zbudowa¢ skomplikowan¡ sie¢ wielowarstwow¡ - systemy
rozmyte zwykle nie prowadz¡ do bardzo skomplikowanych sieci.

nie jest to te» polecane - ka»de wnioskowanie rozmyte zmniejsza
dokªadno±¢ wyniku.

Operatorów rozmytych nie mo»na obliczy¢ dokªadnie jednostkami
sigmoidalnymi - dobre przybli»enia: ograniczona suma i ró»nica.
Zamiana na warto±¢ klasyczn¡ mo»e by¢ przybli»ona standardowymi
jednostkami.

je»eli funkcje czªonkostwa s¡ trójk¡tami - powierzchnia ro±nie
kwadratowo z wysoko±ci¡ - funkcje kwadratowe w danych przedziaªach
mog¡ by¢ przybli»one sigmoidami.
parametry przybli»enia mo»na s¡ okre±lane przez algorytm ucz¡cy.
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Logika rozmyta - aproksymacja funkcji

Kontroler rozmyty - system do szybkiego obliczania aproksymacji
gruboziarnisto zde�niowanej powierzchni kontrolnej.

x i y - zamieniane s¡ w kategorie rozmyte; na rysunku s¡ 3 co daje 9
punktów powierzchni.
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Logika rozmyta - aproksymacja funkcji

Poszczególne pary warto±ci (x , y) nale»¡ w ro»nym stopniu do ka»dej z
9 kategorii.

Cieniowanie na rysunku - pokazuje czªonkostwo wejscia w kategorii dla
której zmienna kontrolna przyjmuje warto±¢ z0.

Warto±ci odpowiadaj¡ce sªabszemu zacieniowaniu - warto±¢ zmiennej
kontronej jest interpolacj¡ s¡siednich warto±ci.

Je»eli funkcja kontrolna jest gªadka - kilka punktów wystarcza do
dobrego przybli»ania innych warto±ci.

Niewielka liczba punktów = niewielka liczba reguª wnioskowania.
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Logika rozmyta - oko jako system rozmyty

Oko mo»na potraktowa¢ jak kontroler rozmyty w przypadku widzenia
kolorów.

Receptory - tylko dla 3 kolorów o maksymalnym wzbudzeniu dla
niebieskiego, zielonego i czerwonego.

Du»o pikseli ⇒ potrzebna redukcja liczby typów detektorów.

�wiatªo o okre±lonej dªugo±ci - pobudza wszystkie typy receptorów ale
z innym skutkiem ⇒ powstaje kategoria rozmyta (czªonkostwo danej
dªugo±ci fali w kategoriach niebieski, zielony i czerwony).

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 333 / 399



Logika rozmyta - oko jako system rozmyty

Dalsze przetwarzanie - oparte na powstaªej kategorii oraz na
dodatkowym kodowaniu (np. porównywaniu kolorów
komplementarnych).

Caªy proces powoduje, »e mieszanina kolorów postrzegana jest jako
nowy kolor.

Analiza oparta na �zjologii pokazuje, »e 3 typy receptorów wystarczaj¡
do dobrego rozró»niania (dyskryminacji) kolorów.

Ponownie - 3 receptory = maªa ilo±¢ reguª.
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Logika rozmyta - historia

Arystoteles - zastanawiaª si¦ czy wszystkim stwierdzeniom mo»na
przypisa¢ tylko warto±¢ prawda lub faªsz.

Jan �ukasiewicz (lata 20te XX w.) - pierwszy system logiki
wielowarto±ciowej; wprowadziª trzeci¡ warto±¢; aksjomatyzacja przez
innych autorów.

Od lat 30-tych - Gödel, Brouwer, von Neumann - mo»liwo±¢
niesko«czonej ilo±ci warto±ci.

Logika rozmyta - Zadeh 1965 - kontinuum warto±ci; termin ten odnosi
sie do caªej rodziny warto±ci o ró»nych de�nicjach operatorów
logicznych.

Lata 70-te - wzrost zainteresowania logik¡ rozmyt¡ i jej zastosowaniem
w systemach ekspertowych; wtedy te» pierwsze próby wykorzystania w
systemach kontroli (Mamdani 1977).
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Logika rozmyta - historia

Obecnie - kontrolery rozmyte - w przemy±le i elektronice u»ytkowej.

Istniej¡ czipy z operatorami rozmytymi zaimplementowanymi
sprz¦towo.

Rynek wart miliardy dolarów.

Operatory rozmyte - mo»na wª¡czy¢ do zbioru instrukcji normalnych
procesorów.

Badania w dziedzinie algorytmów uczenia dla systemów rozmytych.
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Samo-organizacja

Sieci samo-organizuj¡ce si¦ - prawidªowa odpowied¹ nie jest znana,
nie ma zatem ilo±ciowej miary bª¦du.

Stosuj¡c odpowiedni proces uczenia prowadzi do wyznaczenia dobrze
zde�niowanych parametrów sieci.

Poznali±my ju» system samoorganizuj¡cy si¦ - sie¢ identy�kuj¡c¡
klastry wektorów.

Dane wej±ciowe powoduj¡ adaptacj¦ parametrów - je»eli odpowiednio
kontrolowa¢ ten proces sie¢ zbuduje wewn¦trzn¡ reprezentacj¦
±rodowiska.

Reprezentacja ta mo»e by¢ uaktualniania w sposób ci¡gªy.

Najbardziej znany i najpopularniejszy model samo-organizuj¡cych si¦
sieci - zachowuj¡ce topologi¦ mapowanie Teuvo Kohonena.
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Samo-organizacja

Model Kohonena - podobnie mózg tworzy mapy np. dwu-wymiarow¡
map¦ wielowymiarowej przestrzeni w przypadku widzenia.

3 rodzaje receptorów w widzeniu kolorowym + struktura, rodzaj
powierzchni i poªo»enie obiektów.

Zachowywanie topologii - w przetwarzaniu sygnaªów motorycznych -
obszar odpowiadaj¡cy ramionom bedzie znajdowaª sie blisko obszaru
odpowiadaj¡cego dªoniom itp.

Wa»ne jest aby podczas uczenia aktualizowa¢ tak»e wagi s¡siednich
neuronów - uczy to reakcji na podobne bod¹ce.
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Samo-organizacja

Chcemy stworzy¢ map¦ n-wymiarowej przestrzeni u»ywaj¡c ªa«cucha
m jednostek

tzn. ka»da jednostka specjalizuje si¦ w pewnym obszarze przestrzeni
wej±ciowej.

Do ka»dej jednostki podajemy wektor wej±ciowy x i obliczamy
wzbudzenie.

Odpowiednia jednostka powinna da¢ dla danego wektora wej±ciowego
maksymalne wzbudzenie.

Jednostki Kohonena - obliczaj¡ odlegªo±¢ euklidesow¡ pomi¦dzy x
oraz w - taka de�nicja jest lepsza dla pewnych zastowowa« oraz
ªatwiejsza do wizualizacji.
Promie« s¡siedztwa równy r dla jednostki k de�niujemy jako
jednostki k − r oraz k + r .

jednostki na ko«cach ªa«cucha maj¡ s¡siedztwo asymetryczne
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Samo-organizacja

De�niujemy tak»e funkcj¦ s¡siedztwa φ; warto±¢ φ(i , k) reprezentuje
siª¦ sprze»enia danych jednostek podczas treningu.

Prostym wyborem jest zde�niowanie φ(i , k) = 1 dla jednostek i w
s¡siedztwie o promieniu r oraz φ(i , k) = 0 dla pozostaªych jednostek.
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Samo-organizacja

Algorytm Kohonena:

1 n-wymiarowe wektory wag w1,w2, ...,wm dla m jednostek
obliczeniowych - wybierane przypadkowo; ponadto wybieramy -
pocz¡tkowy promie« r , staª¡ uczenia η oraz funkcj¦ s¡siedztwa φ.

2 wybieramy wektor wej±¢ ξ u»ywaj¡c »¡danego rozkªadu
prawdopodobie«stwa na przestrzeni wej±¢.

3 wybieramy jednostk¦ k o najwy»szym wzbudzeniu tzn. o minimalnym
dystansie pomi¦dzy wi oraz ξ (i = 1, ...,m).

4 wektory wag s¡ uaktualniane zgodnie z reguª¡:
wi ← wi + ηφ(i , k)(ξ −wi ), i = 1, ...,m.

5 stop - je»eli osi¡gnieta zostaªa maksymalna liczba iteracji; w
przeciwnym razie zmody�kuj zgodnie z planem η oraz φ i przejd¹ do
kroku 2.
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Samo-organizacja

Mody�kacja wag przyci¡ga je w kierunku wej±cia ξ; powtarzaj¡c ten
proces spodziewamy si¦ otrzymania rozkªadu jednorodnego wag w
przestrzeni wej±¢ (je»eli wej±cia tak»e wybralismy wg. rozkªadu
jednorodnego).

Promie« redukujemy zgodnie z wcze±niej przyj¦tym planem.

Gdy wektor wag danej jednostki przyci¡gany jest do pewnego obszaru
przestrzeni wej±ciowej - wektory s¡siednich jednostek tak»e s¡
przyci¡gane (w mniejszym stopniu).

W procesie uczenia - zmniejsza si¦ zarówno s¡siedztwo jak i φ oraz η -
wpªyw na jednostki s¡siednie jest stopniowo redukowany.
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Samo-organizacja

Rysunek pokazuje rezultat uczenia Kohonena dla obszaru trójk¡tnego.
Kropka = jednostka.
Wektory wag osi¡gaj¡ rozkªad który zamienia jednostk¦ w
reprezentacj¦ maªego obszaru przestrzeni wej±¢.
Punkt w prawym dolnym rogu - odpowiada najwy»szym wzbudzeniem
w przypadku wektorów w zacienionym obszarze.

Dla strategii aktywacji typu zwyciezca-bierze-wszystko - bedzie on
jedynym aktywuj¡cym si¦ neuronem.
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Samo-organizacja - historia

Od czasów Kohonena - wiele zastosowa«.

Prosty model - wyja±nia niektóre zjawiska biologiczne.

Kombinatoryka np. problem komiwoja»era (poszczególne miasta
okr¡»a si¦ pier±cieniem jednostek).

Lata 80-te - pierwsze zastosowania w robotyce.

Rozpoznawania mowy np. system rozpoznaj¡cy sªowa na podstawie
obserwacji ±cie»ki w przestrzeni fonemów.

Matematyka - badania procesów samo-organizuj¡cych si¦.
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Algorytmy genetyczne

Algorytmy genetyczne - algorytmy optymalizacji zainspirowane
doborem naturalnym i genetyk¡.

znajduj¡ zastosowanie w wielu dziedzinach
algorytmy s¡ proste do zrozumienia i zaprogramowania
mimo zalet nie s¡ tak rozpowszechnione jak sieci neuronowe

Idea u»ycia populacji rozwi¡za« do problemów optymalizacji w
in»ynierii - lata 50te i 60te.

John Holland (psycholog i in»ynier) - 1975 - Adaptation in Natural
and Arti�cal Systems.

Znacznie szersze zastosowania ni» estymacja nieznanych parametrów
modelu �zycznego.
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Algorytmy genetyczne

Typowy algorytm genetyczny skªada si¦ z:
1 Pewnej liczby (= populacji) przypuszczalnych rozwi¡za« problemu.
2 Metody obliczania jak dobre jest rozwi¡zanie.
3 Metody mieszania/krzy»owania fragmentów lepszych rozwi¡za« -

powstaj¡ nowe, ±rednio bior¡c lepsze rozwi¡zania.
4 Operatora mutacji zapobiegaj¡cy utracie ró»norodno±ci.

Nie ma skomplikowanej matematyki ani trudnych algorytmów.
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Algorytmy genetyczne

Przykªady zastosowa«:
przetwarzanie obrazu
struktura biaªek
obwody scalone
trajektorie statków kosmicznych
analiza szeregów czasowych
�zyka ciaªa staªego
robotyka
automatyczna ewolucja programów komputerowych
rozpoznawanie twarzy
uczenie i projektowanie sieci neuronowych
kontrola
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Algorytmy genetyczne - przestrzenie rozwi¡za«

Przestrze« rozwi¡za« - nale»y zde�niowa¢ miar¦ odlegªo±ci
mi¦dzy rozwi¡zaniami oraz dla ka»dego rozwi¡zania miar¦
sukcesu/przystosowania jako rozwi¡zania.

Przykªad - znalezienie dwóch parametrów w modelu matematycznym
maksymalizuj¡cym siª¦ no±n¡ dziaªaj¡c¡ na skrzydªo samolotu.

Je»eli odpowiedni wykres posiada maksimum/maksima to lepiej
przystosowane maksima b¦d¡ zajmowaªy te obszary.
Wi¦kszo±¢ zastosowa« - celem jest dokªadna identy�kacja optimum.

czasem np. kontrola w czasie rzeczywistym - wystrcza znalezienie
jakiegokolwiek punktu powy»ej ustalonej granicy przystosowania
inne przypadki np. architektura - potrzebne znalezienie du»ej liczby
ró»nych dobrze przystosowanych punktów
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Algorytmy genetyczne
Algorytm GA inicjalizujemy populacj¡ rozwi¡za« - zwykle przypadkowo
rozproszon¡ w przestrzeni rozwi¡za« (potem selekcja, krzy»owanie i
mutacje).
Typowo populacje zapisujemy binarnie.

czasem jako warto±ci rzeczywiste lub w sposób na±laduj¡cy naturaln¡
struktur¦ danych problemu

Selekcja - wywiera na populacj¦ presj¦ podobnie do doboru
naturalnego - lepiej przystosowane osobniki maj¡ wi¦ksz¡ szans¦
przenie±¢ informacj¦ któr¡ zawieraj¡ (DNA) do nast¦pnego pokolenia.
Krzy»owanie - powzala wymienia¢ informacje podobnie do procesu
rozmna»ania.

krzy»owanie jednopunktowe - jedna z metod - w wybranych przez
operator selekcji osobnikach losowany jest punkt ci¡gu binarnego a
osobniki wymieniaj¡ informacj¦ na prawo od niego.

Mutacja - losowo zmienia warto±¢ pojedynczych bitów.
Po selekcji, krzy»owaniu i mutacji pocz¡tkowej populacji powstaje
nowa populacja (nowe pokolenie) - proces powtarzamy okre±lon¡ ilo±¢
razy lub do speªnienia odpowiedniego kryterium.
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Algorytmy genetyczne - przykªad

Przed zastosawaniem GA do konkretnego problemu potrzeba okre±li¢:
metod¦ kodowania parametrów np. binarnie
jak wymienia¢ informacj¦ mi¦dzy czªonkami populacji
wielko±¢ populacji - typowo 20− 1000 (mo»e by¢ mniejsza lub znacznie
wi¦ksza)
jak stosowa¢ ide¦ mutacji
kryterium zatrzymania algorytmu

Istniej¡ publikacje na temat ró»nych sposobów kodowania, wyboru
wielko±ci populacji, ró»nych mechanizmów krzy»owania i ró»nych
cz¦sto±ci mutacji - nie wiadomo na ile s¡ ogólne.

Praktycznie - analizuje si¦ podej±cia zastosowane w podobnych
problemach i wybiera to które wydaje si¦ najodpowiedniejsze.

Trywialny przykªad - znale¹¢ maksimum funkcji f (x) = x2 dla
caªkowitego 0 ≤ x ≤ 4095.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 350 / 399



Algorytmy genetyczne - przykªad

Jeden z mo»liwych algorytmów:

1 Utwórz populacj¦ 8 losowych ci¡gów liczb binarnych dªugo±ci 12.
2 Zdekoduj ci¡gi do liczb caªkowitych np. 000000000111 = 7,

111111111111 = 4095.
3 Przetestuj otrzymane liczby jako rozwi¡zanie problemu - funkcja

przystosowania f (x) (np. x = 7 ma przystosowanie 49).
4 Wybierz najlepsz¡ poªow¦ populacji do nast¦pnego pokolenia.
5 Pogrupuj losowo ci¡gi-rodziców w pary i losowo zastosuj

jednopunktowe krzy»owanie - powstaj¡ ci¡gi-dzieci.
6 Zastosuj do dzieci mutacje - z prawdopodobie«stwem 1/6 zmie« 0 na

1 lub odwrotnie.
7 Nowe ci¡gi wraz z rodzicami tworz¡ now¡ populacj¦ (8 ci¡gów).
8 Wró¢ do kroku 2 i powtarzaj do uzyskania 50 pokole«.
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Algorytmy genetyczne - przykªad

Przykªadowe krzy»owanie - wylosowany 3 bit:
000/100011100⇒ 000001101010

111/001101010⇒ 111100011100

Przykªadowa populacja pocz¡tkowa:
Nr ciag x przystosowanie

1 110101100100 3428 11751184

2 010100010111 1303 1697809

3 101111101110 3054 9326916

4 010100001100 1292 1669264

5 011101011101 1885 3553225

6 101101001001 2889 8346321

7 101011011010 2778 7717284

8 010011010101 1237 1530169
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Algorytmy genetyczne - przykªad

1, 3, 6, 7 - najwi¦ksze przystosowanie

Nr ciag x przystosowanie

1 110101100100 3428 11751184

2 101111101110 3054 9326916

3 101101001001 2889 8346321

4 101011011010 2778 7717284

Pary wybierane przypadkowo np. 1 z 2 oraz 3 z 4.
Zaniedbuj¡c mutacje tworzymy nowe pokolenie:
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Algorytmy genetyczne - przykªad

Nr ciag x przystosowanie

1 11/0101100100 3428 11751184

2 10/1111101110 3054 9326916

3 101101/001001 2889 8346321

4 101011/011010 2778 7717284

5 111111101110 4078 16630084

6 100101100100 2404 5779216

7 101101011010 2906 8444836

8 101011001001 2761 7623121

Wyj±ciowa populacja - ±rednie przystosowanie 5065797, maksymalne -
11751184.
Drugie pokolenie - ±rednie - 8402107, maksymalne - 16630084.
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Algorytmy genetyczne - przykªad

Rodzicami kolejnego pokolenia b¦d¡:
Nr ciag x przystosowanie

1 110101100100 3428 11751184

2 101111101110 3054 9326916

3 101101011010 2906 8444836

4 101011001001 2761 7623121

Nie wyst¦puje ci¡g z 1 na ko«cu - maksimum nie zostanie
osi¡gni¦te.
Mo»e powsta¢ 111111111110, który zdominuje populacj¦ -
wskazówka, »e brak mutacji mo»e by¢ problemem.
Mutacja powoduje zachowanie ró»norodno±ci pierwotnej populacji.

pierwotna populacja zawieraªa 1 na ka»dej pozycji - wiec mutacja
niekoniecznie wynajduje now¡ informacj¦
to samo z mutacj¡ - otrzymuje si¦ globalne optimum 111111111111.
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Algorytmy genetyczne - podsumowanie

Ró»nice mi¦dzy GA i tradycyjnymi algorytmami:

Równolegªa manipulacja populacj¡ rozwi¡za«.

Specjalne kodowanie rozwi¡za« np. binarne.

U»ywanie losowych operatorów.
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Algorytmy genetyczne

Terminologia biologiczna.

chromosom - ci¡g binarny (rozwa»amy pojedyncze ci¡gi wi¦c jest to
tak»e genotyp)

fenotyp (organizm) - rezultat ekspresji genotypu w ±rodowisku -
rozwi¡zanie lub zbiór nieznanych parametrów

Uniwersalno±¢.

GA - w naturalny sposób uniwersalne, przy odpowiednim dostosowaniu
operatorów i odpowiednim kodowaniu danych mog¡ by¢ bardzo
wydajne.

przy wystarczaj¡cej informacji o przestrzeni rozwi¡za« zawsze mo»na
skonstruowa¢ metod¦ lepsz¡ ni» GA
jednak otrzymanie takie informacji w wielu przypadkach jest niemal tak
trudne jak rozwi¡zanie problemu
specjalny algorytm ma maªy zakres zastosowania a GA szeroki
niewielkie zmiany w GA poprawiaj¡ wydajno±¢ z jednoczesnym
zachowaniem uniwersalno±ci
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Algorytmy genetyczne - zmienne rzeczywiste

U»ycie zmiennych rzeczywistych w algorytmie - zmiana de�nicji
operatorów.

Najpopularniejsze podej±cie - liniowe odwzorowanie pomi¦dzy zbiorami
liczb rzeczywistych i reprezentacji binarnych o ustalonej dªugo±ci.

Ci¡g binarny transformujemy na dziesi¦tn¡ liczb¦ caªkowit¡ z ; linowa
transformacja na liczb¦ rzeczywist¡:

r = mz + c.

m i c wynikaj¡ z minimalnych i maksymalnych warto±ci r i z

rmin = mzmin + c

rmax = mzmax + c,
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Algorytmy genetyczne - zmienne rzeczywiste

ogólne wzory:

m =
rmax − rmin

zmax − zmin

c = rmin −mzmin

Najmniejsza liczba binarna 000...0, tzn. zmin = 0; 1111...1 -
zmax = 2l + 1 (l - dªugo±¢ ci¡gu binarnego); w tym przypadku:

m =
rmax − rmin

2l − 1

c = rmin,

a odpowiednia transformacja to:

r =
rmax − rmin

2l − 1
z + rmin.
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Algorytmy genetyczne - zmienne rzeczywiste

Przykªad - szukamy parametru x w przedziale [2.2, 3.9].

Liczbie binarnej 10101 odpowiada dzisi¦tna z = 21 a rzeczywista

r =
3.9− 2.2
25 − 1

21 + 2.2 = 3.3516.

Kolejn¡ liczb¡ binarn¡ jest 10110 = 22 ⇒ r = 3.4065 - nie mo»na
okre±li¢ liczb z przedziaªu [3.356, 3.4065].
Dokªadno±¢ mo»na zwi¦kszy¢

1 redukuj¡c rozmiar przestrzeni rozwi¡za«
2 zwi¦kszaj¡c liczb¦ bitów w ci¡gu
3 inna reprezentacja liczb - w przypadku wi¦kszo±ci problemów nie jest to

konieczne

l = 20 daje dokªadno±¢ ponad 10−6.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 360 / 399



Algorytmy genetyczne - problemy z wieloma zmiennymi

Je»eli M zmiennych reprezentowanych jest pod-ci¡gami dªugo±ci l -
ª¡czenie w populacj¦ ci¡gów dªugo±ci L

L =
M∑
j=1

lj .

Nie jest wymagane by pod-ci¡gi byªy tej samej dªugo±ci ⇒ kontrola
dokªadno±ci parametrów ⇒ mo»liwo±¢ znacznego przyspieszenia
poszukiwa«.

Punkt krzy»owania musi by¢ wewn¡trz pod-ci¡gu opisuj¡cego
parametr a nie pomi¦dzy parametrami.
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Algorytmy genetyczne - mutacje

�atwe do zaimplementowania w reprezentacji binarnej - ka»dy bit
zmieniany jest z prawdopodobie«stwem mutacji Pm.

Pm = 0.001 - ±rednio jeden bit na 1000 ulegnie mutacji.

Pm zale»y od problemu; cz¦sto stosuje si¦ Pm = 1/L lub
Pm = 1/(N

√
L) (N - wielko±¢ populacji).

Uwa»a si¦, »e w wi¦kszo±ci problemów zbyt niska cz¦sto±¢ mutacji jest
mniej szkodliwa ni» zbyt wysoka.
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Algorytmy genetyczne - selekcja

Odrzucanie 50% populacji jest bardzo prost¡ selekcj¡ i nie najcz¦±ciej
u»ywan¡.

nie ma odró»nienia mi¦dzy dobrymi a bardzo dobrymi
nie najlepiej dostosowane osobniki s¡ zawsze odrzucane (redukujemy
ró»norodno±¢ genetyczn¡) a mogªyby przechodzi¢ do kolejnego
pokolenia z ni»szym prawdopodobie«stwem

Popularnym operatorem selekcji jest operator proporcjonalny do
przystosowania (zwany te» ruletk¡) - prowdopodobie«stwo wyboru jest
proporcjonalne do przystosowania danego osobnika.

ruletka - mo»na wyobrazi¢ sobie populacj¦ tworz¡c¡ ruletk¦, gdzie cz¦±¢
koªa ruletki odpowiadaj¡ca danemu osobnikowi jest proporcjonalna do
jego przystosowania
metod¦ ruletki stosujemy 2 razy aby wybra¢ par¦ podlegaj¡ krzy»owaniu
metoda ta nie gwarantuje wyboru »adnego elementu nawet najlepiej
przystosowanego - dla pewnych problemów mo»e by¢ to korzystne bo
algorytm jest spowalniany pozwalaj¡c lepiej przeszuka¢ przestrze«
rozwi¡za«
elitaryzm - najlepiej przystosowany zawsze prze»ywa (nie podlega te»
mutacji ani krzy»owaniu) - cz¦sto przyspiesza algorytm
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Algorytmy genetyczne - krzy»owanie

W algorytmie zwanym maªy algorytm genetyczny (LGA - Little
Genetic Algorithm) u»ywane jest krzy»owanie jednopunktowe (w
naturze stwierdzono od 1 do 8 punktów krzy»owania).
Para wybranych osobników podlega krzy»owaniu z
prawdopodobie«stwem Pc (generowana jest liczba losowa Rc ,
krzy»wanie nast¦puje je»eli Rc ≤ Pc).

typowo 0.4 ≤ Pc ≤ 0.9
Pc = 0.5 - poªowa nowej populacji tworzona jest przez selekcj¦ i
krzy»owanie a druga poªowa tylko przez selekcj¦

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 364 / 399



Algorytmy genetyczne - LGA

1 Wygeneruj pocz¡tkow¡ populacj¦ (g = 1) losowych ci¡gów binarnych
dªugo±ci

∑M
k=1

lk (M - liczba niewiadomych).
2 Zdekoduj ka»dego osobnika i do liczby caªkowitej zi ,k i dalej

rzeczywistej ri ,k (szukane parametry).
3 Przetestuj wszystkie osobniki otrzymuj¡c przystosowania fi .
4 U»yj selekcji proporcjonalnej do przystosowania do wyboru par

osobników i zastosuj z prawdopodobie«stwem Pc krzy»owanie
jednopunktowe ⇒ nowa populacja.

5 Do ka»dego bitu zastosuj mutacj¦ z prawdopodobie«stwem Pm.
6 Je»eli stosujemy elitaryzm - je»eli nowa populacja nie zawiera elementu

o przystosowaniu co najmniej takim jak najlepiej przystosowany
element wyj±ciowej populacji, zast¡p losowo wybrany element najlepiej
przystosowanym.

7 Zast¡p star¡ populacj¦ now¡.
8 g = g + 1 i przejd¹ do kroku 2 (chyba »e osi¡gni¦to zakªadan¡ liczb¦

pokole« G ).
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Hardware dla sieci neuronowych

Jak najlepiej przetwarza¢ informacje w sieci neuronowej z u»yciem
urz¡dze« elektronicznych?

jak najlepiej emulowa¢ siln¡ równolegªo±¢ ±wiata biologicznego?

Sieci neuronowe s¡ atrakcyjn¡ opcj¡ w zastosowaniach je»eli ich
niejawn¡ równolegªo±¢ mo»na uczyni¢ jawn¡ z u»yciem odpowiedniego
sprz¦tu.

dobrze jest ograniczy¢ komunikacj¦ do lokalnej wymiany danych

Istniej¡ dwie alternatywy:
1 programowa symulacja na konwencjonalnych komputerach,
2 specjany hardware (zapewnia drastyczne zmniejszenie czasu

wykonywania zada«).

Mimo to symulacja mo»e by¢ przydatna do rozwijania i testowania
nowych algorytmów.

Du»e sieci - symulacja nie wystarcza - czas uczenia sieci mo»e
wzrasta¢ wykªadniczo z jej rozmiarem.
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Hardware dla sieci neuronowych - wydajno±¢

W wielu zastosowaniach sieci neuronowe mog¡ by¢ wydajniejsze ni»
konwencjonalne metody - rozpoznawanie obrazów i mowy, robotyka,
przetwarzanie sygnaªów, kompresja danych, analiza statystyczna i
optymalizacja.
Najistotniejszym czynnikiem w budowie sieci neuronowej jest -
rozmiar sieci i moc obliczeniowa.

zªo»ono±¢/pojemno±¢ sieci najlepiej okre±li¢ przez liczb¦ wag (nie
liczb¦ jednostek - uczenie), wielko±¢ ta poza zªo»ono±ci¡ informuje o
tym jak trudne b¦dzie uczenie sieci.
wydajno±¢ implemen - liczba poª¡cze« na sekund¦ (ang.
connections per second, cps) - liczba paczek danych przekazywana
przez poª¡czenia sieci na sekund¦.

Wydajno±¢ procesu uczenia - mierzy si¦ w liczbie uaktualnie«
poª¡cze« sieci na sekund¦ (connections updates per second, cups).
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Hardware dla sieci neuronowych - wydajno±¢

PC/AT - stary komputer osobisty: 10Kcps, CM-2 (równolegªy SIMD,
64K procesorów): 10Mcps - mo»e radzi¢ sobie z prostym
rozpoznawaniem mowy ale ju» nie z wersj¡ wyra�nowan¡ lub
rozpoznawaniem obrazów (symulacj¡ widzenia).
Stosunek cena/wydajno±¢ - nie jest dobry w przypadku
konwencjonalnych komputerów.
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Hardware dla sieci neuronowych - typy neurokomputerów

W klasy�kacji wa»ne s¡ 3 czynniki:
1 rodzaj sygnaªów u»ytych w sieci
2 implementacja wag sieci
3 funkcje scalaj¡ce i funkcje wyj±cia jednostek

Ad.1. Sygnaªy - analogowe (nat¦»enie pr¡du lub ró»nica potencjaªów) lub
cyfrowe (warto±ci dyskretne).
Ad.2. Wagi analogowe - oporniki lub tranzystory o liniowej funkcji
odpowiedzi w pewnym zakresie; wagi cyfrowe - mno»enie cyfrowe.

Neurokomputery hybrydowe - poª¡czenie obwodów cyfrowych i
analogowych.

Podej±cie analogowe - ukªady elektroniczne lub optyczne (prototypy).
Podej±cie cyfrowe - architektóry równolegªe lub szeregowe.

ka»dy procesor - mo»e zajmowa¢ si¦ cz¦±ci¡ zbioru treningowego
procesory wektorowe - zoptymalizowane do operacji macierzowych
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Hardware dla sieci neuronowych - typy neurokomputerów
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Hardware dla sieci neuronowych - typy neurokomputerów

Macierze systoliczne - regularne ukªady jednostek obliczeniowych;
komunikuj¡ si¦ tylko z bezpo±rednimi s¡siadami.

zaproponowane do szybkiego mno»enia macierzy - wa»ne w sieciach
warstwowych.

specjalne czipy typu superskalarnego lub systemy zawieraj¡ce wiele
identycznych procesorów u»ywanych w trybie SIMD.
Porównanie:

analogowe - wi¦ksza g¦sto±¢ ukªadu oraz potrzebuj¡ mniejsz¡ moc.
cyfrowe - wi¦ksza precyzja i elastyczno±¢ programowania, mo»liwo±¢
pracy z sieciami wirtualnymi - czyli nie odzwierciedlonymi �zycznie w
strukturze sieci (mo»liwo±¢ zwiekszenia liczby jednostek).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Sygnaªy reprezentowane pr¡dami (tzn. nat¦»eniami) lub napi¦ciami -
mo»na my±le¢ o nich, »e operuj¡ na liczbach rzeczywistych.

Kodowanie - pr¡dy - dodawanie jest ªatwo obliczy¢:
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Dodawanie nat¦»e« - bardziej skomplikowane - aby doda¢ V1 i V2 -
wyj±cie o napi¦ciu V1 musi by¢ odniesieniem dla drugiego z napi¦¢
(wiecej potencjaªów - nie jest to ªatwe do zaimplementowania).
Funkcja scalaj¡ca - poª¡czenie wej±¢ do wspólnego punktu - suma
pr¡dów b¦dzie przetworzona przez jednostk¦.
Wagi sieci - u»ycie zmiennych oporów (tak zrobiª Rosenblatt w
pierwszych perceptronach) - V = RI :
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Lata 70-te i 80-te - powstaªa pewna ilo±¢ projektów analogowych.
Grupa Carvera Meada (Caltech) - studiowali jak zmniejszy¢ rozmiar
sieci oraz probór mocy.

tranzystory
krzemowa retina

krzemowa colchea

Lata 50-te - Karl Steinbuch - model uczenia - Learnmatrix - n wej±¢
jako napi¦cia, nast¦pnie opory zmieniaj¡ napi¦cie w wa»one nat¦»enia.

zbiór kolumn tego typu pozwala obliczy¢ w sposób równolegªy iloczyn
wektor-macierz.
Steinbuch zbudowaª pierwsza pami¦¢ skojarzeniow¡ jako hardware.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Tranzystory VLSI (Very Large Scale Integration).
Mog¡ u»ywa¢ póªprzewodnikowych tranzystorów polowych (FET -
�eld e�ect transistor) - nieliniowa krzywa odpowiedzi
napi¦cie-nat¦»enie.

nieliniowo±¢ ⇒ dogodne do zastosowania jako przeª¡czniki cyfrowe.

* n+ oznacza nadmiar ªadunku dodatniego (odpowiednie domieszkowanie
póªprzewodnika)
* przepªyw ªadunku - gdy elektroda kontrolna jest naªadowana dodatnio
powy»ej pewnego progu (eletrony s¡ przyci¡gane i mog¡ przeskoczy¢ przez
przerwe)
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Tranzystor FET zamienia wi¦c ró»nic¦ potencjaªów (pomi¦dzy
¹ródªem a elektrod¡ kontroln¡) w pr¡d.
Mo»na zbudowa¢ maªy obwód FET-ów mno»¡cy warto±¢ pr¡du i
warto±¢ ró»nicy potencjaªów.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Pr¡d wytworzony na tranzystorze FET zale»y wykªadniczo od ró»nicy
potencjaªów:

I1 = I0e
cV1−V , I2 = I0e

cV2−V

Zatem:
Ib = I1 + I2 = I0e

−V (ecV1 + ecV2),

I1 − I2 = Ib
ecV1 − ecV2

ecV1 + ecV2
= Ib tanh

c(V1 − V2)

2
Zatem - ró»nica V1 − V2 daje nieliniowy rezultat I1 − I2.
Przypomnienie - tangens hiperboliczny jest symetrycznym sigmoidem
u»ywanym w algorytmie propagacji wstecznej; dla maªych
argumentów tanh (x) ≈ x , wi¦c:

I1 − I2 =
cIb(V1 − V2)

2
.

Podsumowanie - FET - wa»¡ sygnaªy (wykªadnicza zale»no±¢),
scalaj¡ (Ib) oraz daj¡ nieliniowe wyj±cie (I1 − I2).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Tranzystory przechowuj¡ce ªadunek - mog¡ posªu»y¢ do mno»enia.

Problem FET - potrzebne i napi¦cia i nat¦»enia, wagi trzeba
przeksztaªci¢ w ró»nice potencjaªów i utrzymywa¢ j¡ niezmienion¡
je»eli nie ma aktualizacji wag - ªatwiej byªo by wagi przechowa¢ i u»y¢
gdy b¦d¡ potrzebne.

Schemat tranzystora przechowuj¡cego ªaduenk jest podobny do FET:
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Ró»nica - warstwa metaliczna - izoluje elektrod¦ kontroln¡ i reszt¦
tranzystora.

Dzi¦ki izolacji - warstwa ta mo»e przechowywa¢ ªadunek (przez dªugi
czas) jak kondensator.

�adowanie - przyªo»enie ró»nicy potencjaªów.

Jest to pami¦¢ analogowa.

�adunek mody�kuje efektywno±¢ dziaªania elektrody kontrolnej -
przepªywaj¡cy pr¡d zale»y liniowo (w pewnym przedziale od
zgromadzonego ªadunku) - ró»nica potencjaªów jest wa»ona i
przeksztaªcana w pr¡d.

Uczenie: zmiany wag = zmiany zgromadzonego ªadunku.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Matryce CCD (charge coupled devices) - sygnaª elektryczny
proporcjonalny do padaj¡cego ±wiatªa.

Przechowuj¡ ªadunek dynamicznie - wagi jako ªadunek mog¡ kr¡»y¢ w
p¦tli - w pewnym jej punkcie s¡ czytane i mnoóone przez wej±cie.
Obwód CCD transportuj¡cy ªadunki - ªa«cuch elektrod na powierzchni
póªprzewodnika - synchronizacja zegarem tak, »e w danym czasie tylko
jedna elektroda osi¡ga maksymalny potencjaª.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

�adunek Q - zgromadzony w materiale póªprzewodnika - tworzy
studni¦ potencjaªu, która z czasem rozmywa si¦.

Kolejna elektroda tworzy studni¦ w kolejnym poªo»eniu.

Mo»na zbudowa¢ pami¦¢.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Sygnaªy i parametry sieci - cyfrowe.

Dowolna dokªadno±¢ - zwi¦kszanie dªugo±ci sªowa.
W algorytmach uczenia opartych na gradiencie - potrzebna wi¦ksza
dokªadno±¢ ni» mo»na uzyska¢ w sieciach analogowych (8,9 bitów)

inna wady sieci analogowych - du»a zmienno±¢ charakterystyki
elektrycznej tranzystorów (nawet na tym samym czipie).
sieci analogowe - do zastosowa« gdzie odchylenia statystyczne mo»na
tolerowa¢ np. widzenie.

Obecne komputery s¡ cyfrowe - sie¢ mo»e by¢ jedn¡ z cz¦±ci
wi¦kszego urz¡dzenia ⇒ ªatwiejsza integracja oprogramowania
(koprocesor neuronowy).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Podstawowe zagadnienie - ile bitów u»y¢ do reprezentacji wag i
sygnaªów.
Implementacja czysto programowa - reprezentacja
zmienno-przecinkowa.
Operacje zmienno-przecikowe - potrzeba wi¦cej cykli do obliczenia ni»
liczby caªkowite (chyba, »e u»yje si¦ bardzo skomplikowanych ukªadów)
⇒ wiele neurokoputerów u»ywa staªo-przecinkowej reprezentacji - nie
mo»e to wpªywa¢ na zbie»no±¢ algorytmów uczenia sieci.

Prawie wszystkie modele sieci - potrzebny iloczyn skalarny wektora
wag i wej±cia - procesory wektorowe (przetwarzaj¡ w pojedynczych
cyklach caªe wektory) zostaªy zbudowane z my±l¡ o takich
zastosowaniach.
Rejestry skalarne oraz wektorowe (przechowuj¡ caªe wektory).
Operacje na wektorach - skªadowe wektora s¡ czytane z rejestru
kolejno i przekazywane do jednostki arytmetycznej.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Jednostka arytmetyczna - podzielona na etapy:
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Macierze systoliczne - bardzo szybko wykonuj¡ operacje algebry
liniowej.
Systolic - podobie«stwo do przepªywu krwi w sercu - indicating the
maximim arterial pressure occuring during contraction of the left
ventricle of the heart
Regularne struktury jednostek VLSI (najcz¦±ciej 1- lub 2-wymiarowe) -
komunikuj¡ sie tylko lokalnie.
Informacja dostarczana jest na obrze»ach i transportowana
synchronicznie od jednego etapu do drugiego.
Mno»enie wektor-macierz - mniej cykli ni» procesor wektorowy.

n-wymiarowy wektor i Mn×n: 2n (procesor wektorowy n2)

2-wymiarowa macierz systoliczna; macierz:

,

któr¡ mno»ymy razy wektor [a, b] (dokªadnie jej transpozycj¦).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Rz¦dy macierzy podawane s¡ od góry.

Warto±ci przekazywane na prawo. Wyniki dziaªa« uko±nie.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

�¡cz¡c brzegi sieci do utworzenia torusa - redukcja liczby elementów z
n(2n − 1) do n2.
Architektura toroidalna - cz¦sto wybierana do neurokomputerów.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

SPECJALNE ARCHITEKTURY.

Do±wiadczenie w implementacji sieci na zwykªych komputerach ⇒
rozwój specjanych projektów mikroprocesorów dla neurokomputerów.

Model SIMD popularny - ªatwo znacznie przyspieszy¢ mno»enie
wektor-macierz kosztem niewielkiej inwestycji w hardware.

Studiowano optymalne transformowanie modeli sieci neuronowych na
maszyny SIMD.
Implementacja SIMD - iloczynu macierz-wektor:

skªadowe wektora x1, ..., xn - podawane sekwencyjnie do wszystkich
procesorów
w ka»dym cyklu podawana jest te» jedna kolumna macierzy W
rezultat n mno»e« akumuluje si¦ w jednostkach dodaj¡cych; w tym
samym czasie jednostki mno»¡ce zaczynaj¡ oblicza¢ kolejne iloczyny
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

W powy»szym modelu - jednoczesna transmisja n argumentów z
pami¦ci do jednostek arytmetycznych - potrzebna szeroka szyna
danych.

Torrent chip - 1995 - Berkeley - architektura SIMD - pierwszy procesor
wektorowy na pojedynczym czipie (zaprojektowany dla sieci
neuronowych oraz innych zada« z zakresu cyfrowego przetwarzania
sygnaªów).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Wa»na techniczna trudno±¢ sieci neuronowych - implementacja
kanaªów komunikacyjnych.

Komputery optyczne - kanaªy komunikacyjne nie s¡ cz¦±ci¡ sprz¦tu
a sygnaªy s¡ transmitowane mi¦dzy komponentami jako ±wiatªo.

Promienie ±witlne mog¡ si¦ przecina¢ - nie wpªywa to na przenoszone
informacje.

Potrzebna energia jest niewielka.

Mo»na osi¡gn¡¢ czas przeª¡czania - do 30GHz .
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

�atwo zaimplementowa¢ podstawowe operacje - przestrzenne
modulatory ±wiatªa SLM (Spatial Light Modulators).
SLM - maski optyczne kontolowane elektrodami; w zale»no±ci od
napi¦cia - przepuszczaj¡ mniej ±wiatªa - mo»enie.

kolejne mno»enia mo»na wykona¢ "jednocze±nie" - przepuszczenie
±wiatªa przez kilka SLM-ów.

Dodawanie - soczewki, pryzmaty.

Rozdzielenie sygnaªu - krysztaªy lub odpowiednie soczewki.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Operacje algebry liniowej - ªatwe do równolegªej implementacji.
Mno»enie macierz-wektor - podziaª SLM na n × n pól (niezale»na
regulacja).

Wychodz¡ce ±wiatªo zbierane jest kolumna po kolumnie - rezultat =
skªadowe iloczynu.
Inne operacje - tak»e ªatwo - transformata Fouriera obrazu (przydatne
w rozpoznawaniu obrazów).
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Hardware dla sieci neuronowych - kodowanie pulsowe

Bli»sze biologicznemu modelowi jest u»ywanie dyskretnych pulsów
(jak potencjaªy neuronów).

Sterowanie cz¦stotliwo±ci¡ sygnaªów.

Kodowanie pulsowe mo»na zaimplementowa¢ w technologii analogowej
oraz cyfrowej.

Tomlinson - neuroczip.
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Hardware dla sieci neuronowych - kodowanie pulsowe

A=0.25, B=0.5
Pulsy - reprezentowane 16-cyklowymi interwaªami, które generator
wytwarza losowo tak, »e dla A puls pojawia si¦ przez 1/4 czasu a B
poªow¦ czasu.
Pulsy nie s¡ skorelowane.
Dekoder - rekonstuuje liczby zliczaj¡c pulsy w 16-cyklowym
interwaªach.
Iloczyn A i B - bramka AND - wynik = ªa«cuch 0.25× 0.5× 16
pulsów, czyli liczba 0.25× 0.5

jest to rezultat statystyczny - liczba pulsów mo»e ró»ni¢ si¦ od ±redniej
dokªadno±¢ mo»na zwi¦kszy¢ wydªu»aj¡c interwaª np. z 24 do 256 (co
odpowiada 8 bitom).
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Hardware dla sieci neuronowych - kodowanie pulsowe

Sumowanie (wynik ograniczony do przedziaªu [0, 1]) - bramka OR -
otrzymujemy C = 1− (1− A)(1− B) (zero otrzymujemy A i B s¡
jednocze±nie zero).
Dla 10 liczb A1, ...,A10 podobnie, je»eli liczby s¡ maªe:

C = 1− (1− A1) · · · (1− A10) ≈ 1−

(
1−

10∑
i=1

Ai

)
≈

10∑
i=1

Ai .

Wi¦ksze warto±ci i wystarczaj¡co szeroki interwaª - przybli»enie
funkcj¡ podobn¡ do sigmoidu:

C = 1− exp(−
10∑
i=1

Ai )

Nie obejmuje to sygnaªów ujemnych (nie pasuje do interpretacji
probabilistycznej) - potrzebne do aktywacji jednostki - dodatkowy
hardware.
Wiele bada« nad pulsow¡ implementacj¡ uczenia.
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Hardware dla sieci neuronowych - historia

Lata 50-te - pierwsze próby budowania specjalnego hardware.
1951 - Marvin Minsky - system symuluj¡cy adaptacyjne wagi
potencjometrami.
1957 - Rosenblatt - perceptron - wagi jako opory (podej±cie
Minsky'ego).
Urz¡dzenia Rosenblatta - pierwsze komercyjne neurokomputery.
1960 - Widrow, Ho� - pierwsze adaptacyjne systemy przetwarzaj¡ce
sygnaªy.
Karl Steinbuch - zbudowaª pami¦ci z sieci oporów.
Lata 70-te - niewielki post¦p w Japonii cognitron i neokognitron.
Lata 70-te - H.T. Kung (Carnegie Mellon) - macierze systoliczne.
Warp - Princeton - pierwsza architektura systoliczna dla sieci
neuronowych.
1980 - wiele prac w celu adaptacji konwencjonalnych systemów
wieloprocesorowych do potrzeb sieci neuronowych.
Czekamy na najwi¦kszy przeªom - komputery optyczne.
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