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© Modelowanie uktadu nerwowego
© Elementy progowe i ich sieci.

© Perceptron

@ Algorytm uczenia perceptronu

@ Sieci jedno - i dwuwarstwowe

@ Algorytm propagacji wstecznej

@ Sieci neuronowe i statystyka

© Logika rozmyta

© Samo-organizacja (sieci Kohonena)

@ Algorytmy genetyczne

@ Hardware dla sieci neuronowych
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Naturalne i sztuczne sieci neuronowe

e Matematyczna inspiracja - sformalizowanie ludzkiej mysli (logika,
teoria prawdopodobienstwa, kognitywistyka).

@ Procesy przebiegajace w ludzkim umysle - bardziej skomplikowane niz
jakakolwiek formalna teoria.

@ Procesy poznania (kognitywistyka) modelowano nasladujac fizjologie
neuronéw od lat 40tych (szczegdlnie lata 80te).

@ 1943 - Warren Mc Culloch i Walter Pitts - pierwszy model
sztucznych neurondéw.

@ Biologia - studiowanie neuronéw, ich potaczer i mézgu.

o Dowiedziono, ze sieci adaptacyjne nadaja sie do rozwigzywania duzych
i ztozonych probleméw.

@ 1901 — 1991: 10% nagréd Nobla (Fizjologia i Medycyna) za badanie
mézgu.
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Naturalne i sztuczne sieci neuronowe

o Podstawowe pytanie - relacja sztucznych sieci neuronowych do
naturalnych, ktére wtasnosci uwzgledni¢ w modelach? Jaka jest relacja
miedzy naturalnymi i sztucznymi neuronami?

@ Prébujemy modelowaé mozliwosci systemu nerwowego w zakresie
przetwarzania informacji.

@ Istnieje wiele modeli ale najwazniejsza idea jest “kontrola poprzez
komunikacje”; systemy nerwowe to czesto miliony potaczonych ze
sobg komdrek przetwarzajacych przychodzace sygnaty.

o Czas reakcji na sygnat: elektroniczne bramki logiczne - kilka
nanosekund, neurony - kilkanascie milisekund; mimo to mézg potrafi
rozwigzywac problemy, z ktérymi komputery nadal nie radza sobie zbyt
dobrze.

@ Hierarchiczna, ztozona i réwnolegta struktura mézgu wydaje sie by¢
fundamentalna dla powstania ztozonych zachowan oraz
Swiadomosci.
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Naturalne i sztuczne sieci neuronowe

o Gtéwna réznica miedzy sieciami neuronowymi a komputerami - silne
zréwnoleglenie i nadmiarowo$¢ (redundancja) - wtasnosci te
pomagaja radzi¢ sobie z zawodno$cia poszczegdlnych jednostek (=
neuronéw).

@ Biologiczne sieci - samoorganizacja + kazdy neuron ma mozliwos¢
samoorganizacji i przetwarzania sygnatéw na rézne sposoby.
@ Uczenie systemu (naturalnego lub sztucznego) - dzieki

samoorganizacji przez modyfikacje parametréw w procesie uczenia
(algorytm uczacy).
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Obliczenia i obliczalnos¢

@ Sztuczne sieci neuronowe mozna rozwazaé jako kolejne podejscie do
problemu obliczen.

@ W naukach komputerowych - zwyciezca zostat komputer von
Neumanna.

o Matematyka nie zajmowata sie problemem obliczen az do poczatku
20go wieku.

@ Nie bylo definicji obliczalnosci - pojecie to jest wzgledne i zalezy od
narzedzi jakimi dysponujemy (np. rozwigzania réwnania piatego
stopnia nie mozna przedstawi¢ wytacznie przez funkgcje algebraiczne).

@ Przyjmuje sie, ze pewne funkcje sa podstawowe i dziatania na nich
definiujg obliczalnos¢.

o David Hilbert wysunat hipoteze, ze wszystkie intuicyjnie obliczane
funckcje sa prymitywnymi funkcjami rekursyjnymi (=
powstajacymi ztozenie, rzutowanie i okreslong liczbe iteracji).

@ 1927 - Wilhelm Ackerman znajduje funkcje obliczalng nie bedaca
prymitywnie rekursyjna (zawiera nieokreslona z géry liczbe iteracji).
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Obliczenia i obliczalnos¢

e Zdefiniowno funkcje ogoélne rekursyjne - operator u réwnowazny
nieokreslonej rekursji lub przeszukiwaniu nieskoniczonej tablicy.

e Teza Churcha - zbiér funkcji obliczalnych jest réwny zbiorowi funkg;ji
ogblne rekursyjnych. David Deutsch - twierdzenie to powinno mieé
status zasady fizyczne;.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 7 / 399



Obliczenia i obliczalnos¢
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Obliczenia i obliczalnos¢

e Maszyna Turinga - operacyjny, mechaniczny model obliczalnosci;
nieskoficzona tasma na ktdrej symbole moga by¢ zaplsywane i
odczytywanle gtowica odczytujaco- zaplsuy:lca porusza sie zgodnie ze
swoim stanem wewnetrznym, ktéry zmienia sie w kazdym kroku.

o Teza Turinga - obliczalne funkcje to takie, ktére mozna obliczy¢ takim
urzadzeniem.

o Turing dowiddt, ze jego teza jest réwnowazna z tezg Churcha.

e Podejscie Turinga mozna nazwa¢ programowaniem (komputery nie
istnialy w jego czasach).

@ Model komputera - pierwsze elektroniczne maszyny liczace powstaty
w latach 30-40tych, obliczalno$¢ za pomoca komputera.

o Pierwsi inzynierowie nie znali prac Turinga ani Churcha.

o Maszyny Z1 i Z3 (1938 — 1944- Berlin, Zuse) - programowalne ale nie
uniwersalne - wykonywaty sekwencje operacji ale nie iterowaty (nie byto
petli).

o ENIAC - nie wykonywat nieokreslonej petli (WHILE); iteracje -
wyznaczone przez potaczenia miedzy modutami komputera.

e Mark | (Manchester) - pierwszy uniwersalny komputer.
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Obliczenia i obliczalnos¢

@ Automaty komdrkowe - dane moga by¢ przetwarzane jednoczesnie;
problemem jest komunikacja i koordynacja pomiedzy komdrkami
obliczeniowymi - gwarantuja to odpowiednie algorytmy i konwencje.

o Funkcje obliczalne w sensie Turinga moga by¢ obliczone przez automat
komérkowy (nawet jednowymiarowy o kilku stanach).

o Automaty k. przypominaja silnie réwnolegte systemy wieloprocesorowe.

@ Model biologiczny = sieci neuronowe - mozliwe po wyjasnieniu
fizjologi neuronéw.

e Hierarchiczna wielowarstwowa struktura odréznia je od automatéw
komérkowych (informacja przekazywana nie tylko do sasiednich
jednostek ale i bardziej odlegtych).

e Od zwyktych komputeréw odréznia je brak programu; tworzy sie on
przez adaptacyjne ustalanie sie wolnych parametréw sieci.

o Biologiczne sieci neuronowe - miliony lat ewolucji.
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Obliczenia i obliczalnos¢

Kazdy model obliczeniowy mozna opisa¢ nastepujaco:
obliczenie = pamie¢ + transmisja danych + przetwarzanie

Przechowywanie inforamcji moze by¢ transmisja (jako obieg pradu).

Maszyna Turinga - pamiec to tasma.

Automaty komodrkowe - kazda komdrka zaréwno przechowuje
informacje jak i jest procesorem.
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Modelowanie uktadu nerwowego

@ Synapsy - przechowuja informacje (w postaci przekaznikéw
chemicznych), dendryty - informacja przychodzaca do neuronu,
Axony - informacja wychodzaca z neuronu.

e Minimalna struktura sztucznego neuronu - dendryty, synapsy (z
nimi s3 kojarzone wagi w sztucznym neuronie), ciato komérkowe i
axon.

e Transmisja informacji - fundamentalny problem kazdego systemu
przetwarzania informacji (pamie¢ mozna przedstawi¢ jako transmisje
informacji).
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Modelowanie uktadu nerwowego

e Naturalne neurony do przekazywania informacji uzywaja sygnatéw
elektrycznych.
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Diffusion of ions through a membrane
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Modelowanie uktadu nerwowego

e Jony dodatnie Nat, K+, Ca®T - przenikaja przez membrane przez
kanaty jonowe.

e Potencjat odwrotny - réznica potencjatéw w stanie réwnowagi.
@ Whnetrze komérki natadowane jest ujemnie.

@ Réznica potencjatéw dana jest wzorem Nernsta
E= k(ln c — In C,'),

¢i - stezenie jonu i w koméree, cp - stezenie jonu w ptynie
miedzykomérkowym. Np. dla K™: —80mV.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 14 / 399



Modelowanie uktadu nerwowego

e Réwnowaga ponizszych jonéw (gtéwnie) daje potencjat —70mV.

intracellular fluid extracellular fluid
(concentration in mM) (concentration in mM)

K+ 5
Nat 120
CI 125
A~ 0

Ion concentrations inside and outside a cell
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Modelowanie uktadu nerwowego

o Alan Hodgkin i Andrew Huxley - prosty model elektryczny btony
komdrkowej, ktéra zachowuje sie jak kondensator utworzony przez
dwie lipidowe warstwy izolujace. Przepuszczalno$¢ membrany
przedstawiona jest jako przewodno$¢ (1/opdr).
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The Hodgkin—Huxley model of a cell membrane
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Modelowanie uktadu nerwowego
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Modelowanie uktadu nerwowego
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Modelowanie uktadu nerwowego

o Sygnaty - fale depolaryzacji wedrujace po aksonie
(=70mV — 4+40mV'). Czas przetaczania uktadu
opornik-kondensator dany jest stata RC; neurony - 2.4ms.

@ Sygnat jest albo go nie ma - cyfrowe przekazywanie informacji.
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Modelowanie uktadu nerwowego
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Modelowanie uktadu nerwowego

@ Roéwnanie rézniczkowe Hodgkina-Huxleya

v 1

I = Fm(l — gNa(V — V[\/a) — ),

Cm - pojemnos¢ membrany, V' — V), - sita elektromotoryczna
dziatajaca na dany rodzaj jonéw.

@ Przewodnosci g - dane sg przez r.r. opisujace ich oscylacje.

o Silniejszy bodziec = wieksza czestotliwo$¢ impulséw.

e Inzynierowie nazywaja to modulacja czestotliwosci np. fale radiowe
FM.
o Zwieksza to doktadno$¢ transmisji i zmniejsza zuzycie energii.
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Modelowanie uktadu nerwowego

@ Przekaznik chemiczny w synapsie - powstanie potencjatu - informacja
przekazywana jest dalej.
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Chemical signaling at the synapse
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Modelowanie uktadu nerwowego

@ Istniejg synapsy powodujace inhibicje sygnatu.

@ Synapsa wyznacza kierunek transmisji informacji - w sztucznych
sieciach opisywane to jest grafem skierowanym (w uktadach
cyfrowych - diody i wzmacniacze kierunkowe).

o Potencjat za synapsa powstaje gdy kilka sygnatéw dochodzi
jednoczesnie lub w krétkim czasie | warto$¢ progowa zostaje
przekroczona.

@ Sygnaty cyfrowe i ich ztozenie na zasadzie pobudzenia-inhibic;ji
pozwalaja uzyska¢ dowolna funkcje logiczna.
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Modelowanie uktadu nerwowego

@ Receptory NMDA - pozwalaja zmienia¢ prég dla sygnatéw
przychodzacych - proces uczenia sieci.

@ T3 wtasnos¢ synaps mozna modelowaé zmiang wtasnosci potaczeri
jednostek sztucznej sieci.
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Unblocking of an NMDA receptor
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Modelowanie uktadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

e Komputer - potrzebny minimalny zbiér instrukeji dla implementac;i
wszystkich funkgji obliczalnych.

@ Sztuczna sie¢ neuronowa - funkcje elementarne zlokalizowane sa w
weztach sieci a reguty ich sktadania sg zawarte w potaczeniach miedzy
nimi, synchronicznosci lub asynchronicznosci transmisji oraz obecnosci
lub braku cykli.

@ Abstrakcyjny neuron o n wejsciach obliczajacy funkcje
elementarna f dla danych warto$ci na wejsScu x i wag w:

An abstract neuron
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Modelowanie uktadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

o Informacje ze wszystkich wejs¢ s3 najczesciej scalane przez
sumowanie.
@ Rézne modele sztucznych sieci neuronowych réznia sie gtéwnie:

e zatozeniami o funkcjach elementarnych,
e wzorcem potaczen,
e czasem kiedy informacja jest transmitowana.
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Modelowanie uktadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

@ O sieci mozna zatem myslec jak o obliczaniu wartosci funkcji ¢ tzw.

funkcji sieci.

oy a,

. o
N3/

Functional model of an artificial neural network
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Modelowanie uktadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

@ Dobér wag o zmienia funkcje ©.
e Wazne parametry:
e struktura wezta,
e topologia sieci,
o algorytm uczenia (sposéb dobierania wag sieci).
e Aproksymacja funkcji - otworzy¢ funkcje doktadnie lub w
przyblizeniu przez obliczenie pewnego zbioru funkcji elementarnych np.
przyblizanie wielomianami lub szeregiem Fouriera.

F(x) = ap+ai(x —xo)+ ax(x —x0)> + ... + an(x — x0)" + ...,
F(x) = > (aicos(ix) + bisin (ix)).
i=0

o Parametry mozna obliczy¢ analitycznie lub za pomoca algorytmu
uczenia.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 28 / 399



Modelowanie uktadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

A Taylor network
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Modelowanie uktadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

A Fourier network
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Modelowanie uktadu nerwowego - sztuczne sieci neuronowe

@ Sztuczne sieci neuronowe - funkcja F dana jest przez zbiér przyktadow
wejscie-wyjScie, ktére w procesie uczenia majg zosta¢ uogélnione do
funkcji F.
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Elementy progowe i ich sieci

e Jednostki obliczeniowe sieci neuronowych sa uogélnieniem bramek
logicznych.

o Najprostszy rodzaj poréwnuje wejscie z wartoscig progows - stad
nazwa logika progowa.

@ Sie¢ neuronowg mozna czesto traktowac jako czarng skrzynke;
rezultat dziatania sieci pozostawia sie samoorganizujgcemu procesowi.

@ Ponizsza sie¢ oblicza funkcje F : R" — R™.

X1

— M1
*2 F 2
X —— Ym

A neural network as a black box
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Elementy progowe i ich sieci

@ Ponizszy graf skierowany obrazuje ztozenie funkcji:

H.\“’“LC

Function composition

flg (x)

e Gdy nie ma cykli rezultat dziatania sieci jest dobrze okreslony i nie
wystepuje problem synchronizacji jednostek; zaktada sie, ze obliczenia
nastepuja bez opdznienia.
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Elementy progowe i ich sieci

e Gdy sie¢ zawiera cykle zdefiniowanie potaczen nie wystarcza.

o Jezeli sprzezenie zwrotne nastepuje do tej samej jednostki nie ma
oczywistego warunku na zatrzymanie dziatania sieci; pytanie: ktéry
obré6t cyklu daje zadang wartosé.

@ Zatozenie - kazde obliczenie zabiera jednostke czasu.

e Argument dostarczony do jednostki w chwili t daje rezultat na wyjsciu

w chwili t + 1.
o Obliczenie mozna zatrzymaé po pewnej liczbie krokéw.

X

Flxn flx g, f(X_2,...0...)

Recursive evaluation
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Elementy progowe i ich sieci

@ Definicja. Sie¢ neuronowa to sie¢ funkcji dla ktérej synchronizacje
mozna rozwazaé jawnie lub nie.

@ Elementy sieci nazywamy jednostkami (obliczeniowymi) lub
(sztucznymi) neuronami.

o Zaktadamy tez, ze potaczenia sieci przekazuja informacje w
okreslonym z goéry kierunku oraz ze liczba wej$¢ do wezta sieci nie
jest ograniczona.

X
T~
X2 —» SO e ¥5)

Xn

Evaluation of a function of n arguments

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 35 / 399



Elementy progowe i ich sieci

@ Jednostki dzielimy ponadto na dwie funkcjonalne czesci:
© Redukujaca wejscia do jednej liczby g.
@ Funkcje wyjscia (aktywacji) f, ktdra jest wtedy prosta funkcja jednej
zmiennej.

X1

N

X2 f(g(xl=x2 ,...,)C”.))

o

Xn

Generic computing unit
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Elementy progowe i ich sieci

o Sieci McCullocha-Pittsa s3 jeszcze prostsze - postuguja sie tylko
sygnatami binarnymi (0 i 1).

o Potaczenia w tych sieciach nie posiadaja wag i moga by¢ typu
pobudzajacego lub hamujacego (inhibicyjnego; oznaczenie - mate
kétko na koncu potaczenia).

@ Wejscia dochodza do biatej czesci wezta, wyjscia do czarnej i moga sie
rozgateziac.

Diagram of a McCulloch—Pitts unit
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Elementy progowe i ich sieci

@ Zasada dziatania jednostki McCullocha-Pittsa:

@ Wejscie - n liczb xq, ..., x, przychodzacych przez potaczenia
pobudzajace oraz m liczb yy, ..., v, poprzez potaczenia hamujace.

@ m>1i3;y; =1 = wynik obliczenia jest 0.

© W przeciwnym wypadku obliczane jest catkowite wzbudzenie
X =X + ... + X, | nastepnie poréwnywane z progiem jednostki 6 (jezeli
n=0to x =0):

x>60=1,

x < 60=0.
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Elementy progowe i ich sieci

@ Funkcja schodkowa jest funkcja aktywacji takiej jednostki (w
przypadku nieobecnosci sygnatu) hamujacego.

]

The step function with threshold &
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

e Funkcje logiczne (Boole’a) - odwzorowania {0,1}" — {0,1}.
@ Proste funkcje logiczne mozna przedstawi¢ jako jedng jednostke
McCullocha-Pittsa, gdzie wartos¢ 1 oznacza prawde a wartos$¢ 0 fafsz.

AND OR

X X
X5 Xn

Implementation of AND and OR gates

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 40 / 399



Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

@ Uogdlnienie do przypadku n agrumentéw (wymagato by to kilku
klasycznych bramek logicznych o dwéch wejsciach).

@ Whiosek - progowe elementy logiczne moga zredukowaé ztozono$¢

uktadu.
AND OR
X
X
X2
X2 2
3
X3 X4

Generalized AND and OR. gates
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

@ Wiadomo ze przez ztozenie bramek AND i OR nie mozna otrzymaé
dowolnej funkcji logicznej n argumentéw.

@ Progowe elementy logiczne s3 ogélniejsze, powstaje pytanie czy ich
ztozenie daje dowolng funkcje logiczna?

@ Odpowiedz to nie, mozliwe jest to tylko dla monotoniczych funkgji
logicznych.

e Definicja. Funkcje logiczng n agrumentéw nazywamy monotoniczng
jezeli dla dwéch punktéw (x = (x1, ..., xn) i ¥y = (y1, .., ¥n))
f(x) > f(y) zawsze gdy zbiér jedynek we wspétrzednych punktu y jest
pozbiorem jedynek w x.

@ Przyktad niemonotonicznej funkgeji logicznej jednej zmiennej - negacja
({0} c{1}1 =1=1f(0) < f(1) =0).
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

o Twierdzenie. Progowe elementy logiczne bez inhibicji typu
McCullocha-Pittsa moga obliczaé jedynie funkcje monotoniczne.
o Dowdd.
@ Zatézmy, ze (1,1,...,1) — 0,
@ Dowolny wektor jest odwzorowywany na 0 (nie mozna wieksza iloscia
potaczen przesyta¢ wartosci 1).
© Ogolnie: jezeli {y}1 C {x}1 = f(x) > f(y) (rysunek).
@ Przyktady funkcji niemonotonicznych - do realizacji wymagaja
potaczen inhibujacych.

X, AND =X, NOR NOT

R SESC B )

Logical functions and their realization
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

e Wizualizacja funkgji obliczalnych jednostkami McCullocha-Pittsa.
o kazda zmienna logiczna przedstawiana jest na osi,
e 8 mozliwych kombinacji dla ich wartosci - wierzchotki sze$cianu.
o Funkcja logiczna to przypisanie wartosci do 0 lub 1 do wierzchotkéw.
o Jednostka McCullocha-Pittsa dzieli przestrzen na dwie
pot-przestrzenie (x; + x> + x3 > 6 oraz x3 + x> + x3 < 6)
ptaszczyzng x; + x2 + x3 = 6.
e Przyktad: 6 =1, czyli funkcja OR.
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

x3
0 1
1 0
1 0
x
0 L

x

x+x+x;=1

Separation of the input space for the OR function
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

e Funkcja wiekszo$éci - majority function (fatsz jezeli n/2 lub wiecej
argumentdéw jest fatszywe, w przeciwnym wypadku - prawda)
odpowiada 6 = 2.

o Ptaszczyzny sg zawsze réwnolegte w przypadku jednostek
McCullocha-Pittsa.

xtx;+tx3=2

X1

X
3 xtx,+tx3=1
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

e Kazda funkcja logiczna n zmiennych moze by¢ zapisana w postaci
tabeli.

@ Siec¢ do obliczania tej funkcji - n wejs¢ i jedno wyjscie; jezeli nie
ograniczamy liczby jednostek zawsze mozna zbudowac sie¢
obliczajaca zadana funkcje.

o Np. tylko wektor (1,0,1) spetnia warunek x; A —xz A x3.

o Ponizsza jednostka daje 1 tylko dla (1,0,1) - jest dekoderem tego
wektora (prég = liczba jedynek).

o Niech F bedzie dana tabela - do obliczenia tej funkgcji wystarczy
zdekodowa¢ wektory dajace wartos¢ 1.

X
X2

X3

Decoder for the vector (1,0,1)
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Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

input vectors F
(0,0,1) 1
(0,1,0) 1
all others 0
X
X2 1
X3

Synthesis of the function F
Marcin Buchowiecki ()

Sieci Neuronowe January 7, 2013 48 / 399



Elementy progowe i ich sieci - funkcje Boole'a

e Whiosek. Kazda funkcje logiczng F : {0,1}" — {0,1} mozna
obliczy¢ dwuwarstwows siecia jednostek McCullocha-Pittsa.

o Potrzeba tylu dekoderéw ile jest jedynek w tabeli. Alternatyws dla tej
prostej konstrukcji jest analiza harmoniczna funkcji logicznych.

@ Ponizsza jednostka jest alternatywnym dekoderem zbudowanym z
bramek AND i NOT.

X3

A composite decoder for the vector (0,0, 1)
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Elementy progowe i ich sieci

e Twierdzenie. Wszystkie funkcje logiczne moga by¢ obliczone siecia
jednostek AND, OR i NOT.

e AND, OR i NOT nazywamy baza logiczna.

@ OR mozna przedstawi¢ jako ztozenie AND oraz NOT. Te dwie bramki
takze tworza baze logiczna.

@ Podobnie jest z OR i NOT.

@ John von Neumann pokazat, ze dzieki kodowaniu nadmiarowemu

(zmienna przekazywana dwoma liniami) AND i OR tworza baze
logiczna.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci réwnowazne

o Prostsze sieci - wymagaja ogdélniejszych jednostek np. z wejsciami z

waga lub inhibicji wzglednej.

o Jednostki McCullocha-Pittsa nie uzywaja wag; pytanie - czy sieci z

wagami s3 ogdlniejsze niz bez wag.
@ Odpowiedz to nie - ponizsze jednostki sg réwnowazne:

0.2x1 +0.4x0 +03x3 > 0.7 & 2x1+4x0+3x3>17.

X

0.2

X2

X3
Weighted unit

January 7, 2013
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Elementy progowe i ich sieci - sieci réwnowazne

X

X2

X3

Equivalent computing unit

o Przyktad ten pokazuje, ze wagi wymierne dodatnie mozna
symulowaé zwielokrotniajac wejscia.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci réwnowazne

o Inhibicja absolutna - uzywana w jednostkach McCullocha-Pittsa.
e Inhibicja wzgledna - wejscia maja ujemna wage, czego efektem jest
podwyzszenie progu.
e Twierdzenie. Sieci jednostek McCullocha-Pittsa sa réwnowazne
sieciom z inhibicja wzgledna.
o Ze wzgledu na powyzsze réwnowaznoséci mozna wybraé albo prostsza
topologie sieci albo prostsze jednostki.
e Inhibicja: n" —1|m < n’|m + 1 (dolna jednostka; gérna - zawsze zero -
inhibicja absolutna).
o Bez inhibicji: n'|m < n’|m (gérna jednostka; dolna - jezeli gérna daje
zero to dolna tez - wyzszy prég; jezeli gérna daje jeden dolna nie ma
wptywu).
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Elementy progowe i ich sieci - sieci réwnowazne

relative inhibition equivalent circuit with absolute inhibition

l| m

Two equivalent networks

@ Zatem kazda funkcje logiczng mozna przedstawi¢ siecig jednostek bez
wag. Jednak uzywajac wag mozna zbudowaé prostsza sie¢
réwnowazna.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 54 / 399



Elementy progowe i ich sieci - sygnaty binarne

o Kolejne pytanie - czy sygnaty binarne nie sa ograniczong strategia
kodowania sygnatéw?

o Kazdy kolejny stan ma swoja cene, ktéra nalezy wzia¢ pod uwage.

© Oznaczmy przez b liczbe stanéw na kanat komunikacyjny oraz przez
¢ liczbe kanatéw wejsciowych.

© Koszt implementacji to K = vbc.
© Liczba wartosci ktdrg mozna reprezentowac to b - ... - b = b°.
Q ¢ = K/(vb); oznaczajac k = K /v szukamy wartosci b, ktéra

maksymalizuje funkcje b/? (koszt k staty).
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Elementy progowe i ich sieci - sygnaty binarne

number of
representable

I
|
[
}
values / |
|
[
|

base

Number of representable values as a function of the base

@ Wartoscia optymalng jest stata Eulera, zatem 3 stany to wartos¢
optymalna.
@ Ze wzgledu na binarnos¢ uktadéw biologicznych i elektronicznych
wybieramy 2 stany.
o Dla uproszczenia analizy zatozymy mozliwo$¢ przekazywania liczb
rzeczywistych.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci rekurencyjne

@ Do tej pory rozmiar danych wejsciowych i wyjsciowych byt okreslony z
gory, czesto chcemy aby wejScie miato zmienny rozmiar np.
dodawanie dwdéch dowolnych liczb.

@ Sie¢ nie-rekurencyjna nie moze rozwigza¢ problemu dodawania - nie
moze przechowywaé rezulatatéw poprzednich dziatan.

@ Sieci rekurencyjne moga przechowywac czeciowe rezultaty.

@ Cykle w topologii sieci pozwalaja przechowywa¢ wyniki i ponownie ich
uzywac.
o Jednostki McCullocha-Pittsa moga funkcjonowaé w sieciach
rekurencyjnych zaktadajac, ze obliczenie trwa jednostke czasu.
e Sygnat dochodzacy do jednostki w czasie t daje rezultat w czasie t + 1.
o Mozliwosci sieci bez rekurencji moga by¢ takze uzyskane w sieciach z
rekurencja.
o Nalezy skoordynowac czas dostarczenia sygnatéw wejsciowych do
jednostki.
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Elementy progowe i ich sieci - sieci rekurencyjne

o Opodznienie czasowe mozna uzyskaé przez wtaczenie dodatkowych
elementéw (ten sam problem co w kazdym komputerze z zegarem).
@ Przyktad prostej sieci rekurencyjnej - przetwarza sekwencje bitéw tak,
ze dwie kolejne jedynki sa zamieniane w 10.
e np. 00110110 = 00100100.

input

output

Network for a binary scaler
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Elementy progowe i ich sieci - automaty komérkowe

@ Poprzednia sie¢ jest przyktadem automatu komoérkowego.

@ Jest to abstrakcyjne urzadzenie mogace przyjmowac rézne stany. Stan
urzadzenia zmienia si¢ w zaleznosci od sygnatu wejSciowego. Sygnat
wyjSciowy takze zalezy takze od stanu urzadzenia.

o W przyktadzie stan to kombinacja sygnatéw krazacych w sieci w danym
momencie.
e Automaty skonczone - skonczona liczba stanéw i moze reagowaé na
skonczong liczbe sygnatéw.
@ Przejscia miedzy stanami i sygnaty wyjsciowe mozna przedstawi¢ w
tabeli.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty komérkowe

@ Automat o dwéch stanach @Q; oraz @>.

@ Sygnat 1 powoduje przejscie uktadu w stan Q;. 0 powoduje przejscie
w stan Qp.

@ Wartos¢ na wyjsciu zalezy od stanu niezaleznie od sygnatu
wejSciowego.

state transitions output table
state state
QD Q1 QO Ql
ol 0, 9 ol 0] 1
input input
1ol e 1ot

State tables for a binary delay
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Elementy progowe i ich sieci - automaty komérkowe

o Diagram obrazuje przejscia pomiedzy stanami - warto$¢ na poczatku
strzatki to sygat wejéciowy a na $rodku to sygnat wyjsciowy.

o Automat ten zatem przechowuje ostatni bit na wejsciu w postaci
swojego obecnego stanu.

Diagram of a finite automaton
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Elementy progowe i ich sieci - automaty komérkowe

@ Skonczony automat komérkowy nie moze wykonywaé dziatan
wymagajacych nieskonczonej liczby stanéw, a wiec nie moze
realizowa¢ wszystkich funkcji obliczalnych.

o Komputery s3 skoficzonymi automatami komérkowymi - duza liczba
mozliwych stanéw zapewnia wystarczajacg uniwersalno$¢ do
wszystkich praktycznych zastosowan.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty skonczone

o Twierdzenie. Kazdy automat skoiiczony moze by¢ symulowany siecia
jednostek McCullocha-Pittsa.
o Dowdd.

e Sygnaty wejsciowe h,..., /.

o W kazdej chwili t jedynie jedna z tych linii przekazuje 1 (pozostate 0).

e Zatézmy, ze stanem poczatkowym sieci jest Qq, tzn. tylko jedna z linii
Q1,...,Q, ma wartos¢ 1.

o W chwili t + 1 tylko jedna jednostka AND (tzn. o progu 2) daje 1
(linie wejscia i stanu s3 réwne 1).

o Potaczenia w gérnej czesci diagramu kontroluja zmiany stanu uktadu
np. jezeli kombinacja sygnatéw 1 na @y i 4 w chwili t powoduje
przejécie do stanu Q> w czasie t + 1, to nalezy potaczyé odpowiednia
jednostke AND z jednostka OR (tzn. o progu 2) odpowiadajaca
stanowi Q2; na wyjsciu @, pojawi sie w chwili t + 2.

o Jezeli w czasie t + 2 pojawi sie nowy sygnat wejSciowy np. /, to nowym
stanem bedzie Q,.

o Dolna czes¢ diagramu zawiera potaczenia potrzebne do otrzymania
odpowiedniego sygnatu wyjéciowego.
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Elementy progowe i ich sieci - automaty skonczone

(ad hoc connections for state transitions)
I |

- - %'

B
Tl
TEEs

!
2
Y

T
[ (ad hoc connections for output signals) ]

o, 0, o,

Implementation of a finite automaton with McCulloch—Pitts units
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Elementy progowe i ich sieci - klasyfikacja sieci

© Sieci z wagami i bez wag (pokazaliSmy ze s3 réwnowazne).

o Gléwna réznica - rodzaj algorytmu uczacego (bez wag - mozna zmieni¢
tylko progi i topologie; w sieciach z wagami topologia zwykle nie jest
modyfikowana).

@ Sieci synchroniczne i asynchroniczne.

o Modele synchroniczne - wyjscia sa obliczane jednoczesnie (zawsze
mozliwe w sieci bez cykli)

o W sieciach warstwowych - mozliwe obliczanie synchroniczne w
warstwach, ktére obliczane s3 kolejno.

o Modele asynchroniczne - kazda jednostka jest obliczana niezaleznie od
innych (w sieciach Hopfielda w losowo wybranych momentach); cykle
nie s3 problemem.

© Modele z pamiecia stanu lub bez niej.

o Przyktad. Jednostka, w ktérej stan @ jest zapisywany po kazdym
obliczeniu.
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Elementy progowe i ich sieci - klasyfikacja sieci

x|
“ _.E FO. 85,5210 %,))
Xn

A unit with stored state Q

@ Stan @ moze modyfikowaé sygnat wyjsciowy w kolejnej aktywacji.

o Jezeli liczba wejs¢ i stanéw jest skoriczona jest to automat skoriczony.
Poniewaz kazdy automat mozna symulowac siecig jednostek bez
pamieci, zatem sieci z pamiecig stanu s3 réGwnowazne sieciom bez
pamieci (dane sa przechowywane w postaci wzorca rekursji).

* Sieci o zmiennych progach i wagach s3 réwnowazne sieciom o statych
parametrach, jezeli dopusci¢ rekursje.
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Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

e Analiza harmoniczna funkcji logicznych - badanie rozktadu
warto$ci niezerowych.

@ Mozna wypisa¢ wartosci funkcji w ciagu, zatem mozna mysle¢ o niej
jak o jednowymiarowej funkgcji.
@ Przedstawmy funkcje £ : R™ — R jako kombinacje liniowa n funkg;ji

f=aifi+axh+..+anf

e dziedzina taka sama jak dziedzina funkcji bazy

e Dla danych statych btad kwadratowy w catej dziedzinie V wynosi

E—/ (f = (a1fi + axfy + .. + any))? dV
14

e zatozenie - funkcje bazy s3 catkowalne na V
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Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

e Aby zminimalizowa¢ btad E potrzebne sg pochodne

O:dE:—Z/f,-(f—alfl—agfg—...—a,,f,,))dV, i=1,..,n
da; %

@ Prowadzi to do uktadu n réwnan

al/ﬂﬂ+az/ﬁ1‘2+...+an/ﬁf =/f,-f

@ W postaci macierzowej

[ A f_flf: co [ fifn a; f
I 201 [ 21 [ f21= as J

ffﬁfl j‘fnf‘l’"'j‘fnfn Ay j‘fnf
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Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

@ Powyzsze réwnanie jest bardzo ogdlne - jedyne zatozenie to
catkowalnos¢ f;f; oraz f;f.
o Wersja dyskretna (3 fif; = > 70 filxi)fi(xk)):

YhhH Y fifs - X fifn a S Af
> fafi 2 f2fs > fafn as > faf

-E:fnfl Efnf?,"'-zzfnfn a;1 .anf

e W przypadku przyblizania wielomianami x°, ..., x"

(Xl,YI)7 ceey (XmaXm)

~1 punktéw

m 3 "'Z’w’":ﬁl ay DY
YT Yz Yal? s 2Ty

YT YAy Y e \an Yy
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Elementy progowe i ich sieci - analiza harmoniczna

o Jezeli funkcje bazy s3 ortogonalne - macierz diagonalna.
o Transformata Fouriera - sin(k;x) oraz cos(k;x)
o Jezeli zadna z par sinuséw nie ma tej samej liczby falowej k;, to

fozw sin(kix)sin(kjx) = md; (podobnie cosinusy), wtedy

ay ff‘lf

g ffzf
T i

a, | fuf
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Elementy progowe i ich sieci - transformata

Hadamarda-Walsha

o Fatsz: —1, prawda 1.
@ Dla funkgji logicznej n zmiennych xi, ..., x, mozna uzy¢ ponizszego
zbioru 2" funkcji elementarnych:
o Funkcja stata (xg,...,x;) — 1
o (7) jednomianéw (xi, ..., Xn) > Xy X, = - - X,
@ Funkcje s3 ortogonalne.
@ W przypadku dwéch zmiennych transformata Hadamarda-Walsha
dana jest relacja

ay 1 1 121 f1
4 s o —1 1-11 2
gy | = | —i—1 13 ]| &
ay 1-1-11 f4
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Elementy progowe i ich sieci - transformata

Hadamarda-Walsha

e Ogdlnie 2" argumentéw oblicza sie nastepujaco

ax f1
(L5 I
. =H,|.
on fZ'n

gdzie macierz H, definuje sie rekurencyjnie
H. = } < Hn—l Hn—l >
"2\ —Ha1 Hpa

1/1 1
H1_2<—1 1)
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Elementy progowe i ich sieci - transformata

Hadamarda-Walsha

@ Funkcje AND mozna przedstawi¢ jako

1
—2+2x1 +2x + 2X1X2)

X1/\X2:Z(

gdzie wspétczynniki wynikaja z réwnania:

a4 1 1 11 f1
as 11 -1 1-11 f2

as - 4 71 71 1 1 f3
g 1-1-11 f4

e Powyzsze wyrazenie oznacza, ze dowolng funkcje logiczna mozna
przedstawi¢ siecig neuronéw wykonujacych dodawanie i mnozenie
binarne.

@ Nastepnie techniki kombinatoryczne pozwalaja na optymalizacje sieci.
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

@ Ogdlnie: elementy progowe - efektywnie obliczaja funkcje logiczne
(nieduza liczba jednostek; 2 warstwy); niektére funkcje nie moga by¢
obliczone w ustalonej liczbie warstw bez wyktadniczego zwiekszania
liczby bramek konwencjonalnych (nawet w przypadku nieograniczonej
liczby wejs¢).

o Konwencjonalne sieci nie gwarantuja statego opdznienia.

o Logika progowa daje tatwg metode otrzymania tolerancji na btedy:

X

X3

Fault-tolerant gate
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

o Powyzsza jednostka oblicza x1 A x2 A x3.

o Bez wejs¢ nadmiarowych - Jezeli na kazdym wejsciu moze wystapic¢
btad z prawdopodobiefnstwem p, to prawdopodobiefistwo btedu wyniku
(przypadku niezaleznie transmitowanych i réwnych x, x2, x3) jest 3p.

e Z wejSciami nadmiarowymi - dzieki progowi 5 wynik bedzie
prawidtowy nawet w przy wystapieniu btedu.

o Prawdopodobienstwo, ze dwie 1 dotra do jednostki jako zera jest p?, a
kombinacji 2 wejs¢ z 6 jest 15 prawdopodobienstwo uzyskania ztej
odpowiedzi to 15p?.

o Dla matego p taka bramka jest lepsza: 15p® < 3p.

e Podobnie mozna analizowa¢ inne kombinacje warto$ci wejsciowych.
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

@ Jezeli neurony powoduja btedy mozna zbudowa¢ sie¢ nadmiarows.
@ W przypadku bezbtednych neuronéw mozna ja zredukowaé do
poprzedniej bramki.

A fault-tolerant AND built of noisy components
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Elementy progowe i ich sieci - zastosowania

o Pierwsze 3 jednostki daja sygnat wyjsciowy z prawdopodobieAstwem 1
dla progu 6 oraz z prawdopodobieistwem p dla progu 6§ — 1.

@ Podwdjne potaczenia dajg nadmiarowosc.

o Ostatnia jednostka dajg sygnat wyjsciowy z prawdopodobienstwem 1
gdy zadziataja wszystkie 3 jednostki pierwszej warstwy oraz z
prawdopodobierfistwem p gdy zadziataja dwie.
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Elementy progowe i ich sieci - historia

@ 1927 - Warren McCulloch zaczat rozwaza¢ sieci sztucznych neuronéw
(problemy - inhibicja i sieci rekurencyjne nie byty jeszcze potwierdzone
do 1930).

@ Norbert Wiener i Arturo Rosenblueth - dyskusja waznej roli sprzezenia
zwrotnego w systemach biologicznych.

@ “Cybernetyka” Wienera - pierwszy best-seller w dziedzinie sztucznej
inteligencji.

o Model McCullocha-Pittsa doczekat sie wielu modyfikacji.

@ Teoretycznie elementy progowe sa ogdlniejsze ale technologia ma
problem z nieograniczong liczbg wejs¢ - nadzieja w elementach
optycznych.

o Lata 60te - komputer DONUT (Lewis i Coates): 614 bramek o
maksymalnie 15 wejsciach.

@ John von Neumann - pracowat nad zagadnieniem jak zbudowa¢
niezawodny mechanizm liczacy z zawodnych elementéw.
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@ Jednostki McCullocha-Pittsa pozwalaja zbudowaé sieci obliczajace
dowolng funkcje logiczng i symulowaé dowolony automat skohczony -
jednak nie ma wolnych parametréw, ktére mozna by zmieniaé na
potrzeby réznych probleméw.

e Uczenie mozna wprowadzi¢ jedynie przez modyfikowanie potaczen i
progéw, co nie jest praktyczne.

@ Dlatego tak wazne s3 neurony z wagami.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 79 / 399



1958 - Frank Rosenblatt (psycholog) - zaproponowat perceptron -
model obliczeniowy ogdlniejszy niz neurony McCullocha-Pittsa.

Istotng innowacja byto wprowadzenie wag oraz specjalnego wzorca
potaczen.

Oryginalny model - perceptron klasyczny - elementy progowe i
potaczenia okreslane stochastycznie a uczenie nastepuje dzieki zmianie
wag przy pomocy algorytmu.

Perceptron - model analizowany i ulepszany w latach 60-tych
(Minsky i Papert).

Klasyczny perceptron byt siecia do rozwiazywania pewnych
probleméw rozpoznawania wzorcéw.

Retina - powierzchnia rzutowania wzorca - transmituje wielkosci
binarne do warstwy rzutowania perceptronu przez potaczenia, ktdre
s3 deterministyczne i niezmienne. Pozostate potaczenia s3
wybierane stochastycznie aby model byt biologicznie wiarygodny.
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random
connections

local connections

The classical perceptron [after Rosenblatt 1958]
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o ldea - wytrenowanie uktadu do rozpoznawania wzorcéw wejsciowych
w rejonie zmiennych potaczen; algorytm uczacy musi znalez¢
opdowiednie wagi.

@ Formalnie - jedyna réznica pomiedzy neuronami McCullocha-Pittsa a
perceptronami to obecno$¢ wag w sieci.

@ Rosenblatt - studiowat tez modele z innymi modyfikacjami np.
ograniczeniem na maksymalna liczbe wejs¢ jednostki.

@ Minsky i Papert - okreslili istotne cechy modelu Rosenblatta - badali
mozliwosci obliczeniowe perceptronu z réznymi zatozeniami.
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@ W modelu Minsky'ego-Paperta - pewne piksele retiny (o wartosciach
binarnych) potaczone sa z elementami logicznymi tzw. predykatami
(moga one by¢ dowolnie skomplikowane).

Predicates and weights of a perceptron
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@ Predykaty - ograniczenia - liczba punktéw retiny, ktére moze
jednoczesnie analizowa¢ dany predykat lub dystans pomiedzy tymi
punktami.

o Predykaty przesytaja wartosci binarne do elementu progowego z waga
- ostateczna decyzja w problemie rozpoznawania wzorca.

o Pytania. Jakie rodzaje wzorcédw mozna rozpoznac¢ w ten réwnolegty
spos6b? Czy jest granica na to co mozna obliczy¢ réwnolegle uzywajac
nieograniczonej mocy obliczeniowej dla kazdego predykatu, jezeli nie
moze on widzie¢ catej retiny?

@ Drugie pytanie jest podobne do zagadnienia przyspieszenia w
obliczeniach réwnolegtych - jaka cze$¢ zadania mozna zréwnolegli¢ a
jaka jest nieuniknienie sekwencyjna?
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Perceptron - ograniczenia

@ Ograniczenia na mozliwosci obliczeniowe wynikajg z:
e pole widziane przez jeden predykat nie pokrywa catej retiny,
e na wyjsciu z predykatu - warto$¢ binarna.
@ Przed Minskym i Papertem nie wiadomo byto jakie klasy probleméw
rozpoznawania wzorcéw perceptron moze rozwigza¢ efektywnie.

@ Liczba predykatéw - ustalona ale mimo nieograniczonej mocy
obliczeniowe] kazdego z nich jest koficowy etap z jednym elementem
progowym.

o Wszystkie predykaty musza wspétpracowac produkujac czesciowe
rezultaty dla globalnej decyzji.

o Jakie problemy mozna tak rozwigzac?
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Perceptron - ograniczenia

@ Moze sie wydawac ze model Minsky-Papert jest uproszczeniem
procesu réwnolegtego.

@ Zawiera najwazniejsze idee odrézniajace réwnolegtosé od
sekwencyjnosci.

@ Niektdre algorytmy po zréwnolegleniu zawieraja cze¢ nieredukowalnie
sekwencyjna, co ogranicza maksymalne mozliwe przyspieszenie po
zréwnolegleniu.

o Prawo Amdahla - matematyczna relacja pomiedzy przyspieszeniem a
nieredukowalnie sekwencyjna czescia algorytmu.

@ Istniejg problemy, ktdrych nie mozna rozwigzaé przy pomocy
pojedynczej jednostki decyzyjne;j.

@ Ograniczenia na pole widziane przez jeden predykat s3 realistyczne.

Predykaty sa wczeéniej ustalone i problem moze by¢ dowolnie duzy
(retine mozna powiekszy¢).
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Perceptron - ograniczenia

o Podziat perceptronéw ze wzgledu na liczbe punktéw i ich potaczen
do predykatu (Minsky-Papert):

e perceptrony o ograniczonej $rednicy - kazdy predykat widzi pole o
ograniczonej $rednicy,

e preceptrony ograniczonego rzedu - kazdy predykat widzi ograniczona
liczbe punktéw,

e perceptrony stochastyczne - predykat widzi pewng ilo$¢ losowo
wybranych punktéw.

@ Pewne wzorce s3 trudniejsze do rozpoznania niz inne a powyzsza
klasyfikacja jest pierwsza proba zdefiniowania klas ztozonoéci dla
rozpoznawania wzorcéw.

@ Ciggtosc - nie moze by¢ rozpoznana przez ograniczone uktady.
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Perceptron - ograniczenia

o Twierdzenie. Zaden perceptron o ograniczone] $rednicy nie moze
zdecydowac czy figura geometryczna jest ciggta.

@ Dowdd. Przez zaprzeczenie - przyjmijmy zatozenie ze jest to mozliwe.

@ Ponizsze figury mozna rozciagna¢ tak, ze predykaty nie moga widzie¢
jednoczesnie jej lewej i prawej strony.
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@ Predykaty mozna podzieli¢ na grupy:

()
SZANE
1Y

A\

group 1 group 3 group 2

Receptive fields of predicates

@ Perceptron decyduje o ciagtosci figury obliczajac (S > 0 - ciggta)

S = Z wyi P + Z wo; Pi + Z w3 P — 6 > 0.

PicGl PicG2 P,eG3
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e Dla A: S < 0. A — B: grupa 3 daje ten sam rezultat (Srodek wyglada
tak samo).

@ Jedynie predykaty grupy 2 zmienig swoje wyjscie o AS:
S+ A5 >0= ArS>-S.

@ Rozwazmy A — C: predykaty grupy 1 muszj sie dostosowac
S+A;1S§>0= A5 >-S.

@ A — D: grupa 1 nie odréznia C od D; grupa 2 nie odréznia B od D a
grupa 3 nie zmieni si¢ zatem catkowita zmiana $ to:

AS = AS + A4S
S+ AS

-25

>
> -5>0

e Ale D nie jest figura ciagta - sprzecznosé.
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o Ciggtos¢ jest zatem wielkoscig globalna i nie mozna jej rozpoznaé bez
patrzenia na catosc.

@ Rozwigzaniem problemu moze by¢ sekwencyjne przetwarzanie danych
z predykatéw.

@ Inne problemy trudne dla perceptronéw np. nie mozna zdecydowaé czy
zbiér punktéw zawiera ich parzysta czy nieparzysta ilos¢ jezeli
perceptron widzi ograniczonga liczbe punktéw.
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Perceptron - funkcje logiczne

@ Poprzednio rozwazalismy implementacje funkgji logicznych w sieciach
McCullocha-Pittsa.

o Teraz uwzglednienie wag pozwoli osiggnaé ten sam cel mniejsz liczba
jednostek.

o Ktore funkcje mozna zaimplementowac z uzyciem pojedynczej
jednostki?

@ Za perceptron bedziemy uwazaé pojedynczy element progowy
obliczajacy wartos¢ wyjsciowa bez opéznienia.
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Perceptron - funkcje logiczne - interpretacja geometryczna

o Definicja. Perceptron prosty jest to jednostka progowa o progu 6,
ktéra otrzymujac n wartosci xi, ..., X, € R poprzez wejscia 0 wagach
w1, ..., wp daje na wyjsciu 1 jezeli zachodzi warunek Y7, wix; > 0, a
0 w przeciwnym wypadku.

o Wejscia moga pochodzi¢ od innych perceptronéw lub tez innego
rodzaju jednostek obliczeniowych - nie ma to znaczenia.

o Interpretacja geometryczna - analogiczna do jednostek
McCullocha-Pittsa z uogdlnieniem w postaci wag np. perceptron o
progu 1 i wagach 0.9 oraz 2.0 bedzie sprawdzat warunek

0.9x1 +2xp > 1.

o Wagi pozwalajg wygenerowaé dowolny podziat przestrzeni ptaszczyznga.
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Perceptron - funkcje logiczne - interpretacja geometryczna

Marcin Buchowiecki ()

0.9x, +2x, 21

/

y

0.9x +2x, <1

Separation of input space with a perceptron
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Perceptron - funkcje logiczne - interpretacja geometryczna

@ Wygodnie jest postugiwaé sie tylko perceptronami o zerowym
progu - odpowiednia ptaszczyzna przechodzi zawsze przez $rodek
uktadu wspétrzednych.

@ Ponizsze perceptrony sa réwnowazne:

A perceptron with a bias

@ Wiekszos¢ algorytméw uczenia sieci lepiej jest przedstawi¢ w postaci o
zerowym progu, wtedy n wymiarowy wektor wejs¢ rozszerza sie do
n + l-wymiarowego (xi, ..., Xn, 1); wektor wag roszerza sie do

(W17 ooy Wh, Wn+1), gdZie Wpt1 = —6.
Marcin Buchowiecki ()
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Perceptron - funkcje logiczne - problem XOR

e Ktére funkcje logiczne sa implementowalne jednym perceptronem?

@ Sie¢ perceptronéw bedzie bardziej wszechstronna niz sie¢ jednostek
McCullocha-Pittsa.

e Rozwazymy jako przyktad funkcje 2 zmiennych - jest ich 16 = 222,
o fy - funkcja stata, fi; = OR, 5 = XOR.

The 16 Boolean functions of two variables

21 xz|fo fi f2 fa fa fs fo fr fs fo fio f11 fiz fis fia fis
oojfobtro1o1ro1o1 o 1 0 1 0 1
o 1jfoobr10011001 1 0 0 1 1
1 0/00001111000 01 1 11
1 1fjpopoooo0ooo0o0111 1 1 1 11

Marcin Buchowiecki ()
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Perceptron - funkcje logiczne - problem XOR

@ Funkcje obliczalne perceptronem - punkty o wartosci 0 i 1 mozna
oddzieli¢ prosta.

OR AND

Y
Y

Separations of input space corresponding to OR. and AND

@ Analiza tabeli - f5 i fy nie sa obliczane perceptronem.
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Perceptron - funkcje logiczne - problem XOR

@ Rozwazajac XOR analitycznie (wi, we - wagi) spetnione musza by¢
zaleznosci (gdzie prawa strona wynika z definicji XOR):

1 =0z =0 wyxy + waxs =0 = 0<é@
11:1x3:O WL, + Waly = Wy = ’LL’129
=02y =1 wyz] + waxo = wo = wy > 6
r=1zy=1 wizi + wazs = wy +wo = wy; +w> <0

@ Poniewaz 6 > 0 i wy > > 6 ostatnia nieréwno$¢ nie moze by¢ spetniona
(0>w+wp,>20 = 1>2).
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

Oméwimy narzedzia do efektywnego opisu funkcji n zmiennych.

@ Znajac przypadek XOR mozna domysla¢ sie, ze istnieje wiecej funkcji
takiego typu.

o Geometria n-wymiarowego hiperszescianu.

o Definicja. Dwa zbiory punktéw A i B w przestrzeni n-wymiarowe;
nazywamy liniowo separowalnymi jezeli istnieje n + 1 liczb
rzeczywistych wy, ..., wpy1 takich, ze kazdy punkt (xi,...,x,) € A
spetnia warunek Y7, wjx; > wyi1 a kazdy punkt (x1,...,x,) € B
spetnia warunek Y71 wix; < Wpi1.

@ W naszym przypadku oczywiscie wyi1 = 6

o Pytanie. Perceptron oblicza jedynie funkcje liniowo separowalne - ile

ich jest dla n argumentéw.

e n=2: 14 z 16 mozliwych,
e n=23: 104 z 256,
e n=4: 1882 z 65536.

@ Mimo intensywnych badan zadnego ogdlnego wzoru nie ma (mozna
jedynie poda¢ gérne ograniczenie).
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

@ Perceptron liniowo dzieli przestrzen wej$¢, jednakze proces szukania
wag moze by¢ lepiej przedstawiony w przestrzeni wag.

@ Dualnos¢ ta dla 3 wymiaréw pokazuje rysunek:

X3 —0=w,

Hustration of the duality of input and weight space
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

@ Dla perceptronu o n wejsciach szukanie liniowego podziatu, jest
szukaniem punktu w (n+ 1)-wymiarowej przestrzeni wag (wagi + 6).

e Kazdy punkt (n + 1)-wymiarowej przestrzeni wag odpowiada
ptaszczyznie w (n + 1)-wymiarowe] rozszerzonej przestrzeni wejsc.
Punkt (w1, wa, w3) definiuje ptaszczyzne wix; + waxp + wixz = 0.

e Odwrotnie - jezeli punkt (x1,x2,x3) ma by¢ w dodatniej pétprzestrzeni
to wixi + woxo + wixz > 0.

o Algorytm uczenia perceptronu - dobiera wagi i prég automatycznie.

@ Ai B dwa zbiory n-wymiarowych wektoréw wejsciowych, ktére maja
by¢ rozdzielone; perceptron oblicza funkcje binarng f,,(x) taka, ze
fw(x) =1 dla x € A oraz f,(x) = 0 dla x € B. Funkcja taka zalezy
od wag i progu - pozwala zdefiniowa¢ funkcje btedu jako liczbe
fatszywie sklasyfikowanych punktéw przy danym wektorze wag w:

E(w)=> (1—fu(x)+ > ful(x).

x€A x€EB
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

@ E(w) - z definicji dodatnia lub zero i jest zdefiniowana na catej
przestrzeni wag.

@ Celem uczenia perceptronu jest jej minimalizacja - chcemy osiggnaé
minimum globalne E(w) = 0; startuje sie w losowo wybranego wektora
wag i przeszukuje przestrzen obliczajac w kazdym kroku E(w).
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

@ Linowy podziat przestrzeni przez perceptron zaweza ilos¢ probleméw
rozwigzywalnych pojedynczym perceptronem.

@ Mozna wprowadzi¢ ogdlniejszy podziat przestrzeni - rozwigzanie
problemu XOR:

A\ J

0
N

Non-linear separation of input space
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Perceptron - funkcje liniowo separowalne

e Krzywe decyzji np. badano wielomiany i funkcje kawatkami
wielomianowe (splines).

@ Problem rozpoznawania wzorcéw - zaktada sie, ze wzorce s3
pogrupowane w klastry w przestrzeni wej$¢ a odpowiednia kombinacja
krzywych decyzji ma wyizolowac jeden z klastréw.

@ Kombinacja kilku perceptronéw takze pozwala wyizolowaé wypukty
obszar przestrzeni.

@ Ogdlna idea - rozréznianie obszaréw przestrzeni; zwigzany z tym
problem - czy wolne parametry odpowiednich obszaréw moga by¢
znalezione algorytmem uczacym.

o Kolejny wyktad - zawsze mozna znalez¢ parametry dla prostych
jezeli kasyfikowane wzorce s3 liniowo separowalne.

@ Znajdywanie alorytméw dla innych krzywych decyzji jest tematem
badan.
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Perceptron - analogia biologiczna

@ Perceptron jako prosty model znalazt liczne zastosowania np.
przetwarzanie obrazéw.

e Przyktad - wykrywanie brzegu - kazdy piksel figury po lewej
poréwnuje sie z najblizszymi sasiadami - jezeli czarny piksel bedzie miat
biatego sasiada to zostanie zaklasyfikowany jako nalezacy do brzegu.

Example of edge detection
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Perceptron - analogia biologiczna

o Algorytm wykrywania brzegu - tatwo stosowa¢ réwnolegle (potrzebna
informacja lokalna).

o Kazdy piksel ekranu (na ktéry rzutowana jest figura) potaczony jest z
perceptronem tak, ze perceptron 'widzi' piksel i jego otoczenie.

@ Na rysunku podano wagi; w dziedzinie przetwarzania obrazéw nazywa
sie to operatorem konwolucji (uzywamy go ustawiajac w centrum
dany piksel; operator ma maksimum w centrum a na obrzezach lokalne

minima).
o || =1 | =
-1 8 | -1
-1 -1

Edge detection operator
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Perceptron - analogia biologiczna

EREAYAN
\ A2

Connection of a perceptron to the projection grid
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Perceptron - analogia biologiczna

@ Inne operatory - wykrywania poziomych lub pionowych linii,
zamazywania lub wyostrzania obrazu.

o Wielko$¢ otoczenia danego piksela mozna dostosowywaé do
konkretnego zastosowania.

@ Operator do wykrywania pionowej krawedzi pomiedzy biata
powierzchnig po lewej i czarng po prawe;.

-1
-1

1
1
-1 1

o O O
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Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny

o Sciezka wzrokowa - najlepiej poznana czeé¢ ludzkiego mézgu.

e Retina jest poczatkiem tej drogi - to komorki nerwowe zoragnizowane
w warstwy; wstepnie przetwarzaja informacje niezbedna do widzenia.

@ Zaby - pewne neurony retiny reguja na obecno$¢ matej plamki w polu
widzenia.

o Komérki w retinie - potaczone w taki sposéb, ze nerw taczacy oko z

mézgiem koduje sume informacji z kilku fotoreceptoréw - podobnie jak
operator konwolugji.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 109 / 399



Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny

receptors
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The interconnection pattern in the retina
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Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny

o Fotoreceptory - reaguja na fotony depolaryzujac sie.

e Komorki horyzontalne - obliczaja srednia luminancje (ilos¢ swiatta
emitowana przez okreslong powierzchnie w dany kat brytowy) w
danym obszarze.

e Komérki bipolarne i ganglionowe - sygnat wyjsciowy jezeli
luminacja w danym punkcie jest znaczaco wyzsza od Sredniej.

o Kazdy receptor w retinie jest czeécia mniej wiecej kolistego pola
odbiorczego; pola te naktadaja sie.

o Podobnie jak z krawedzig - otoczenie powoduje inhibicje neuronu a
fotoreceptor wzbudzenie (lub odwrotnie); funkcja meksykanski
kapelusz.
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Perceptron - analogia biologiczna - struktura retiny

o David Marr podsumowat wiedze o Sciezce wzrokowej i podzielit proces

na 3 etapy.
@ Mozg rozktada obraz na cechy np. krawedzie.
@ Z uzyskanych cech budowana jest interpretacja powierzchni, relacje

gtebi, grupowania.
© Petna interpretacja objektéw w polu widzenia (szkic pierwotny).

o Marr prébowat wyjasni¢ strukture retiny z punktu widzenia zasoboéw
obliczeniowych potrzebnych do widzenia - zaproponowat ze na
pewnym etapie retina zamazuje obraz a nastepnie wydobywa
informacje o kontrascie.

@ Zamazywanie - usrednienie wartosci danego piksela i jego sasiadéw;
mozna uzy¢ gausowskiego rozktadu wag.
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

o Pojedyncze perceptrony - detektory cech.

pattern

Feature detector for the pattern T
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

@ Rozpoznanie litery T: t pikseli jest czarne.

o Jezeli brakuje piksela czarnego lub biaty staje sie czarny - wzbudzenie

t—1.
o t — 1 - prég perceptronu - prawidfowe dziatanie mimo szumu jednego
piksela.

@ Podobnie wieszy szum - perceptron oblicza podobienstwo wzorca do
wzorca idealnego a prég jest minimalnym podobiefAstwem jakie jest
wymagane.

@ Problem - wzorce musza by¢ znormalizowane - wycentrowanie
(translacja i rotacja jest niedozwolona) oraz odpowiedni rozmiar.

@ Rozwiazanie - rozpoznanie w kilku krokach.

e Pismo reczne - mozna prébowac rozpozna¢ cechy jak obecnos¢ linii o
pewnej orientacji niezaleznie od ich potozenia.
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

@ Kognitron i neokognitron (Fukushima) - nasladowanie struktury
ludzkiej sciezki wzrokowe;.

o Neokognitron - transformuje obraz na ekranie do nastepnego
wzmacniajac pewne cechy az do ostatecznej decyzji; rozdzielczoéé
kolejnych ekranéw moze sie zmieniac.

@ Ogdlna struktura ukfadu nerwowego zaproponowana przez
Fukushime - wariant znanej w przetwarzaniu obrazéw architektury
piramidalnej o rozdzielczosci obrazu redukowanej z ptaszczyzny do
ptaszczyzny.

@ Rysunek pokazuje piramide o rozdzielczosci redukowanej o czynnik 4.

@ Obliczenie ustalajace wartosé¢ danego piksela moze byé dowolne np.
obliczenia progowe.

@ Pola odbiorcze nie zachodza na siebie.

@ Architektury - studiowano jako struktury danych dla algorytmdw
réwnolegtych.
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

level 4
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Pyramidal architecture for image processing
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

o Neokognitron - bardziej skomplikowana architektura; obraz
transformowany jest z ptaszczyzny pierwotnej na inne w poszukiwaniu
specyficznych cech.

@ Bit po bicie - decyzja czy biaty czy czarny, na podstawie identyfikacji
wzorca (piksel i otoczenie).

@ Neokognitron Fukushimy - jednostki liniowe a nie perceptrony.

e obliczaja wazone wejscie - interpretowane jako korelacja ze wzorcem,

ktory jednostka ma zidentyfikowac
e czarno-biate wzorce = odcienie szarosci
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

e Warstwa wejsciowa UCP.

o Konwersja do 12 obrazéw US},...,US]; o takiej samej rozdzielczosci
(indeks gérny - numer warstwy).

o Powyzsza konwersja - kazdy piksel z UC? jest stowarzyszony z polem
odbiorczym 3 x 3.

@ Jedna ptaszczyzna - jeden wzorzec.

o Ptaszczyzny Ule - kazdy piksel potaczony z polem odbiorczym w
jednej lub dwéch ptaszczyznach US! - ich aktywacje naktadaja sig
zamazujac obraz - wzorzec staje sie troche szerszy (Srednia wazona
piksela i jego sasiadéw).

o Nastepnie ptaszczyzny US? - potaczone w tej samej pozycji do
kazdego z UC}, rozdzielczosé moze by¢ zmniejszona.

@ Rysunek - rozmiary ptaszczyzn uzytych przez Fukushime do
rozpoznawania pisma recznego.

e US i UC przemiennie az do UC*
e klasyfikacja jako jedna z 0, ..,9
e znalezienie wag w procesie uczenia
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Perceptron - analogia biologiczna - neokognitron

o Gtéwna zaleta neokognitronu - tolerancja na przesuniecia i
znieksztatcenia (dzieki zamazywaniu obrazu).

o Uktad ten jest bardzo wrazliwy na metode uczenia i w rzeczywistosci
nie jest lepszy od innych prostych sieci.

@ Badano podobne systemy a neokognitron jest przyktadem klasy sieci
opierajacych sie na operatorach konwolucji i rozpoznawaniu wzorcéw
w matych polach odbiorczych.
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Perceptron - krzemowa retina

o Carver Mead (California Institute of Technology) - rozwija tzw.
inzynierie neuromorficzng - budowa urzadzen emulujacych
odpowiedz ludzkich organéw odpowiedzialnych za zmysty.

@ Retina silikonowa - model 3 pierwszych warstw retiny:
fotoreceptoréw, komérek horyzontalnych i komérek bipolarnych.

o komoérki horyzontalne - sie¢ opornikéw,

o fotoreceptory (na rysunku - czarne kropki) potaczone s z 6 sasiadami i
wytwarzaja réznice potencjatéw proporcjonalng do luminancji,

e sie¢ opornikéw osigga réwnowage elektryczna gdy ustali sie $rednia
réznica potencjatéw,

e neuron daje sygnat gdy réznica pomiedzy jego potencjatem a Srednia
osiggnie pewien prog.
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Perceptron - krzemowa retina
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Perceptron - krzemowa retina

@ Sredni potencjat S jako natezenie $wiatta H;:

1 1
S = ;ZS,-:;ZIogH,-,
i=1 i=1
1
s = ;Iog(Hng---H,,)zlog(Hle---H,,)l/”

@ Zatem $redni potencjat mozna przedstawi¢ jako $rednia geometryczna
natezen.

@ Warunek na aktywacje i-tego perceptronu o progu -y to
log(H;) — log(Hy -+ Ha)*/" > 7,
lub

log —— >~
8 (Hy - Hyin =7
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Perceptron - krzemowa retina

@ Jednostka aktywuje sie gdy réznica z tlem jest duza.

e W stoneczny dzief czarne litery w ksiazce odbijaja wiecej fotonéw niz
biaty papier w pomieszczeniu.

o Dzieki kompensacji luminacji tta mozna czyta¢ zaréwno w
pomieszczeniu jak i w $wietle stonecznym.
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Perceptron - uwagi historyczne

@ Perceptron - pierwsza sie¢ neuronowa produkowana komercyjnie
(pierwsze prototypy uzywane byty w laboratoriach).

@ Frank Rosenblat - perceptron do rozwigzania pewnych probleméw
rozpozawania obrazéw.

@ Perceptron mozna uwaza¢ za pierwszy powazny model komorki
nerwowe;j.

o Model powstat w latach 50-tych - wtedy tez Hubel i Wiesel zbadali
strukture retiny.

@ Poczatek lat 70-tych - architektura ludzkiego oka byta dobrze poznana.
o Ksigzka “Perceptrony” Minsky'ego i Paperta - wptywowa w
spotecznosci badaczy sztucznej inteligencji (Al); mowi sie ze wptywata
na finansowanie badan.
e jedna z najlepiej napisanych,
o krytykowana za podkreslanie nieobliczanlo$ci a nie obliczalnosci.
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Perceptron - uwagi histor

o Operatory konwolucji - uzywane od wielu lat i s3 standardowymi
metodami.

@ Urzadzenia typu krzemowej retiny s3 produkowane i moga by¢
uzywane w budowie robotéw.

o Praktyczny cel - przywrécenie wzroku niewidomym ludziom jezeli
nerwy wzrokowe s3 nieuszkodzone.
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Algorytm uczenia perceptronu

@ Algorytm uczenia perceptronu - mechanizm znajdywania wag
odpowiednich do danego zadania.

@ Ogodlnie algorytm uczenia to metoda adaptywna - nastepuje
samoorganizacja.

@ Mozna prezentowa¢ sieci przyktady par wejscie-wyjscie.

@ Uczenie zawiera krok korekcyjny wykonywany az sie¢ nauczy sie dawaé
prawidtowe wyjscie.

@ Pewne przypadki - szukanie wag przez testowanie stochastycznie
generowanych przyktadéw - nie nastepuje adaptacja wynikajaca z
poprzednich doswiadczen wiec nie jest to prawdziwe uczenie.
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Algorytm uczenia perceptronu
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Algorytm uczenia perceptronu - rodzaje algorytméw

© Uczenie nadzorowane (nazywane tez uczeniem z nauczycielem -
proces uczacy zna odpowiedz)
@ wektory wejsciowe s3 prezentowane sieci
@ odchylenie od oczekiwanej odpowiedzi mierzone
© wagi s3 korygowane w zalezno$ci od wielkosci btedu w sposéb
okreslony przez algorytm

@ Uczenie nienadzorowane - dla danego wejscia doktadna odpowiedz
nie jest znana.

o Przyktad - punkty w przestrzeni 2-wymiarowej maja by¢
zaklasyfikowane do 3 klastréw - mozna zaprojektowa¢ odpowiednia sie¢
klasyfikujaca o 3 liniach wyjsciowych. Nie wiadomo ktéry neuron
wyspecjalizuje sie dla danego kastra. W ogdlnosci moze nie by¢
wiadomo ile jest klastrow.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 130 / 399



Algorytm uczenia perceptronu
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Algorytm uczenia perceptronu - rodzaje algorytméw

Uczenie nadzorowane mozna podzieli¢ dalej na:
© Uczenie wymuszone - po kazdej prezentacji pary wejscie-wyjscie
wiadomo jedynie czy wyjscie sieci byto prawidtowe czy nie. Do korekgji
moze by¢ uzyty tylko wektor wejscia.
@ Uczenie przez korekcje btedu - zaréwno wielkos¢ btedu jak i wektor
wejsciowy wyznaczaja wielkos¢ korekeji wag sieci. Czesto mozna
prébowaé usunaé btad w jednym kroku.

@ Algorytm uczenia perceptoronu - uczenie nadzorowane z wymuszeniem
(niektére warianty uzywaja korekcji btedu).
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Algorytm uczenia perceptronu
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Algorytm uczenia perceptronu - notacja wektorowa

o Wektor wejsciowy (X1, X2, ..., Xn).
@ 0 jest progiem.
o w=(wi,wy,...,Wpn, Wpt1) (Wpr1 = —0) - rozszerzony wektor wag.
e (x1,x2, ..., Xn, 1) - rozszerzony wektor wejscia.
@ Perceptron sprawdza czy w - x > 6 lub (w notacji rozszerzonej)
w-x>0.
e W przypadku operatora A wejscia i wyjscia to (notacja zwykta i
rozszerzona):
(0,0)—0 (0,0,1) —
(0,1)—0 (0,1, 1)»—>0
(1,0)—0 (1,0,1)—
(1,1)—1 (1, 1,1)H1
Szukamy 3 wag (wy, wa, w3).
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Algorytm uczenia perceptronu - absolutna liniowa

separowalnosé

@ Do dowodu zbieznosci algorytmu uczenia perceptronu zaktada sie
sprawdzanie nieréwnosci ostrej w - x > 0.

@ Przypadki réwnosci ostrej i nieostrej s3 réwnowazne jezeli zbidr
treningowy jest skonczony.

o Definicja. Dwa zbiory punktéw w przestrzeni n-wymiarowej A i B s3
nazywane absolutnie liniowo separowalnymi jezeli istnieje n + 1
liczb rzeczywistych wi, ..., wpy1 takich, ze kazdy punkt (xi,...,x,) € A
spetnia nieréwno$¢ 7| wix;j > wny1 a kazdy punkt (x1,...,x,) € B
spetnia nieréwnos¢ > 7 wixi < Wpi1.

@ Jezeli perceptron moze liniowo rozdzieli¢ dwa skorficzone zbiory
wektoréw wejsciowych, to jedynie mate dostosowanie wag jest
potrzebne do otrzymania absolutniej liniowej separowalosci. Wynika to
z twierdzenia:

o Twierdzenie. Dwa liniowo separowalne skonczone zbiory punktéw A i
B w przestrzeni n-wymiarowej s3 takze absolutnie liniowo separowalne.
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Algorytm uczenia perceptronu - absolutna liniowa

separowalnosé

Dowdd.

@ Dwa zbiory sa liniowo separowalne, tzn. istniejg wagi w, ..., Wyy1
takie, ze Y 7, wiaj > Wny1, (a1,...,an) €A
>orq wibi < w1, (br,....by) €B

o Jezeli e = max{D>_7"_; wibj — wni1|(b1, ..., by) € B}. Z poprzedniego
punktu: € < /2 < 0.

o Niech w’' = wyy1 + /2, dla wszystkich punktéw ze zbioru A:
Sihawiai—(w' —¢/2)>0 = YT wia—w'>—-¢/2>0 =
S wiai > w'

@ Podobnie dla punktéw zbioru B:

S wibi — wap1 => 1 wibi— (W —¢/2)<e <0 =
27:1 wibj — w' < e/2<0 = 27:1 wib; < w'.
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

o Zwykle pierwszym etapem w procesie uczenia sieci jest losowe
przypisanie wag sieci a nastepnie poprawianie parametréw (kazdy
krok - sprawdzamy, czy lepsza liniowa separacja zostata osiggnieta).

e Definicja. Otwarta (zamknieta) dodatnia pétprzestrzen
odpowiadajaca n-wymiarowemu wektorowi wag w jest zbidr wszystkich
punktéw x € R" dla ktérych w-x > 0 (w-x > 0).

Otwarta (zamknieta) ujemna p6tprzestrzen odpowiadajaca
n-wymiarowemu wektorowi wag w jest zbiér wszystkich punktéw
x € R" dla ktérych w-x < 0 (w-x < 0).

@ P, N - skoficzone zbiory punktéw w przestrzni R", ktére chcemy

rozseparowa¢ liniowo. Szukamy odpowiedniego wektora wag.

o Btad perceptronu o wektorze wag w = liczba nieprawidtowo
zaklasyfikowanych punktéw.

@ Algorytm uczacy musi minimalizowa¢ funkcje btedu E(w).
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

o Mozliwa strategia - obliczamy btad a nastepnie okreslamy kierunek w
przestrzeni wag w ktérym nalezy przemiesci¢ wektor.

@ Mozna to zwizualizowaé w przestrzeni wag.

@ Rozwazmy perceptron o 2 wagach i progu 8 = 1. Szukamy wag ktdre
zamienig go w bramke AND.

X Wi

X2 Wo

Perceptron with constant threshold
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

o Rysunek pokazuje funkcje btedu dla wag z przedziatu [—0.5,1.5].

@ Rozwiazaniem jest tréjkatny rejon w Srodku - algorytm powinien go
znalez¢ zaczynajac od dowolnego punktu (w tym przypadku jest to
mozliwe z uzyciem w kazdym kroku lokalnych decyzji).

error
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

@ Rysunek z gory - rozwigzanie to tréjkat na poziomie zero.

AW2

]
—_

=

Y

2

Iteration steps to the region of minimal error
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

@ Szukanie funkcji A oznacza, ze nalezy rozseparowac absolutnie zbiory
N = {(07 0)7 (17 0)7 (07 1)}' P= {(17 1)}

@ P - musi by¢ zakwalifikowany do dodatniej p6tprzestrzeni a N do
ujemne;.

o Potrzebne sg 3 wagi wy, wa, ws = —0 i rozszerzenie wektora
wejsciowego o x3 = 1, muszg byé spetnione:
(0, 0, 1) : (Wl, wa, W3) < 0

(w1, wa, w3) <

- (wi, wa, w3) <

( ) >

wiy, W2, W3
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

o W postaci macierzowe;j:

0 0-1\ , 0
= 0 = L 0
o—1-1|1* ]~ |o
11 1 A 0

lub Aw > 0, gdzie A € Myy3.

@ Powyzsze réwnanie wyznacza punkty wnetrza wieloScianu
wypuktego - sciany wyznaczone s3 przez odpowiednie réwnania
powstate z powyzszych nieréwnosci [(0,0,1) itd. sa wektorami
normalnymi do wyznaczanych przez nie ptaszczyzn).

o Kazdy w wewnetrznych punktéw jest rozwigzaniem problemu uczenia
sieci.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 142 / 399



Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

o Gdy prég (tzn. wz) moze sie zmienia¢, rozwigzanie dla funkgcji A jest
wnetrzem ponizszego wieloscianu:

|

Wo

Solution polytope for the AND function in weight space
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Algorytm uczenia perceptronu - powierzchnia btedu

o Wieloscian jest nieograniczony w kierunku ujemnych wartosci ws.
Dla dowolnie duzego progu mozna znalez¢ rozwigzanie.

@ Do szukania punktéw wnetrza mozna uzy¢ metod programowania
liniowego.
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Algorytm uczenia perceptronu

Start: Losowo generujemy wektor wag wo; t=0.
Test: Wybieramy losowo wektor x € P U N:
jezelix € P iw;-x > 0idz do test,

jezeli x € P iw;-x <0 idz do dodaj,

jezelix € N iw,-x <0 idz do test,

jezelix € N i w; - x > 0 idz do odejmij.

e Dodaj: wii1 =wi+xit=t+1,idz do test.
e Odejmij: w1 =w; —xit=t+1,idz do test.

@ Algorytm koryguje wektor wag kiedykolwiek nie jest zaklasyfikowany
prawidtowo.

@ Wil - X=W;-X+X-X>Ww;-X, box-x>0.

o Twierdzenie o zbieznosci - dla skonczonych zbioréw P i N wektor
wag bedzie aktualizowany skonczong ilos¢ razy.
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

@ S3 dwie alternatywne metody wizualizacji procesu uczenia: w
przestrzeni wejs¢ lub w rozszerzonej przestrzeni wejs¢ (wtedy punkty
separujemy liniowo przechodzac przez srodek uktadu wspétrzednych:
wixy + woxo + wg = 0).

o w = (wy, wa, w3) - wektor normalny do ptaszczyzny.

vectors in P

P2

weight vector

Pi

n;

vectors in N
n;
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

weight
vector

Visualization in extended input space
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

o Nalezy znalez¢ wagi takie, ze w-x > 0dlax € Porazw-x < 0dla
x e N.

o Algorytm dodaje/odejmuje x od w powodujac zblizenie/oddalenie
(pomniejszenie/powiekszenie kata) sie wektora wag od danego x.

@ Mozna zacza¢ od wektora bedacego srednig dodatnich wektoréw
wejsciowych minus $rednia ujemnych wektoréw wejsciowych.

@ Nie normalizujemy wektora wag, zatem za kazdym razem w + x
oznacza innga rotacje.

o Jezelix € Pi||x|| > ||w| to nowy wektor wag w + x jest prawie
réwny X.

e Na ponizszym przyktadzie mozna zaobserwowaé zwiekszanie sie
dtugosci x oraz to, ze kazda korekcja wag przybliza wektor do danago
X powodujac coraz mniejszg zmiane kata:
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

1) Initial configuration

2) After correction with x;

3) After correction with x5

X
X
Wo
w1
X,
Wy X2
X5 X3

4) After correction with x;

X3

Convergence behavior of the learning algorithm

Marcin Buchowiecki ()

Sieci Neuronowe
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Algorytm uczenia perceptronu - wizualizacja geometryczna

@ Szybkos¢ uczenia = szybkos¢ zmiany wektora w - maleje w czasie i
jezeli kontynuujemy uczenie po uzyskaniu separacji zbliza sie do zera.

o Wiele algorytméw uczenia posiada stata uczenia, ktéra dazy do zera
W procesie uczenia.

o Algorytm uczenia perceptronu dostarcza zatem takiej statej, ktéra
wyznacza tez plastycznos¢ sieci.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbieznosci

@ Liczba iteracji moze by¢ bardzo duza - wektory moga by¢
nieznormalizowane lub niekorzystnie roztozone.

o Istniejg szybsze metody znajdowania wektora wag.

@ Dynamika uczenia perceptronu na przyktadzie funkgji V:

(1,1) na wejsciu musi da¢ 1, tzn. wy + wp > 1,

na rysunku przeciwprostokatna tréjkata to wy + wy = 1,

dodajac do x wektor (1,1) otrzymujemy rozwiazanie w jednym kroku,
dodajac do x wektor (0.1,0.1) potrzeba kilku krokéw.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbieznosci

error

(L1

(0.1,0.1)

Wy

A step on the error surface
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbieznosci

o Jezeli w iteracji t wektor wejsciowy x € P zostat zakwalifikowany
btednie, tzn. w; - x < 0, btad definiujemy nastepujaco

0= —W; - X.
@ Definiujac nowe wagi jako

d+e
Wil = Wt + +—5X
x|

gdzie € to mata liczba rzeczywista dodatnia.

o Tak zdefiniowana waga klasyfikuje wektor x prawidtowo

0+
wt+1-x:<wt+ I > X=W;xX+(0+e)=—-0+d+ec=¢>0.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbieznosci

@ Dzieki € nowy wektor jest prawidtowo klasyfikowany w jednym kroku w
minimalny sposéb.

Wazne jest aby ¢ by nie przeskoczy¢ to obszaru o wyzszym btedzie.
Gdy x € N postepuje sie analogicznie uzywajac § — e.

Algorytm ten to przyktad, to uczenie przez korekcje btedu.

Istnieje wariant ze stata proporcjonalnosci dazaca do zera w procesie
uczenia (6 + €)x.
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Algorytm uczenia perceptronu - przyspieszanie zbieznosci

@ Jezeli zbidr treningowy nie jest liniowo separowalny algorytm uczenia
perceptronu nie bedzie mégt sie zakonczyé.

o Jednak moze wystarczy¢ znalezienie separacji liniowej prawidtowo
mozliwie najwiekszej liczby wektordw.

@ Odpowiedni wariant algorytmu uczenia perceptronu przechowuje
najlepszy w danej chwili wektor wag (w “kieszonce”) i nadal stara sie
znalez¢ lepszy, ktéry jezeli zostanie znaleziony zastepuje poprzedni.

o Algorytm “kieszonkowy™:

@ Zainicjalizuj wektor w losowo. Zdefiniuj przechowywany wektor
w; = w. Ustaw historie hy wektora wy na zero.

© Aktualizuj w uzywajac pojedynczego kroku algorytmu uczenia
perceptronu. Aktualizuj liczbe h wektoréw testowanych z sukcesem
(cykl = wszystkie x). Jezeli h > hs podstaw w za wg oraz h za h;.

© Algorytm ten czasem moze zamieni¢ wektor lepszy na gorszy, bo
rozwazana jest tylko informacja z ostatniego zbioru przyktadéw.

Q Jezeli zbidr treningowy jest skohczony i wagi oraz wektory s3 wymierne
mozna pokaza¢, ze algorytm ten dazy do optymalnego rozwigzania z
prawdopodobienstwem 1.
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Algorytm uczenia perceptronu - ztozono$¢ uczenia

perceptronu

o Algorytm wybiera kierunek w przestrzeni wag bazujac na ostatniej
nieprawidtowej klasyfikacji wektora testowego.

@ Nie ma globalnej informacji o funkgcji btedu.

e Czasem prowadzi to do bardzo wyktadniczo rosnacej liczby aktualizacji
wektora wag:

W

1 iterations
ZETO error

W,
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Algorytm uczenia perceptronu - ztozono$¢ uczenia

perceptronu

@ Zalety wizualizacji - ponizszy rysunek pokazuje problem a poprzedni
wyjasnia dlaczego jest trudny do rozwigzania.

e Obydwa wektory nalezy zaklasyfikowa¢ do dodatniej pétprzestrzeni -
trzeba obraca¢ prosta o bardzo maty kat.

X2

Rl

Worst case for perceptron learning (input space)
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

@ Szukamy wnetrza wielo$cianu - zatem musza istnie¢ punkty nalezace
do wnetrza.

o Programowanie liniowe nadaje sie dla takiego zagadnienia. Zostato
ono rozwiniete dla rozwigzania nastepujacego problemu:

e Majac dany zbiér n zmiennych xi, xa, ..., x, nalezy zminimalizowa¢ lub
zmaksymalizowa¢ funkcje ¢1x1 + Coxo + ... + CoXap.
e Zmienne te musza dodatkowo spetnia¢ warunki:

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn < by
ar1x1 + a0nx2 + ... + anxn < by

amix1 + amx2 + ... + amnxn < bnm
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

o Algorytm simpleks - sprawdza kolejne wierzchotki, poruszajac sie w
kierunku wzrastajacej wartosci optymalizowanej funkcji.

o Kryterium przejécia do kolejnego wierzchotka jest rzut gradientu
optymalizowane] funkgji na sciany wieloscianu.

o Przy duzej liczbie wierzchotkéw lepiej jest poruszaé sie przez
$rodek wieloscianu.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

@ Problem znalezienia punktu wnetrza mozna przeksztatci¢ w
zagadnienie programowania liniowego.

e Wymagane nieréwnosci mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej
Ax <b.

o Dla uproszczenia zaktadamy b > 0 oraz x > 0.

Woprowadzajagc m-wymiarowy wektor y dodatkowych zmiennych,
mozna napisac

Ax +ly = b.

Szukamy rozwiazania zagadnienia minimalizacji

m
min {Zy,-|Ax+ly:b,x20,y > 0}.

i=1

Poczatkowe rozwiazanie spetniajace te warunki, tox =0, y = 0.
Zaczynajac od niego szukamy minimum.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

@ Jezeli minimum jest ujemne problem nie ma rozwiazania, gdyz
Ax > b (zbiér Ax < b jest pusty).

@ Mozna oming¢ warunki x > 0, y > 0 - istnieje transformacja
ogblnego problemu do przedstawionej tu postaci kanonicznej.

@ Szukanie wektora wag dla perceptronu to szukanie punktéw
wewnetrznych wieloscianu wypuktego, to jego uczenie moze sie
odbywac takze w ten sposéb.

o Jezeli zbiory wektoréw nie s3 liniowo separowalne algorytm
programowania liniowego moze to wykryé.

@ Algorytm uczenia perceptronu nie jest najefektywniejsza metoda
uczenia (wiemy, ze zdarzajg sie trudne przypadki!).

o W teorii programowania liniowego istnieja algorytmy potrzebujace
wielomianowej liczby iteracji i znajdujace optymalne
rozwigzanie lub wykrywajace, ze takowe nie istnieje.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

o Algorytm Karmarkara (1984) - przyktad szybkiego algorytmu (czas
wielomianowy).

@ Startuje od punktu wewnetrznego i stosuje metode najszybszego
spadku (w przypadku maksymalizacji) upewniajac sie, ze nie wyjdzie
poza dozwolony rejon.
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Algorytm uczenia perceptronu - programowanie liniowe

Example of a search path for Karmarkar’s algorithm
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe

@ Przeanalizowali$my wtasnosci obliczeniowe pojedynczych elementéw
progowych.
@ Rozwazymy sieci o strukturze warstwowej - warstwy neurondw.
o Architektura sieci - jednostki i ich potaczenia.
o funkcja integrujaca ¥ : R” — R - oblicza catkowite wzbudzenie.
o funkcja aktywacji  : R —» R
e moze by¢ ® : R — [0, 1]; W nie musi by¢ suma - sie¢ moze wtedy
obliczy¢ trudne funkcje uzywajac mniej neuronéw.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - architektura warstwowa

e Definicja. Architektura sieci jest to czwérka (/, N, O, E) sktadajaca
sie ze zbioru wejs¢ I, zbioru jednostek obliczeniowych N, zbioru wyjs¢
O oraz zbioru skierowanych krawedzi E. Krawedz skierowana to
tréjka (u, v, w) taka,ze ue TUN, ve NUO, w € R.

o Wejscia i wyjscia nie wykonuja obliczeh ale traktujemy je jak neurony.

o Wszystkie krawedzie maja wagi.

o Architektura warstwowa N = N; U ... U N, (N; - warstwa sieci) tak,
ze potaczenia z Ny ida do Ny, z N, do Njs itd.

e Tylko Ny sa potaczone z wejsciami, N, tylko z wyjsciami (nazywamy je
jednostkami wyjSciowymi sieci)

o Wejscia tworza warstwe wejS¢ a wyjscia warstwe wyj$¢; warstwy bez
potaczen do wyjscia to warstwy ukryte.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - architektura warstwowa

input layer output layer

I

hidden layers

A generic layered architecture
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - architektura warstwowa

@ Zwykle jednostki w warstwie nie s3 ze soba potaczone a wyjscia s3
pomijane na rysunku.

@ Jednostki z sasiadujacych warstw s3 potaczone kazda z kazda; liczba
wag to mn (ilosci neuronéw: N; = m, Niy1 = n).

@ Duzo potaczen - powstaje zagadnienie ich minimalizacji.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

@ XOR pozwala przeanalizowa¢ wtasnosci sieci 1- i 2-warstwowych.

o Pojedynczy perceptron nie moze obliczy¢ tej funkgji ale sieé
dwuwarstwowa tak.

e Sie¢ 3-warstwowa obliczajaca XOR (liczymy warstwe wejSciowa a
wyjsciowg nie):

A three-layered network for the computation of XOR
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

@ Sa tu 3 jednostki x; A —xa, —x1 A x2: (x1 A —x2) V (—x1 A x2).

o Pytanie - ile istnieje réznych rozwigzan problemu XOR taka sieciag?
Doktadniej: ile wyrazen na funkcje XOR mozna napisa¢ z uzyciem 3 z
14 mozliwych funkcji Boole’a dwéch zmiennych (XOR i jego
zaprzeczenia nie liczymy).

@ Mozna wypisa¢ mozliwe funkcje boolowskie.

o Notacja - s3 4 mozliwe wejscia, ktére szereguje sie (1,1), (0,1), (1,0),

(0,0) i indeksem przy funkcji f oznacza sie wartos¢ funkgji dla
kolejnych wejs¢:
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

fi)(m173’:2) = fumm(qu'EQ)

fi(z1,22) = fooor (@1, 72) =

fo(w1,22) = fooro(T1,72) =

fs(@1,22) = foou (w1, 22) =

fa(z1,22) = furoo(1,®2) = ~1 A g
( )=
( )=
( )=

fa(.’]’,‘l,ﬂ’ig) = f[ll[ll Ty, T2

f}i(mlva) = fulm €T1,T2 T, D T2
fr(z1,22) = forn(z1, 22 —(x1 A a9)
fS(ILl‘Q) = fumc)(rlzm2) =1 A I
fS-)(Il:-TQ) = fun)l(ml:l?) =T =T2
f]_()(.’L‘l,.TQ) flc)lc)(TI:mZ) =1I
fii(zl,z2) = fion(z1,22) = 21 V 22
fra(zl,29) = frie(21,22) = 22
fiz(xl,20) = frion (21, 22) = —21 V 22
fra(zl,20) = fino(wr,22) = 21 V 22
fis(zl,22) = fiin(z1,22) =1

e fy to funkcja stata (x1,x2) — 0; f3 = fip00 to AND; f5 to XOR.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

@ 16 mozliwosci rozwigzania problemu XOR; mozna odszukaé
(x1 A =x2) V (—x1 A x2) = fa(fa(x1, x2), fa(x1, x2)).

?

The 16 solutions for the computation of XOR with three computing units

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - problem XOR

e Widoczne symetrie nie sa przypadkowe.

o Zwiekszajac liczbe jednostek w warstwach ukrytych - wiecej mozliwych
kombinacji - sie¢ ma wieksza pojemnosc.

@ Przyktad sieci, ktéra nie jest czysto warstwowa;

e ostatnia jednostka oblicza OR ale jesli x; = xo = 1 nastepuje inhibicja.

Two unit network for the computation of XOR

Marcin Buchowiecki ()
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

@ Symetrie 16-tu rozwigzan problemu XOR mozna zrozumieé patrzac na
obszary przestrzeni wag wyznaczane przez sie¢ 2-warstwowa.

@ Ponizszy rysunek pokazuje obszary dla sieci XOR (str. 168),
zaznaczono dodatnie pétprzestrzenie.

X3 —X12(0.5

0,1) (1,1)

x—x220.5

(0,0) (1,0)

2 C o 410 Ao o = o loogo o o
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

o Powstate 3 obszary moga by¢ identyfikowane z uzyciem 2 bitéw -
kazdy bit oznacza czy dany obszar nalezy do dodatniej czy ujemnej
pGtprzestrzeni zwigzang z dana prosta.

region A o B
o1 region

00 region C

10

Labeling of the regions in input space
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

@ Jezeli zaznaczonym obszarom przypiszemy wartos¢ 1, a
niezaznaczonemu 0 - problem XOR rozwiazany.

@ Ogoélna cecha sieci warstwowych - pierwsza warstwa jednostek
obliczeniowych odwzorowuje wektor wejSciowy na druga przestrzen
tzw. przestrzen klasyfikacji lub cech, ktéra dekoduje klasyfikacje
wyznaczong przez jednostki ukryte obliczajac ostateczny wynik.

o Kazda jednostka pierwszej warstwy ukrytej oblicza liniowa separacje
przestrzeni wejéciowe]

e w przestrzeni 2-wymiarowej mozna wyizolowa¢ klastry punktéw
uzywajac 3 linii prostych:
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometr

010 001

Delimiting a cluster with three linear separations
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

o Jezeli szukamy sieci dajacej 1 dla punktéw klastra - potrzebne 3
jednostki ukryte i na koncu jedna obliczajagca AND.

e ostatnia jednostka dekoduje (111) dajac wartos¢ 1.

o Aby wyizolowaé wypukty klaster punktéw w przestrzeni
n-wymiarowej potrzeba przynajmniej n + 1 jednostek ukrytych.
o Aby zidentyfikowa¢ sume 2 klastréw i otrzymac 1:
e potrzebne 2x3 jednostki do indentyfikacji kazdego z klastréw
e 2 jednostki AND w warstwie ukrytej
o jednostka obliczajaca OR
@ Opisany sposéb izolacji klastréw nie jest optymalny - nie byta
rozpatrywana mozliwos¢ ponownego uzycia zdefiniowanych poprzednio
hiperptaszczyzn.

e Ogodlnie - nie wiadomo ile klastréw zawierajg dane wejsciowe ani czy
sg one wypukte.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

@ Problem - ile obszaréw mozna zdefiniowa¢ z uzyciem przecinajacych
sie potprzestrzeni i dlaczego w pewnych wypadkach sie¢ nie jest
wystarczajaco plastyczna aby rozwigzac¢ dany problem.

@ Znajdzmy wektor wag dla perceptronu obliczajacego AND:

) Owy + Ows + 1wz < 0, wyjscie =0
(0,1) : Owy + 1wpr + 1wz <0, wyjscie =0
) 1wy + 0wy + 1wy < 0, wyjscie =0
) Iwy + 1wy + 1wy >0, wyjscie =1

o Otrzymuje sie 4 ptaszczyzny przechodzace przez srodek uktadu
wsp6trzednych.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

1 wy =0

2 wo +wz =0

3 wi +ws =0

4 wi+wr+ws =0

@ 3 ptaszczyzny w przestrzeni 3-wymiarowej definiuja 8 obszaréw a 4
ptaszczyzny - 14 obszaréw.

@ Poniewaz jest 16 funkgcji boolowskich 2 zmiennych 2 nie moga by¢
obliczone perceptronem (wiemy juz, ze chodzi o XOR i =XOR).
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

o Te 14 obszaréw mozna przedstawi¢ na sferze.

e 4 nieréwnosci zwigzane z punktami (1,1), (0,1), (1,0) i (0,0) definiuja
wieloécian w przestrzeni wag

e naktada sie warunek normalizacji wektoréw wag, co powoduje ze konce
wszystkich wektoréw leza na sferze

e nie wptywa to na dziatanie perceptronu

e obszary zdefiniowane przez hiperptaszczyzny odpowiadajace funkcjom
logicznym staja sie obszarami na sferze jednostkowej
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

@ Oznaczenia - bity wyjsciowe.
e np. figgo = fg to funkcja AND.

The Boolean sphere
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometryczna

Obszary oddzielone kotem wielkim - réznig sie 1 bitem.
Kazdy obszar sasiaduje z 3 lub 4 innymi.
Np. obszar AND (1000) ma 3 sasiadéw 0000, 1100, 1010.

Na sferze nie ma obszaru 1001 - funkcja nieobliczalna.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wizualizacja geometry

Two opposite sides of the Boolean sphere
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wektory bipolarne

e Wektory bipolarne - uzywaja —1 zamiast zera (wektory binarne - 0 i

1)

@ Nie zmienia to wtasnosci perceptronu ale zmienia symetrie obszaréw
zwiazanych z rozwigzaniem.

e Odpowiednie réwania dla funkcji AND:

1
2
3
4

—wi —wr +w3 =0
—wi +wr +wy =0
wi—wy+wy =20
wi +wa+w3 =0

o Ptaszczyzny spotykaja sie w srodku uktadu wspétrzednych - tworza

wielosciany foremne

o wektory normalne - parami iloczyn skalarny 1 lub —1
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wektory bipolarne

@ Rozmiary obszaréw sg rézne i zwigzane z trudnoscia nauki

perceptronu.

@ Dobrze by byto gdyby obszary miaty podobne rozmiary - moze by¢
potrzeba nauczenia perceptronu dowolnej funkgji.
o Tabela pokazuje rozmiary otrzymane metodg Monte Carlo dla funkgcji
boolowkich 2 zmiennych.

Table Relative sizes of the regions on the Boolean sphere as percentage of the

total surface

Coding|

Boolean function number

of 1 2 3

4

5 6

binary

ipolarf

26.8
8.3

32.134.1844.131.1
316.29(6.26]8.32/6.2

4.2
48.3

210.00f

4.13

610.00f

.22}

Coding

Boolean function number

9 10 11| 12

13

14

15

dinary

sipolars.

0.004.26}4.17(4.17]

4.14]

0.00[8.42]6.33(8.27]

6.31

6. 25}

2.07)27.12]

8.23
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - wektory bipolarne

@ Maksymalna zmienno$¢ w kodowaniu bipolarnym - 1.44, natomiast w
binarnym 12.5.

o Takze empirycznie zaobserwowano, ze tatwiej jest nauczy¢
wielowarstwowg sie¢ neuronowa w reprezentacji bipolarnej.

@ Mozna pokaza¢, ze pod wzgledem rozmiaréw obszaréw kodowanie
bipolarne jest optymalne.

o Kodowanie bipolane jest tez lepsze dla przestrzeni wielowymiarowej o
duzym n.
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszaréw rozwigzan

@ Innym sposobem analizy obszaréw rozwigzan jest projekcja
stereograficzna sfery na ptaszczyzne (biegun pétnocny - odwzorowany

na oo).

Stereographic projection
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszaréw rozwigzan

o Projekcja stereograficzna rzutuje okregi na elipsy - ksztatt nie jest
istotny wiec mozna elipsy przeksztatci¢ w okregi (centrum obszaru
1111 wybrano jako biegun pétnocny)

PA
%

f=-xAx &= X AXy

Projection of the solution regions of the Boolean sphere
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszaréw rozwigzan

@ Symetria jest lepiej widoczna w stylizowanej reprezentacji - obszary
funkcji f i —f sa potozone symetrycznie.

XV X

xS X

NAND KNOR 0 AND OR

[=xAx g=X AXy

Stylized representation of the projected solution regions
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszaréw rozwigzan

@ Liczba sasiednich obszaréw ma znaczenie jezeli algorytm zaczyna z
losowego punktu i przechodzi z obszaru do obszaru.

@ Funkcja btedu (po lewej: dla 1111 - minimum a dla foooo - maksimum)

2 3 2 3 2 1
L 3 4 3 1 2 4 3 2 0
2 3 2 3 2 1

Error functions for the computation of fi111 and x; V x2
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - projekcja obszaréw rozwigz

o Im wiekszy btad tym wiecej mozliwych Sciezek do obszaru o zerowym
btedzie.

The error function for fii11
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

Two perspectives of the error function for OR
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

e Sfera boolowska pozwala interpretowaé dziatanie sieci z warstwa
ukryta.

@ W ponizszej sieci z 3 perceptronami w warstwie ukrytej kazda
jednostka dzieli przestrzen wejsciowa na 2 po6tprzestrzenie.

Stylized representation of the input space separations
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

@ Podziat przestrzeni mozna podsumowac na jednej sferze

e 3 jednostki generuja 3-bitowe oznaczenie kazdego obszaru
o jednostka wyjsciowa dekoduje te bity przypisujac im wartos¢ 0 lub 1

o

Labeling of the regions in input space
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

o Jakie podziaty przestrzeni generuje sie¢ z dwoma jednostkami w
warstwie ukrytej?
e s3 4 obszary
e warto$¢ oznaczona zacienieniem obszaru
e z 16 mozliwosci pokolorowania 2 odrzucamy jako nieobliczalne -
jednostka wyjsciowa nie moze zdekodowa¢ XOR [przypomnienie -
dekodery - inhibicja]
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Coloring of the regions in input space
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geometryczna

@ Rozwazania dotyczace liczby obszaréw mozna sformalizowac.
@ R(m,n) - liczba réznych obszaréw zdefiniowanych przez m
powierzchni o wymiarze n — 1.

R(m,n):2r:2_: (mi_1>

dimension
oo 1 2 3 4
m
of IS R
3 0\2 e 6\8 8
4 0\2 \ 8 14 16
510 5 10 22 30

Recursive calculation of R(m,n)
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - interpretacja geomet

e T(2", n) - liczba funkcji progowych n zmiennych.

o Tabela pokazuje tez gérne ograniczenie na R(m, n).

Table Comparison of the number of Boolean and threshold functions of n
inputs and two different bounds

22" T(27 n) R(2%,n) |2 /0!

n

1 4 4 4 4
2 16 14 14 16
3 256 104 128 170
4 65,536 1,882 3,882 5,461
54.3x10° 94,572 412,736 559, 240
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - konsekwencje

o Liczba funkcji progowych w przestrzeni n-wymiarowej rosnie
wielomianowo wzgledej zmiennej 2" (wszystkich funkcji logicznych -
wyktadniczo).

e procent funkcji progowych w relacji do wszystkich logicznych dazy z n
do zera
@ Sieci zdwoma lub wiecej warstw maja takze problemy z uczeniem.

o jezeli warstwa ukryta zawiera m jednostek a wektor wejsciowy ma
wymiar n - maksymalna liczba obszaréw to R(m, n)

o jezeli wektoréw wejsciowych jest wiecej - moze sie zdarzy¢, ze nie bedzie
wystarczajacej iloéci obszaréw dla obliczenia danej funkcji logicznej

Marcin Buchowiecki ()
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Sieci jedno - i dwuwarstwowe - historia

@ Sieci warstwowe zaproponowano juz w poczatkach rozwoju sieci
neuronowych nie znano dobrej metody ich uczenia.

@ Rosenblatt eksperymentowat z uczeniem, w ktérym btad na wyjsciu
propagowat sie do pierwszych warstw sieci.

@ Problem - potozenie i liczba lokalnych miniméw.

@ Funkcje progowe studiowano intensywnie w latach 60-tych otrzymujac
ograniczenia na ich liczbe.

o Wykonano wiele badan wtasnosci topologicznych wielodciandw i
obszaréw na sferach.

@ Valiant - niezalezna od modelu teoria uczenia.
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Algorytm propagacji wstecznej

e Sieci wielowarstwowe moga oblicza¢ wiecej funkcji Boolowskich niz
jednowarstwowe

o Koszt znalezienia wag wzrasta z iloscig parametréw i bardziej
skomplikowang topologia sieci.

o Algorytm propagacji wstecznej - moze poradzi¢ sobie z takim
ztozonym problemem uczenia sieci.

@ Uzywany byt w réznych sytuacjach, ponownie odkrywany; jeden z
najbardziej studiowanych i uzywanych algorytméw uczenia sieci.

@ Dowdd mozna oprze¢ na podejsciu graficznym - problem opisania
grafu.

e Dowdd analityczny - mniej ogdlny (opisuje specjalne topologie sieci) i
trudniejszy.

@ Algorytm propagacji wstecznej - skuteczny takze gdy w sie¢ moze
przekazywac tylko informacje lokalna.
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji

@ Szukamy minimium funkcji btedu w przestrzeni wag - metoda
gradientowa.

@ Rozwigzanie problemu uczenia - kombinacja wag odpowiadajaca
minimum globalnemu.

e Gradient - w kazdym kroku funkcja btedu musi by¢ rézniczkowalna.

@ Funkcja aktywacji neuronu - inna niz funkcja schodkowa znana z
perceptronu.

@ Ztozenie funkgcji na wyjsciu z perceptronu bedzie nieciggte =
funkcja btedu nieciagta.

o Popularna funkcja dla algorytmu propagacji wstecznej - sigmoid, czyli
se : R —(0,1)
1

Sp = ———
€T 14 e
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji

X
4 2 0 2 4

Three sigmoids (for c =1, ¢ =2 and ¢ = 3)
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji

Parametr ¢ mozna wybra¢ dowolnie, gdy ¢ — oo funkcja staje sie
schodkowa.

e W sieciach stochastycznych - 1/c nazywa sie parametrem
temperaturowym.

o Dla uproszczenia wyrazen zatozymy ¢ = 1. Wtedy s(x) = s1(x).
e Pochodna:

d e X

as(X) = Aser = s(x)(1 — s(x)).

Alternatywa dla sigmoidu moze by¢ tzw. sigmoid symetryczny
o S(x) =2s(x) — 1 =1z (S(—x) = —5(x)).

1+e—X
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Algorytm propagacji wstecznej - funkcje aktywacji

@ Do algorytmu propagacji wstecznej - wiele réznych funkcji aktywacji
zostato zaproponowanych.
@ Rysunek pokazuje wygtadzenie funkcji btedu - uzycie sigmoidu.

o Dla gradientu - wazne, ze nie ma zupetnie ptaskich rejonéw -
konsekwencja s’(x) > 0.

A step of the error function
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Algorytm propagacji wstecznej - minima lokalne

e Cena za rézniczkowalnos¢ sigmoidu jest pojawianie sie miniméw
lokalnych funkgji btedu.

o Nie wystepowaty by one gdyby uzy¢ funkgeji schodkowe;.

@ Funkcja btedu na rysunku - obliczona dla pojedynczej jednostki o 2
wagach statym progu i 4 przyktadami w zbiorze treningowym.
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A local minimum of the error function
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Algorytm propagacji wstecznej - minima lokalne

o W wielu przypadkach minima lokalne powstaja gdy docelowym
wyjéciem sa wartosci inne niz 0 lub 1.

e Gdy uczymy sie¢ do obliczania XOR aby dawata wartos¢ 0.9 dla (0,1)
i (1,0) - pojawiaja sie minima lokalne.

@ Jednak nawet gdy wartosci docelowe s3 binarne - minima lokalne s3
obecne.

@ Lisboa i Perantonis - znalezli analitycznie wszystkie minima dla funkgji
XOR.
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

o Wyprowadzenie propagacji wstecznej = obliczanie gradientu
odpowiednim opisaniem grafu.

e Dowdd dla ogélnych topologii - nie ma ograniczenia do sieci
warstwowych.

@ Sie¢ neuronowa oblicza funkcje sieci ¢; uczenie - szukanie wag
najlepiej przyblizajacg w najlepszy mozliwy sposéb szukang funkcje
(dana niejawnie ale w postaci zbioru przyktadéw).

@ Rozwazmy sie¢ o n wejsciach i m wyjsciach o dowolnej liczbie
jednostek ukrytych i dowolnych potaczeniach.

Zbior treningowy: {(x1,t1), ..., (Xp, tp)}

Funkcje na kazdym wezle sieci - ciagte i rézniczkowalne.

Wagi - losowe liczby rzeczywiste.
X; — 0; # t; - chcieliby$my uzyskaé réwnos¢ albo ogdlniej...
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

@ ... zminimalizowa¢ btad zdefiniowany jako

1 p
E=32 ol
=

@ Po treningu sprawdzamy, czy sie¢ potrafi interpolowac - na nowych
przyktadach sprawdzamy czy sg one rozpoznawane jako podobne do
juz znanych i czy wartosci na wyjsciu s3 podobne.

@ Algorytm propagacji wstecznej - znajduje minima lokalne funkcji
btedu - inicjacja sieci losowymi wagami.

o Gradient funkgcji btedu jest obliczany i uzywany do korekcji
poczatkowych wag.
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

o Rozszerzamy sie¢ aby obliczy¢ funkcje btedu.
o Podobnie dla kazdego t;.

Extended network for the computation of the error function
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Algorytm propagacji wstecznej - zagadnienie uczenia

@ Funkcja btedu jest rézniczkowalna - minimalizacja metoda gradientowa

OE OE
VE _— (8V|/17 ceey aVVI>

e Aktualizacja wag () - stata uczenia):

OE

Aw; = — ’
w, )\8W,‘

i=1, .1
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Algorytm propagacji wstecznej - pochodne funkgcji sieci

o Cel - metoda efektywnego wyznaczania gradientu funkcji sieci
wzgledem wag sieci.

@ Siec jest réwnowazna skomplikowanemu ztozeniu funkcji - reguta
tancuchowa dla znajdowania gradientu.

o Weztom sieci nadaje sie ztozong strukture, ktéra reprezentuje sie
B-diagramem (backpropagation diagram): prawa strona oblicza
funkcje zwigzang z weztem, lewa strona jej pochodna.

@ Funkcja scalajgca moze byé odseparowana od funkgeji aktywacji -
rozdzielamy wezet sieci na 2 czesci.
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Algorytm propagacji wstecznej - B-diagram

The two sides of a computing unit

Separation of integration and activation function
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Algorytm propagacji wstecznej - B-diagram

@ Sie¢ jest obliczana 2-etapowo:

@ Informacja przeptywa ze strony lewej do prawej - kazda jednostka
oblicza swoja funkcje aktywacji f oraz pochodna f’; obydwa rezultaty
sa przechowywane ale tylko f przekazywane jest do kolejnych jednostek
po prawe;.

© Propagacja wsteczna - informacja w sieci przekazywana jest z

powrotem z prawej do lewej strony sieci (przechowywane wartosci sa
uzyte).
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Algorytm propagacji wstecznej - ztozenie funkgji

Network for the composition of two functions

Junction compaosition

| 2

X J(g(x))

Result of the feed-forward step
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Algorytm propagacji wstecznej - ztozenie funkgji

backpropagation
-

F(gx)g’(x) 1

Result of the backpropagation step

e Krok propagacji wstecznej - wejscie 1, informacja jest mnozona przez
wartos¢ zapisang po lewej stronie jednostki.
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Algorytm propagacji wstecznej - dodawanie funkcji

Junction composition

Silx) + f2(x)

S

Addition of functions

@ Pochodna z sumy funkcji wzgledem ktérejkolwiek z nich to 1.

o Gdy dwie prawa-do-lewej Sciezki spotykaja sie - wartosci s3 dodawane.
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Algorytm propagacji wstecznej - dodawanie funkcji

o Gdy dwie prawa-do-lewej sciezki spotykaja sie - wartosci s dodawane.

backpropagation

)| A

F)+ f7(x) 1

Hx| f

Result of the backpropagation step
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Algorytm propagacji wstecznej - wagi

feed-forward

-
w
X O O wx
backpropagation
-
w
w (O O 1

Forward computation and backpropagation at an edge

o Warto$¢ x mnozona jest przez wage w.

o Propagacja wsteczna - wartos¢ 1 mnozona jest przez w - rezultatem
jest w czyli pochodna wx.
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Algorytm propagacji wstecznej

Algorytm. Rozwazmy sie¢ z jednym wejsciem x € R i funkcja sieci F.
Pochodna F’(x) obliczana jest w dwéch krokach:

© Podajemy do sieci wartos¢ x; obliczane sa funkcje aktywacji i ich
pochodne; pochodne sg zapamietywane.

@ Stata 1 podajemy do wyjscia sieci - informacja propaguje sie
wstecznie; informacja przychodzaca do danej jednostki jest dodawana i
mnozona przez warto$¢ zapamietang w lewej czesci jednostki; wynik
tranmitowany jest do jednostki na lewo; rezultat pojawiajacy sie na
jednostce wejsciowej jest pochodng funkgji sieci po x.

o Twierdzenie. Powyzszy algorytm oblicza prawidtowo pochodng po x
funkcji F.
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Algorytm propagacji wstecznej

Dowdéd. Indukcja, zatozenie rézniczkowalnosci funkeji aktywacji, nie ma
cykli.
o Pokazalismy, ze algorytm dziata dla jednostek potaczonych szeregowo
i réwnolegle oraz dla krawedzi z wagami.
o Zaktadamy, ze algorytm dziata dla sieci n lub mniej weztéw.
@ Rozwazmy B-diagram n + 1 weztéw.

F(x)
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Algorytm propagacji wstecznej

e Funkcja sieci F obliczana z m wyjs¢ F1(x), ..., Fm(x)

o F(x) = w(wiFi(x)+ waFa(x) + ... + wmFm(x))

o F'(x)=¢'(s)(waF{(x) + waFj(x) + ... + wmF],(x)),

s = wiF1(x) + waFo(x) + ... + wnFm(x)

@ f1 - definiuje podsie¢ n lub mniej jednostek, dzieki zatozeniu
indukcyjnemu mozemy obliczyé pochodng przez wprowadzenie 1 i jej
propagacje wsteczna.

@ Podobnie dla jednostek o wyjsciach Fy(x), ..., Fm(x).

o Jezeli zamiast 1 wprowadzimy stata ¢'(s) na wejsciach otrzymamy:
w1 F{(x)¢'(8),....wmF},(x)¢'(s) (réwnowazne wprowadzeniu 1 do
ostatniej jednostki sieci).

@ Zatem propagacja wsteczna catg siecig daje
' (s) (w1 F{(x) + waFi(x) + ... + wmF/,(x)), czyli pochodna -
algorytm dziata dla n + 1 jednostek.
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Algorytm propagacji wstecznej

@ Domyslnie - wszystkie wejscia s3 dodawane przed obliczeniem funkgji
aktywacji jednej zmiennej w kazdym wezle.

o Mozliwe funkcje aktywacji F wielu zmiennych - lewa strona jednostki
przechowuje pochodne czastkowe.

o W propagacji wstecznej - propagowana warto$¢ jest mnozona przez
odpowiednia pochodng i trasportowana odpowiednia krawedzia.
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Algorytm propagacji wstecznej

o Propagacja wsteczna dziata takze dla sieci o kilku jednostkach
wejsciowych i kilku zmiennych.
e 2 zmienne - 2 podsieci - kazda taczy dane wejscie z wyjsciem.
o Na wejsciach otrzmujemy odpowiednie pochodne czastkowe.
o W praktyce nie ma przeszkody aby obie propagacje wsteczne naktadaty
sie i mozna je zrobi¢ w jednym kroku.
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Algorytm propagacji wstecznej - uczenie

@ Minimalizowana funkcja btedu E zalezy od wag - nalezy uwzgledni¢
wszystkie wagi za jednym razem.

o Przechowujemy tez wyjscia kazdej jednostki i w rozszerzonej sieci
obliczajacej btad przeprowadzamy propagacje wsteczna.

® wjj - waga zwigzana z jednostkami i oraz j - mozna jednostki
nastepujace po niej traktowa¢ jako podsiec.

e Sygnat docierajacy do podsieci zaczynajacej sie na jednostce i to o;wj;
(o; - zachowane wyjscie jednostki /).

e Propagacja wsteczna oblicza pochodng 0E /Jo;w;;:
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Algorytm propagacji wstecznej - uczenie

@ Wszystkie podsieci obliczane s3 jednoczeénie.

e Propagowany wstecznie btad J; - skumulowany rezultat propagacji
wstecznej na wezle j (uwaga: jest to wiec pochodna a nie sam btad).

OE

- = O,‘5'
owjj /

o Krok korygujacy wagi - przeksztatca algorytm w metode uczenia sieci
neuronowych.

Awjj = —v0;d;
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

e W przypadku sieci warstwowych (z pewng iloscig warstw ukrytych) -
wzory na aktualizacje wag mozna podaé w terminach liniowych
operacji algebraicznych.

@ W ponizszej sieci oznaczmy wagi miedzy wejSciami a jednostkami
ukrytymi W,-S-I) a miedzy jednostkami ukrytymi a wyjéciami WiS-z)

k hidden units

input sites output units

site n+1

n+lk

connection matrix connection matrix

W Ws

Notation for the three-layered network
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

@ Mozna wprowadzi¢ prég —0 jako dodatkowg krawedz z wag3.
1) )

e Odpowiednie wagi (rysunek) to w oraz wy'/; .

n+1,j
e Oznaczmy: Wy - (n + 1) x k macierz wag Wl-S-l); podobnie W) -
(k 4+ 1) x m macierz wag W( )
o kreska - oznacza do’chzeme 0
e n-wymiarowy wektor wejsciowy 0 = (o1, ..., 0p), rozszerzony
6=1(o1,...,0n,1).
e Wzbudzenie j-tej jednostki ukrytej to
n+1

wzb; = Z W,-S-l)O,
i=1

@ Funkcja aktywacji - sigmoid - odpowiednie wyjscia to

n+1
()*s(wzb S(ZW >

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 228 / 399



Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

o Posta¢ macierzowa: o(l) = s(6W).
o Dalej, wyjscia catej sieci: 0(2) = s(6(DW5).
e wyrazenia takie mozna napisa¢ dla dowolnej ilosci warstw

e Rozwazmy sie€ rozszerzona i jedna pare wejscie-wyjscie (x, t) jako
zbiér treningowy.

o Wyjscia oryginalnej sieci to o,-(z) obliczone jednostkami sigmoidalnymi.

e Dodanie odchylen kwadratowych daje bfad E.

o W przypadku p przyktadéw wej$cie-wyjscie - mozna utworzyé p
takich sieci i doda¢ wyjscia dla otrzymania btedu dla catego zbioru
treningowego.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

output units

i-th hidden
unit

Extended multilayer network for the computation of E
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

@ Po wybraniu przypadkowych wag sieci - propagacja wsteczna oblicza
korekcje dla wag.
@ Mozna wyrézni¢ 4 kroki:
© Normalne dziatanie sieci.
© Propagacja wsteczna do warstwy wyjsciowej.
© Propagacja wsteczna do warstwy ukrytej.
© Aktualizacja wag sieci.

o Algorytm zatrzymuje sie gdy btad jest wystarczajaco maty.
Krok 1: Podajemy wektor wejSciowy o - obliczane i przechowywane sa
wektory 0(1) i 0(?). Pochodne funkgji aktywacji takze sa przechowywane.

Krok 2: Propagacja wsteczna do warstwy wyjsciowej - ma da¢ zbidr
pochodnych 8E/8WI§.2).
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

backpropagation

backpropagated error up to unit j

(2) (2)y /@)
0; (l—oj o' —t))

2
x

i-th hidden unit quadratic error of the
J-th component

j-th output unit

Backpropagation path up to output unit j
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

o Patrzac na powyzszy rysunek mozna napisaé propagowany wstecznie
btad na tym etapie:

57 =01 =)o = 1) (+)

@ Odpowiednia pochodna to

0E
aw(

iy

=101 = of)(of” — )lof” = 570"

@ Sytuacja w propagacji wstecznej - w jest zmienng:

(2
1 i 2
o &

Input and backpropagated error at an edge
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Krok 3: Propagacja wsteczna do warstwy ukrytej - pochodna 6E/8Wij(-1).

o Kazda jednostka warstwy ukrytej - potaczona z kazda jednostka
warstwy wyjsciowej krawedziami o wagach WJ-(:), dag=1,..,m

e Bfad na danej jednostce j warstwy ukrytej - wszystkie Sciezki wsteczne
(rysunek).

5(1) 1 (1) zm: ()

af) U
1 J
dw, Wij

Proces taki sam dla dowolnej ilosci warstw ukrytych.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

backpropagated error

2)

&

backpropagated error to the j-th hidden unit

m
(n NI}
0; (1-g; )Eleq 8y

input site i w

hidden unit j

backpropagation

All paths up to input site 7
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Krok 4: Aktualizacja wag.

o Jezeli v jest wielkoscia kroku korekgji:

AW = o6 =1, k41 j=1,m.

AWIS-l) = —70;5}1), i=1,..,n+1; j=1 .. k.
® Opy1 = o,((le)1 =1
o Wazne: Wagi korygujemy po propagacji wstecznej w catej sieci -
inaczej korekcje mieszaja sie z btedami i obliczane korekcje przestaja
odpowiada¢ gradientowi.
e Propagowany wstecznie btagd mozna tez zdefiniowa¢ z minusem -
wtedy nie potrzeba go juz przy korekcji wag.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

o W przypadku wiecej niz jednej pary treningowej p > 1 - dla kazdej z

nich btad oblicza sie osobno.
(1).

Przyktadowo dla wagi Wi
1 1
AlWiS‘ ),AQWI-S- ),...,APWI-S- ),
Korekcja zgodna z gradientem:
Aw) = Arw + dow) 4+ apwl.
Takie postepowanie - aktualizacje off-line.
Czesto wagi aktualizuje sie po prezentacji kazdej pary - on-line.
o Korekcje nie sa doktadnie zgodne z kierunkiem gradientu.
o Dla przypadkowego uczenia - kierunek oscyluje wokét doktadnego
gradientu i $rednio algorytm dziata prawidtowo.
o Dodanie pewnego szumu do algorytmu - pozwala uniknaé¢ wpadania w
lokane ptytkie minima funkcji btedu.

o Zbidr treningowy duzy - obliczanie doktadnego gradientu jest drogie (1
krok off-line - wymaga prezentacji wszystkich przyktadéw).
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

Posta¢ macierzowa.
@ Przyjmujemy jak poprzednio: n wejs¢, k jednostek ukrytych, m
jednostek wyjsciowych.
o 0(® = 5(6(MW,), oV) = s(6W,)
o Wi - nx k, Wy - k x m - nie trzeba propagowa¢ wstecznie do wejs¢
ze stata wartoscia

e Odpowiednie pochodne zapisane w jednostkach wyjsciowych i ukrytych
- zapisujemy jako macierze:
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

0{2)(1 — 052)) @ 0 o . 0
0 oy (1—0 - 0
D, = ( : : ) 2 s
0 0 01(3)( — 057.2,,))
0(11)(1 - agl)) - 0 " 0
0 05 (1 — o 0
T 2 ( ‘ 2 7) ‘
0 0 o1 - ol
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

@ Wektor pochodnych odchyleri kwadratowych:

(o — 1)
.| @ -t
(02 — tm)

@ m-wymiarowy wektor propagowanego wstecznie btedu do
jednostek wyjsciowych

6@ = Doe. (x)

@ k-wymiarowy wektor propagowanego wstecznie btedu do
jednostek ukrytych

51 = DIW,3P). (x4)
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe

o Macierze wspétczynnikéw korygujemy nastepujaco
AW, = —~5(PeM)

AWI = —~Me.

e Transponowanie: W, € M(k+1)><m ale melMlx(k+1) = me(k+1)-

@ Obliczeniowo - potrzeba mnozenia macierzy - sa architektury
komputeréw wyspecjalizowane w takich operacjach.

e Uogdlnienie do / warstw (W, - wspétczynniki pomiedzy wastwami
i oraz i + 1, zero - wejscia):
o wyjscia: 6) = Dje
e i-ta warstwa obliczeniowa: §() = D;W;, 16041 j=1,.../—1lub

60) = D;W;y;---W,_1D;_;W,De.
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe - lokalnos¢

o Uzywajac B-diagramu mozna dowie$¢, ze dodawanie jest jedyna
funkcja scalajaca zachowujaca lokano$¢ uczenia propagacja wsteczng.

@ Sieci ktére rozwazalismy - wykorzystywaty informacje lokalna - kazda
jednostka przesyta dang krawedzia (w ktérymkolwiek kierunku) i
przechowuje tylko informacje bezposrednio przychodzaca do niej.

@ Przyktad mnozenia jako funkcji scalajacej - rysunek - w propagacji
wstecznej wartos¢ b musi by¢ transportowana gérng krawedzig a
dostarczona zostata dolna.

fabyp  a

_ backpropagation \/{T\
) w 4

Sfab)a b

Multiplication as integration function
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci warstwowe - lokalnos¢

Twierdzenie. Dla jednostki o n wejSciach xq, ..., x, jedynie funkcje
scalajgce postaci

I(x1, ..., xn) = F1(x1) + F2(x2) + ... + Fn(xn) + C,

gdzie C - stata, zachowujg lokalnos¢ algorytmu propagacji wstecznej w
takim sensie, ze na krawedzi i # j nie jest jawnie przechowywana zadna
informacja o x;.

Dowd6d. Jezeli w propagacji wstecznej jedynie funkcja fi(x;) moze by¢
przechowywana w jednostce i tansmitowana przez i-t3 krawedz wejSciowa.
Wtedy % = fi(x;j), i=1,...,n. Zatem

I(X],Xz7 ...,Xn) = F1(X1) + Gl(XQ7 ...,Xn)
I(X],Xz, ...,Xn) = FQ(XQ) + GQ(Xl,X3, ...,Xn)
I(x1,x2, ..., %n) = Fn(xn) + Gn(x2, ..., Xn—1),

gdzie F; - pochodna f;, G - funkgcje rzeczywiste n — 1 argumentéw. Jedyng
mozliwoscig jest funkcja podana w twierdzeniu.
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Algorytm propagacji wstecznej - btad

@ Przy omawianiu sieci 1- i 2-warstwowych - btad dla funkcji XOR.
@ Rysunek - ewolucja btedu catkowitego podaczas treningu sieci z 3
jednostkami dla algorytmu propagacji wsteczne;.

o Po 600 krokach algorytm znajduje doktadne rozwiazanie.

o Duza czeé¢ to prawie ptaski rejon - gdyby do aktywacji uzy¢ funkg;ji
schodkowej rejon ten bytby zupetnie ptaski - problem. Sigmoid daje
mate nachylenie.

o Istnieja metody przyspieszania propagacji wstecznej.

07 -
06 | XOR experiment

05 1

04 -
03 |
0.2

o1 |

0

0 300 600
iterations

Error function for 600 iterations of backpropagation
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Algorytm propagacji wstecznej - sieci rekurencyjne

@ Algorytm propagacji wstecznej - mozna rozszerzy¢ tak aby uwzgledni¢
cykle.

e Wprowadzamy dyskretny czas: t - obliczenie, t + 1 - transmisja
wyniku.

o Wartosci wejSciowe moga by¢ state lub zmienne.

@ Odpowiedni algorytm to nazywamy propagacja wsteczng w czasie
(BPTT - backpropagation through time).

@ Jezeli stan sieci stabilizuje sie w czasie mozna rozwaza¢ nieskonczony
czas.

o Istnienie takiego stanu zalezy od funkgji aktywacji i topologii sieci.
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Algorytm propagacji wstecznej - historia

o Koniec lat 60-tych - dla skomplikowanych wielowarstwowych
architektur sieci potrzebne byto wyjscie poza perceptron - nowy
algorytm uczenia.

@ Odpowiedni algorytm istniat w dziedzinie kontroli optymalnej -
wariacyjna optymalizacja funkgcji kosztu z dodatkowymi warunkami.

@ Ok. 1960 - Kelly i Bryson - rozwineli numeryczne metody
rozwigzywania tego problemu - rekursywne obliczanie gradientu funkgji
kosztu.

@ 1962 - Dreyfus - przedstawit problem w postaci wielo-etapowego
systemu i podat wyprowadzenie tego co dzisiaj nawywamy algorytmem
propagacji wstecznej.

o Algorytm byt ponownie rozwijany w dziedzinach statystyki,
rozpoznawania wzorcéw i sztucznej inteligencji.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja

@ Sieci neuronowe moga stuzy¢ do znalezienia funkcji najlepie;j
dopasowanej do danych.

e Co znaczy optymalnie? Chcemy odzwzorowaé¢ znane wejscia na
wyjscia z najwieksza mozliwg doktadnoscia ale jednoczesnie sie¢
powinna uogolnia¢, czyli nieznanym wejsciom przypisywac wartosci =
interpolowac.
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Sieci neuronowe i statystyka - dobre uogdlnienie

outputs

interpolated
output

input inputs

Linear approximation of the training set

o Kropki = zbidr treningowy
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Sieci neuronowe i statystyka - dobre uogdlnienie

@ Funkcja kawatkami liniowa - gorsza, gdyz odwzorowuje btedy zawarte
w danych mimo ze zbiér treningowy odzworowuje bezbtednie.

output

input

Approximation of the training set with linear splines
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Sieci neuronowe i statystyka - dobre uogdlnienie

@ Przyblizanie funkcji ma dwa sprzeczne cele:
© minimalizacja btedu uczenia
© minimalizacja btedu nieznanych wejsé¢
@ Liczba stopni swobody wyznacza plastyczno$¢ sieci (= zdolnosé¢
aproksymacji zbioru treningowego).
o Wieksza plastycznos¢ to mniejszy btad treningowy ale moze
spowodowa¢ wzrost btedu na zbiorze testowym.
@ Nie ma uniwersalnej metody wyznaczenia optymalnej liczby
parametréw, zalezy ona od struktury problemu.
o Najlepiej gdy topologia sieci wybrana jest w zaleznosci od znanych
relacji wejscie-wyjscie;
e przyktad powyzej - jezeli analiza teoretyczna problemu potwierdza
zaleznos¢ liniowa - wiadomo ze przyblizenie liniowe bedzie najlepsze.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

e Asocjator liniowy - dodaje wazone wejscia (mozna go uwazac za
czes$¢ neuronu nieliniowego); n-wymiarowe wejscie (X1, X2, ..., Xp),
wektor wag (w1, wa, ..., wp):

Y = wiX1 + wWoxp + ... + WpXp.

@ Funkcja wyjsciowa jest réwnaniem hiperpowierzchni w
(n+1)-wymiarowej przestrzeni.

o Problem uczenia asocjatora liniowego - odwzorowac wyjscie dla
wektoréw zbioru treningowego (czarne punkty).

@ Nalezy zminimalizowa¢ btad (odlegtos¢ zbioru od hiperpowierzchni) -
algorytm propagacji wstecznej.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

X

X2

Learning problem for a linear associator

Marcin Buchowiecki ()

Sieci Neuronowe January 7, 2013
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

o Rozwazmy zbiér treningowy T = {(x!,a1), ..., (X, am)}; wejsciami sa
n-wymiarowe wektory x!, ...,x™, a wyjéciami liczby rzeczywiste
ail, ...y @m-

@ Nalezy znalez¢ wektor w minimalizujacy btad kwadratowy:

2 2
1 n n
E= 5 (al —;W,'X}) +.o.+ <am—;w,-x,-’")
1= 1=

x{ - i-ta sktadowa wektora x/.

o Sktadowe gradientu

55 <al ZW, > - = (am—ZW,-x,-m> xj’"
j ;

j=12,...,n
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

@ Rozwiazanie - analityczne (VE = 0) lub iteracyjne metoda
gradientowa.

@ Funkcja btedu jest kwadratowa - minimum globalne mozna znalezé
zaczynajac od dowolnie wybranych wag i uzywajac w kazdym kroku
poprawki Aw; = —y0E /Ow;

@ B-diagram asocjatora liniowego (uzyto wektora x*):
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

1 n
- @ —Zwix! F— E

i=1

*(GI*:EW;W! )

i=1

Backpropagation network for the linear associator
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

@ Problem znalezienia optymalnych wag dla danego zbioru treningowego
dla asocjatora liniowego w statystyce - wielokrotna regresja liniowa.

@ Szukamy wag takich, ze wartosci y mozna obliczyé z x z btedem ¢;
y=wy+ wlx{ + szé' + ...+ W,,x,’;.

o Nalezy zminimalizowa¢ btad kwadratowy >°7_; €2 - metoda
algebraiczna.

@ X - macierz m x (n+1)

1 1

1 x12 xg

X — 1 xi Xi
m m

1 X X{
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja liniowa

ai wo €1
ar wi €2
a= ., W= , €=
am Wh Em
[*]
a=Xw-+¢

o Minimalizujemy [|e]|> = (a — Xw) T (a — Xw) = w = (X7 X)"1XTa.
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe

@ Sigmoid jako funkcja aktywacji zmienia funkcje na wyjsciu sieci.
o Przyktady ciagtego wyjscia matych sieci jednostek sigmoidalnych:

Output of networks for the computation of XOR (left) and NAND (right)
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe

A three-layered network for the computation of XOR
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe

@ Znacznie bardziej skomplikowane funkcje moga by¢ obliczane przez
dos¢ proste sieci; na rysunku przyktady dla sieci z 3 i 4 ukrytymi
neuronami:

Network functions of networks with one hidden layer
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Sieci neuronowe i statystyka - neurony nieliniowe

o Niewielkie zmiany parametréw sieci - duza zmienno$¢ ksztattu funkgji
na wyjsciu.

@ Hipoteza - kazda funckcja ciggta moze by¢ przyblizona.

@ Liczba pofatdowan wykresu funkeji zalezy od liczby ukrytych
neuronéw; podobnie wielomiany - stopieh wyznacza liczbe stopni
swobody.
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Sieci neuronowe i statystyka - regresja logistyczna

Regresja logistyczna - typ regresji nielinowej pozwala obliczy¢

prawdopodobniehstwo zdarzenia gdy wyjsciowo dana jest funkcja

Boola; stosowana w biologii i ekonomii.

o Jezeli T jest zbiorem treningowym, szukamy n-wymiarowego wektora
w minimalizujacego btad (s - sigmoid):

E= Z(a,- — s(w - x))?
i=1

@ Algorytm propagacji wstecznej rozwigzuje ten problem.
@ Przyblizenie mozna znalez¢ gdwracajac sigmoid:
E' = Z(sfl(a;) —w-x')?
i=1
@ Asocjator liniowy musi przyblizy¢ wyjscia (transformacja logit - In
stosunku liczby sukceséw do po<aiek)

al=s1(a;)=1In

2 ) i=1,2,....m.
1— a;

o Podejscie to upraszcza problem kosztem dodatkowego btedu
(tradycyjna propagacja wsteczna jest doktadniejsza; transformacja

logit modvfikuje wagi).
Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 262 / 399




Sieci neuronowe i statystyka - btad przewidywania

o Najwazniejsza kwestia w przyblizaniu funkcji to btad przewidywania
(uogdlnienia) nowych wartosci prezentowanych sieci.

@ Regresja liniowa - intensywnie studiowana, istnieja wzory na btad i
Jego wariancje.

@ Regresja nieliniowa - uzyskanie wzoréw bardzo trudne lub niemozliwe.

@ Za spodziewany btad uogélnienia mozna by przyjaé pierwiastek
$redniego btedu uczenia (N danych punktéw, E - catkowity btad
kwadratowy po zbiorze treningowym):

E=\E/N.

o Tak obliczony btad jest jednak mniejszy niz prawdziwy - sie¢ zostata
dostosowana wtasnie do tych elementéw.
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Sieci neuronowe i statystyka - btad przewidywania

e Metoda bootstrap - Efron, 1979; kluczowa obserwacja - jezeli dane
moga stuzy¢ do znalezienia linii regresji, to zawieraja tez informacje o
przysztych wejsciach sieci.

o Gdyby dostepne byty nowe dane mozna by obliczy¢ z nich btad
uogdlnienia.

e Symuluje sie powyzsza sytuacje tworzac rézne zbiory treningowe z
istniejacych danych przez prébkowanie losowe.

@ Zbiér danych X = {x1,x2, ..., Xn}, 0 - wielkoge statystyczna obliczona
z tych danych (jest to estymator prawdziwe] wartosci 6 po catym
zbiorze).

o Problem: obliczenie odchylenia standardowego 6.

@ Dane pochodza z nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa, ktéry
przyblizamy prébkujac losowo ze zbioru X ze zwracaniem.

o Tak wygenerowane nowe zbiory danych X* daja nowe wartosci §*.

@ Odchylenie standardowe 6 jest przyblizane odchyleniem standardowym
0.
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Sieci neuronowe i statystyka - btad przewidywania

Distribution of data in input space

@ Obszar 2 bedzie reprezentowany dwa razy czesciej w generowanych
prébkach niz 1 - zatem prébkowanie zachodzi z pewnego przyblizenia
doktadnego rozktadu (zatozenie: rozktad danych jest wystarczajaco
dobrym przyblizeniem doktadnego rozktadu prawdopodobienstwa).
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Sieci neuronowe i statystyka - btad przewidywania

@ Przy dobrym przyblizeniu rozktadu mozna obliczy¢ odchylenia
standardowe wartosci funkcji okreslonych na zbiorze danych.
e Bootstrap algorytm:
o Wybierz N niezaleznych prébek x*1,x*2, ..., x*N (kazda po n wartosci
wybranych z zamiang ze zbioru X)
e Oblicz zadang wielko$¢ statystyczna S odpowiadajaca kazdej z prébek

0*(b) = S(x**), b=1,2,...,N.

o Oblicz odchylenie standardowe na podstawie tych N prébek

N 1/2
o = (z[éw) e 1>) |
b=1

gdzie § = Y"1, % (b)/N.
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Sieci neuronowe i statystyka - btad przewidywania

@ Zwykle uczenie sieci neuronowej jest niedeterministyczne - metoda
gradientowa prowadzi do jednego z wielu obecnych miniméw.

@ Uczenie na réznych zbiorach danych da¢ catkowicie r6zne wagi a wiec
i r6zne oszacowania $redniego kwadratowego odchylenia.

o Jezeli chcemy analizowa¢ ogdlna sytuacje to jest to prawidtowe bo w
ogélnosci nie wiadomo, ktére lokalne minimum zostanie osiagniete z
danego zbioru treningowego.

o Jezeli jednak interesuje nas konkretne minimum uczenie musi
zapewni¢ zbieznos¢ do podobnego minimum funkcji btedu (ksztatt
funkgji btedu zalezy od zbioru treningowego).
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Sieci neuronowe i statystyka - btad przewidywania

o Metoda jackknife - moze by¢ uwazana za poprzednika metody
bootstrap; z oryginalnych danych (n) generujemy nowe prébki przez
odrzucanie jednego punktu.

@ Z pozostatych n — 1 obliczamy wielko$¢ statystyczng a rezultatem
koficowym jest $rednia po n réznych zbiorach danych.

@ Na rysunku - poréwnanie w przypadku 3 punktéw dla sredniego
potozenia; w metodzie bootstrap 10 mozliwych zbioréw (kétka z
prawdopodobiefstwmi); w metodzie jackknife - 3 r6zne zbiory (elipsy);
srednie z obydwu metod w tym prostym przypadku pokrywaja sie.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 268 / 399



Sieci neuronowe i statystyka -

1/10

jackknife sets

bootstrap
centroids

o o
1/10 1/10
data points (black)

Comparison of the bootstrap and jackknife sampling points for n = 3
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Sieci neuronowe i statystyka - btad przewidywania

o d-jackknife - odrzucamy nie jeden ale d punktéw.

@ Wartosci srednie i odchylenia standardowe obliczamy jak w metodzie
bootstrap.

e Metoda krzyzowego potwierdzenia (cross-validation) - ze zbioru
treningowego rezerwuje sie 5 — 10% par wejscie-wyjscie, ktérych nie
uzywa sie do uczenia sieci; wytrenowana sieé jest testowana tym
zerezerwowanym zbiorem a $redni btad uzyskany z tych par jest
oszacowaniem doktadnej wartosci btedu.

e Oszacowanie jest dobre jezeli zaréwno zbiér treningowy jak i testowy
dobrze oddaja rzeczywisty rozktad prawdopodobienstwa.

o k-krotne krzyzowe potwierdzenie - metoda ulepszona; dzielimy
zbiér danych na k przypadkowe podzbiory tej samej wielkosci i uczymy
sie¢ k-krotnie za kazdym razem pomijajac jeden z podzbioréw a
nastepnie testuje sie na nim btad (ponownie $rednia tych k wielkosci
jest oszacowaniem $redniego btedu).

@ Metody te s3 czasochtonne - sie¢ uczymy wielokrotnie; problem nadaje
sie do obliczen réwnolegtych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

@ Sieci wielowarstwowe - popularne narzedzie w robotyce, rozpoznawaniu
mowy lub wzorcéw, kodowaniu.

@ Pewne zagadnienia s3 rozwijane dzieki teorii a inne dzieki duzej ilosci
danych (ale nie ma rozwinietej teorii).

@ Sieci neuronowe moga rozpoznac zaleznosci statystyczne oraz
dostosowywac sie do zmiennych warunkéw.

@ Statystyczne wtasnosci sieci znalazty zastosowanie w sieciach
klasyfikujacych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

o W wielu zastosowaniach wejscie musi by¢ zaklasyfikowane do jednej z
k klas - problemy takie rozwigzuja sieci klasyfikujace o k neuronach
wyjsciowych.

@ Gdy na wejsciu podawany jest wektor x wyjscie skojarzone z

prawidtows jego klasyfikacja musi da¢ wartos¢ 1 a wszystkie pozostate
0.

@ Jednym z zastosowan s3 systemy syntezy mowy - przekszatcajg
znaki do foneméw przez zastosowanie regut transforamc;ji
lingwistycznych (jest wiele takich regut i zwiazkéw miedzy nimi;
nietrywialne).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

@ Sejnowski i Resenberg (1980) opracowali sie¢ z propagacja wsteczna
dajaca dobra jakos¢ mowy bez jawnego zastosowania transformacji
lingwistycznych (NETtalk).

e System skanuje tekst uzywajac 7 znakowego przesuwanego okienka.

o Kazdy znak jest kodowany jako jedna z 29 liter (7 x 29 = 203 wejscia;
jedno z wejs¢ = 1, pozostate 0).

o Na wyjsciu otrzymuje sie fonem dla srodkowego znaku (po 3 znaki po
lewej i prawej tworzg kontekst dla znaku).

e Siec jest podtaczona do elektronicznego syntezatora mowy o 26
fonemach (pézniejsze wersje - wiecej).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

phonemes
® - ¢ @ 26 output units
@ @ - (] @ © 80 hidden units
: 7 groups of
O o O O O O © © 29 input sites
h e 1 1 o _ w

The NETtalk architecture
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

e Sie¢ NETtalk posiada okoto 1800 wag.

@ Sie¢ powinna wyekstrahowa¢ statystyczne regularnosci dzieki uczeniu
sie.

@ Zbiér treningowy - setki stéw z transkrypcja fonetyczna.

@ Po zakonczeniu nauki nieznany tekst jest skanowany i jednostka z o
maksymalnym wyjsciu jest wybierana (na wyjsciu nie bedzie doktadnie
wartosci 0 lub 1; wybieramy ta o najwieszej wartoesci).

@ Generowana mowa jest jakosci poréwnywalnej do znacznie bardziej
skomplikowanych systeméw opartych na regutach.

e W poczatkowych fazach nauki sie¢ popetniata takie same btedy jak
dzieci uczace sie méwic.

@ Zmiana (= uszkodzenie) niektérych wag powodowata specyficzne
problemy z mowa.

@ Analizujac wyjscia ukrytych jednostek autorzy stwierdzili, ze sie¢
nauczyta niektérych ze znanych regut lingwistycznych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace -

prawdopodobienstwa

e Wartosci na wyjsciu (€ [0,1]) - interpretacja jako
prawdopodobienstwa.

@ Sie¢ uczymy wartosciami binarnymi - jak uczy sie prawdopodobiefstw?
Fakt ten mozna udowodni¢:

2
Error = (1 — y(v)) Fo- 1-
if input in clz);ss A 1=Pv) (1 =y(v)
Error = y(v)2 o)
if input not in class A
Fy= (0 -p») y»)
& (®)
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace -

prawdopodobienstwa

@ Punkty w przestrzeni wejs¢ - klasyfikacja jako nalezace do zbioru A lub
jego dopetnienia - wystarczy rozwazy¢ jedng klase.

@ Ogdlnie - liczba wyjs¢ = liczba klas; na wyjsciu ma pojawic sie 1, jezeli
wejscie nalezy do odpowieniej klasy.

o Btad catkowity - suma btedéw dla kazdej klasy, ktére mozna
minimalizowa¢ indywidualnie.

Twierdzednie. Sie¢ neuronowa klasyfikujgca doskonale wytrenowana i o
wystarczajacej elastycznosci moze nauczy¢ sie prawdopodobienstw zbioru
danych empirycznych.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace -

prawdopodobienstwa

Dowéd.

@ Podzielmy przestrzen wej$¢ na réznicznkowe objetosci dv o srodku w
n-wymiarowym punkcie v.

o Na wyjsciu przypisanym klasie A sie¢ oblicza wartos¢ y(v) € [0, 1]
(powinno by¢ 1 zatem btad to 1 — y(v)).

e p(v) - prawdopodobienstwo, ze v € V(v) nalezy do A.

o Wartos¢ oczekiwana kwadratu btedu:

Ea= Y {p(v)(L = y(v))*+ (1 = p(v))y(v)’}dv,
14

suma przebiega po wszystkich objetosciach rézniczkowych.

e Zaktadajac, ze wartosci y(v) moga by¢ obliczane indywidualnie -
mozna minimalizowa¢ btedy dla kazdego v niezaleznie.

@ Rézniczkujac po y(v):

—2p(v)(1 = y(v)) +2(1 — p(v))y(v) = 0 = p(v) = y(v).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace -

prawdopodobienstwa

o Wartos¢ oczekiwana btedu to
p(V)(1 — p(V))2 + (1 — p(V))p(v)? = p(v)(1 — p(v)) a Ea staje sie
wariancja dla klasy A.
@ Doskonate wytrenowanie i elastycznos¢ sg istotne aby dobrze
przyblizy¢ rozktad prawdopodobienstwa rézniczkowymi objetosciami.
o Czes¢ (b) rysunku pokazuje jeszcze prostszy dowdd.
e otrzymang funkcje y(v) poddajemy “dziataniu sity” proporcjonalnej do
pochodnej btedu 1 — y(v) i prawdopodobienistwa p(v) oraz drugiej
"sity" proporcjonalnej do y(v) i 1 — p(v).
o sity te s3 w réwnowadze gdy p(v) = y(v) (funkcja ma sie nie zmienia¢
= réwnowaga).
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

e Wizualizacja - 3 klasy (niekoniecznie roztaczne); przynaleznos¢
kazdego wektora wejsciowego do danej klasy jest dana jako

prawdopodobienstwo.
L&
Cawr

Probability distribution of several classes in feature space

feature space
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

o Przyktad - n-wymiarowe wektory o wartosciach przypisanych n
mozliwym symptomom choréb, ktére z kolei sg reprezentowane przez
klasy.

@ Roztacznos¢ klas mozna uzyskac tylko dodajac wiecej informacji
(symptoméw).

@ Istniejace banki danych - zbiér treningowy i mozliwos¢ obliczenia
btedéw klasyfikacji.

@ Sie¢ moze obliczyé wstepng diagnoze a lekarz decyduje czy bra¢ to
pod uwage.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

@ Rozpoznawanie mowy - problem odwrotny: majac sekwencje
sygnatéw akustycznych nalezy przeksztatci¢ je w tekst.

@ Jest to zadanie znacznie trudniejsze niz synteza mowy (rozpoznawanie
petni decydujaca role).

@ Niezwykta czutos¢ na kontekst - niektérych foneméw moze nie by¢ w
mowie i nie sprawia to réznicy; ludzie bez problemu oddzielajg szum
tta a podczas rozpoznawania mowy jest to duzy problem.

@ Mozna przypuszczaé zatem, ze reguty deterministyczne beda
znacznie gorsze niz system statystyczny.

@ Pierwsze eksperymenty w zakresie rozpoznawania mowy - lata 50-te;
w latach 60-tych istniaty systemy rozpoznajace gtoski wymawiane
przez réznych ludzi.

@ Do dzis nie wszystkie oczekiwania zostaty w petni spetnione.

@ Istnieja komercyjne systemy - zwykle z ograniczonym stownictwem i
jakos zalezne od méwcy.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

@ Docelowo: rozpoznawanie bez sztucznych pauz oraz zrozumienie
kazdego bez kontekstu rozmowy czy monologu.

@ Wiedza o procesie rozpoznawania mowy jest ciggle ograniczona.

@ Dominuje podejscie pragmatyczne - taczenie najlepszych cech sieci
neuronowych z tradycyjnymi algorytmami (lub innymi pojeSciami
statystycznymi); stad nazwa hybrydowe systemy rozpoznawania
mowy.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

o Wyodrebnianie cech

e pierwszy problem - znalezienie odpowiedniej reprezentacji mowy

e aby rozpoznanie byto dobre - odpowiednio geste probkowanie ale tez
dobrze mie¢ umiarkowang liczbe punktéw zachowujac wystarczajaca
ilos¢ informacji

e podczas powstawania gtosu - sygnat wytwarzany przez struny gtosowe -
rezonans powoduje wzmocnienie pewnych czestotliwosci oraz
wygaszenie innych

e nalezy wykry¢ odpowiednie czestotliwosci
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

e Formanty - maksima w widmie.

o Kazdy fonem ma charakterystyczna sygnature formantéw.

@ Analiza spektralna mowy - wiele metod; niektére o podstawach
psychofizycznych (oparte na fizjologii styszenia); inne pochodza z
inzynierii; jedna z najprostszych i najpotezniejszych jest analiza
fourierowska krétkich odcinkéw czasowych.

frequency

time

Temporal variation of the spectrum of the speech signal
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

@ Analiza Fouriera = struktura okresowa zbioru danych.

okienko o dtugosci n (ilos¢ prébek np. 10 milisekund)

transformata daje n amplitud

okienko przesuwamy do n nastepnych danych itd.

z tej informacji algorytm powinien odtworzy¢ prawidtowa sekwencje
fonemow.

o Najciekawsza jest analiza w czasie rzeczywistym - wazna redukcja
liczby operacji.
o transformata Fouriera (dyskretna, mnozenie macierz-wektor) ok. O(n?)
mnozen
o szybka transformata Fouriera- FFT = fast Fourier transform -
polega na odpowiednim uporzadkowaniu.
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

o Cze$¢ rzeczywista elementéw macierzy transformacji Re(F,)
@ Po prawej - parzyste kolumny po lewej a nieparzyste po prawej
o 4 macierze n/2 x n/2 (F, )
o istnieje relacja pomiedzy F, i F,/»
e n musi by¢ potega 2

The Fourier matrix and the permuted Fourier matrix
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

e Trening klasyfikatora - cel - obliczenie prawdopodobienstwa, ze
fonem odpowiada danemu spektrum.

sygnat dzielimy na 10ms odcinki

obliczamy spektrum i kwantujemy (18 wspétczynnikéw)

trenujemy sie¢ w rozpoznawaniu foneméw

uzywamy 6 poprzednich i 6 kolejnych odcinkéw (kontekst) = wymiar

wektora wejsCiowego 18(6 + 1+ 6) = 234

e rozwazajac 61 foneméw otrzymujemy nastepujaca siec:
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Sieci neuronowe i statystyka - sieci klasyfikujace

phoneme 1

phoneme 2

phoneme 61

X234

Classification network for 61 phonemes

Sie¢ uczymy znanymi zestawami danych - istnieja odpowiednie bazy

danych.
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Sieci neuronowe i statystyka - analiza szeregéw czasowych

e Wazna kwestig jest rozwijanie dobrych technik przewidywania dla
szeregéw czasowych w ekonomii i statystyce.

@ Zmienna stochastyczna X daje sekwencje danych x1, x2, ..., x;, ktéra
mozna uzy¢ do przewidzenia wartosci w czasie t + 1.

o Zwykle modele liniowe relacji pomiedzy kolejnymi wartosciami byty
preferowane ze wzgledu na zgromadzone doswiadczenie i literature.

@ Sie¢ neuronowa trenujemy dostepnymi danymi i testujemy na nowych
wartosciach.

o Mozna uzy¢ xq,x2, ..., Xg to przewidzenia xg i dalej otrzymujemy n — 8
prébek treningowych z serii n danych.
@ Na tych danych sie¢ uczy sie przewidywaé x; na podstawie

Xt—8y -y Xp—1-
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Sieci neuronowe i statystyka - analiza szeregéw czasowych

forecast

Time series and a training window
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Sieci neuronowe i statystyka - analiza szeregéw czasowych

@ Technika ta odpowiada modelom autoregresywnym znanym w
statystyce.
@ Stosujemy przyblizenie (jest to model liniowy)

X¢ = g+ a1X¢—1 + QXp_2 + ... + QpXe—p + Zy,

a1, ..., 0p - state; Z; - zmienna losowa.
@ Mozna zrobi¢ wiecej niz jeden krok w przysztos¢

Xt4q = Q0 + (/BOXt + ...+ Bq—lXH—q—l) + (@1Xt—1 + ...+ apxt—p)-

@ Mozliwe modele nieliniowe, ogdlnie stosuje sie rézne testy
statystyczne i techniki obrébki wstepnej przed wyborem najlepszej
metody.

@ Szeregi czasowe w ekonomii odpowiadaja sytemom z ogromng liczna
stopni swobody - nalezy ograniczny¢ znaczaco wymiar problemu.

o (Czesto nie mozna oprze¢ prognozy na samym szeregu Czasowym.
e Trzeba wzigs¢ pod uwage stope inflacji, sytuacje miedzynarodows.
e Proste modele zawodzg; najlepiej sprawdzaja sie modele

ekonometryczne pewnej iloéci zmiennych z zalezno$ciami funkcyjnymi
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Sieci neuronowe i statystyka - historia

@ Przyblizanie funkcji z uzyciem sieci neuronowych - potrzebna uwaga i
wiedza z dziedziny
e znane przyktady btedéw spowodowanych ztym uzyciem sieci
neuronowych

e Efron - metoda bootstrap (modeluje nieznany rozktad
prawdopodobienstwa przez ponowne prébkowanie zbioru danych).

@ Tukey - studiowat metode jackknife i nadat jej nazwe.

o NETtalk - pierwszy przyktad osiggniecia przez system statystyczny
doskonatych wynikéw metod opartych na regutach znacznie tatwiej
oraz mniejszg ilodcig zatozen.

o uszkadzajac sie¢ modelowano np. dysleksje - "neuropsychologia” sieci.

@ Neurogammon - program gra na poziomie mistrzowskim, pierwszy
system uczacy sie, ktéry wygrat turniej komputerdw.

e pokonat systemy oparte na regutach zaprojektowane z duzym
naktadem pracy
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Sieci neuronowe i statystyka - historia

@ Wielu badaczy marzyto o przwewidywaniu rynkéw finansowych.
o niektore banki - projekty aby poréwna¢ metody - wyniki
niejednoznaczne (byty to eksperymenty off-line)
e podjecie wysokiego ryzyka czasem moze da¢ zaskakujaco dobre
rezultaty - realnie taka sytuacja byta by zabroniona
o gdyby kazdy miat dobrag metode - ustalita by sie nowa réwnowaga
e systemy prébujace przewidzie¢ bankructwa
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Logika rozmyta

o Wyjscie sieci z propagacja wsteczng - wartosci nie tylko 0 lub 1.

@ Interpretacja takiego wyjscia - metody logiki rozmyte;j.

o Uogdlnienie logiki klasycznej - Lofti Zadeh (lata 60-te); modelowanie
probleméw o nieprecyzyjnych danych lub nieprecyzyjnych regutach.

o W logice rozmytej wartos¢ logiczna zdania jest kontinuum wartosci
prawda.

o Przyktadowo: zdanie A moze mie¢ wartos¢ prawda 0.4, a A¢ - 0.5
(0.4+0.5#1!).

@ Istnieje zwigzek miedzy logika rozmyta a teorig prawdopodobiernstwa
(nie jest konieczne takie usprawiedliwianie jej).

@ Zwyczajowe podejscie - uogdlnienie logiki zachowujace czes¢ struktury
algebraicznej.
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Logika rozmyta

@ Teoria zbioréw rozmytych odpowiada logice rozmytej a semantyke
operatoréw rozmytych mozna przedstawié graficznie.

@ Interpretacja geometryczna logiki rozmytej pozwala potaczy¢ ja z
teorig sieci neuronowych.

o Logika rozmyta moze by¢ modelem interpretacji dla wtasnosci sieci
neuronowych.

e Operatory rozmyte - uogélnione funkcje wyjsciowe neuronéw.

o Czasem pozwalajg na pominiecie uczenia - czasem prosciej jest podac
prosty zbiér regut dla danego uktadu niz uczyé sie¢ (przyktad:
zagadnienie parkowania samochodu).

o Logika rozmyta jest uzywana w wielu produktach komercyjnych:
przemyst i elektronika uzytkowa w zastosowaniach gdzie potrzebny jest
dobry ale nie koniecznie optymalny system kontroli.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 296 / 399



Logika rozmyta - zbiory rozmyte

@ Niech X = {x1, %2, ..., xn}. Podzbiér A= {x1} C X moze by¢
wektorem przynaleznosci

@ Analogicznie mozna opisa¢ dowolny zbidr klasyczny.

o Jezeli przyja¢, ze sktadowe Z nie muszg mie¢ wartosci binarnych, to
przktadowy zbiér rozmyty C ma opis wektorowy

Z(C) = (0.5,0, ..., 0).

@ Mozna powiedzie¢, ze element x; tylko czeSciowo nalezy do zbioru C
(stopien przynaleznosci to 0.5 € [0, 1]).

@ Jest to analogiczne do stwierdzienia typu “osoba x; jest dorosta” - nie
ma absolutnego progu, stawanie sie dorostym jest procesem ciggtym.

@ Przynaleznosé osoby do zbioru oséb dorostych wzrasta od 0 do 1.
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Logika rozmyta - zbiory rozmyte

young mature

. ——— e

degree of
membership

0.2 p--mmmm —

age

Membership functions for the concepts young, mature and old
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Logika rozmyta - zbiory rozmyte

@ Inne przyktady stwierdzen rozmytych stary-mtody, szybki-wolny.

e W niektdrych zastosowaniach (systemy ekspertowe) potrzebne sa
formalne metody radzenia sobie z tego typu zdaniami tak, aby
komputer oparty na logice Boolowskiej mégt je przetwarzaé.

@ Definicja. Niech X bedzie klasycznym zbiorem. Funkcje rzeczywista
pa s X — [0,1] nazywamy funkcja przynaleznosci A i definiuje zbiér
rozmyty A oparty o zbiér X. Jest on zbiorem par (x, na(x)), gdzie
x € X.

@ Funkcja przynaleznosci catkowicie okresla zbiér rozmyty.

o Powyzsza definicja obejmuje tez przypadek gdy X nie jest skonczony.

@ Zbiorem podparcia zbioru rozmytego A jest zbiér wszystkich
elementéw x € X dla ktérych (x, na(x)) € A oraz pa(x) > 0.

@ Zbiér rozmyty A o skonczonym zbiorze podparcia {ai, a2, ..., am}
mozna opisa¢ symbolicznie

A=pi/a1 + pa/az + ... + um/am, i = palai), i =1,2,...,m.

e Uwaga - “/" i “+" maja znaczenie symboliczne.
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Logika rozmyta - dziatania na zbiorach rozmytych

o X = {xi,x2,x3}. Sume A= {x1,x} i B = {x2, x3} tworzy sie biorac
maksimum przynaleznosci kazdego z elementéw obu zbioréw
A= 1/X1 =+ 1/X2 +0/X3
B = 0/X1 + 1/X2 + 1/X3
AUB = 1/X1 + 1/X2 + 1/X3
@ Dla zbioréw rozmytych podobnie
C = 0.5/X1 + 0.6/X2 + 0.3/X3
D= 0.7/X1 + 0.2/X2 =+ 0.8/X3
CUD=0.7/x1 +0.6/x2 +0.8/x3
@ Przekrdj zbioréw - minimum funkcji przynaleznosci.

@ Istnieja alternatywne definicje dziatan na zbiorach.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 300 / 399



Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

e Reprezentacja graficzna zbioréw rozmytych (w tym klasycznych) -
kazda wspétrzedna odpowiada funkgji przynaleznosci jednego z

elementéw.
[x,) =(0,1) X=(L1)
Y
0,5 i °
M
03 —————— °
|
|
|
@ = (0,0) 05 () =(1,0)
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

M= 0.5/X1 + 0.3/X2

e Naturalne jest uwazanie zbioru Y = 0.5/x; + 0.5/x> za najbardziej
rozmyty.

@ Rozmycie mozna mierzy¢ entropia zbioru, ktéra geometrycznie zalezy

od odwrotnosci odlegtosci punktu reprezentujgcego zbiér od srodka

kwadratu jednostkowego.

e Wierzchotki maja entropie zero.
@ Ta entropia nie ma zwigzku z fizyczna - uzywa sie tez nazwy indeks
rozmytosci.
o Formalnie:
E(M) = d— € [o,1],

di - odlegtosé¢ od najblizszego W|erzcho’fka, d> - odlegtosc¢ od
najdalszego wierzchotka.
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych
{xo} =(0,1) X=(L1)
d2
M
13 ———===
I
d |
1 I
@ =(0,0) '1,2 {x =10

Distance of the set M to the universal and to the void set
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

@ Mozna graficznie zinterpretowac sume i przekrdj.

pau(x) = max(pa(x), ps(x))

pang(x) = min(ua(x), us(x))
(x5} = (0.1)

| i

| |

4! |
___+_____I;_AYI_’)__

| |

| |

| |

| |
___;____4 _____

ANB| | B
| |
@ = (0,0 | I

vXEX

vXEX

X=(1,1)

{x 1} =(1.0)
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

o AC - uzupetnienie zbioru A do X:
fac(x) =1 — pa(x) Vxex

{x,} =1(0.1) X=(11

@ = (0,0) {x,} =(1,0)
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

@ W odréznieniu od teorii klasycznej
AUAC £ X

ANAC £ @
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

e Definicja. Niech A bedzie podzbiorem zbioru X. Kardynalnoscia |A]
zbioru A jest suma wartosci funkgji cztonkostwa wszystkich elementéw
zbioru X wzgledem zbioru A

A= alx).

xeX

o Definicja ta opisuje odlegtosé w metryce Manhattan.

@ Rysunek pokazuje jak zdefiniowa¢ entropie z uzyciem kardynalnosci
zbioréw AU AC i AN AC.
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

{x5} =(0.,1) X =(1,1)
d | | .
_____ A AuA
| |
| |
| |
| |
|
d,/ |
| %2
'AmAC |
_____ ___.lb_c_ —
4 : |A
@ =(0,0) {x}=(10)
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Logika rozmyta - interpretacja geometryczna zbioréw

rozmytych

Definicja. Liczbe rzeczywista

AN AS|

nazywamy entropia zbioru rozmytego A.

Entropia zbioru klasycznego jest zawsze zerowa, gdyz AN AC = &.
E(A) € [0,1].

Czasem entropie definiuje sie geometrycznie i powyzsza definicje
wyprowadza jako twierdzenie o rozmytej entropii.
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Logika rozmyta - operatory logiczne

@ Istnieje izomorfizm pomiedzy teorig zbioréw a logika klasyczna.
@ Operacje na zbiorach U, N'i C odpowiadaja operatorom logicznym V,
Al
@ Majac dwa zbiory klasyczne A i B o funkcjach cztonkostwa
pa, g : X — {0,1}, odpowiednia funkcja dla sumy to
praug(x) = pa(x) V pp(x)  Veex,
gdzie 0 interpretujemy jako wartos¢ logiczng fatsz a 1 jako prawda.
@ Podobnie przeciecie i dopetnienie

pang(x) = na(x) A pp(x)  Viex,

MAC(X) = _‘;UJA(X) Vxex-
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Logika rozmyta - operatory logiczne

@ lzomorfizm powoduje przenoszenie sie relacji takich jak prawa de
Morgana

(AUB)¢ =A“NB¢ —(AvB)=-AA-B

(ANB)* =A“UB® —(AAB)=-AV-B.
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Logika rozmyta - operatory logiczne

@ Rozmyty operator lub (V) identyfikujemy z funkcja maksimum,
operator i (A) z funkcjg minimum a negacje (=) z funkcjg x — 1 — x:

pauB(x) = pa(x)Vug(x)  Viex,

1ang(x) = pa(x)Aus(x)  Vxex,
pac(x) = “palx) Viex.
e Operatory rozmyte maja pewne wtasnosci znane z logiki klasyczne;j
(np. funkcje min i max sa przemienne i taczne).

@ Inne reguty s3 ztamane; jezeli zdanie A ma warto$¢ prawda réwna 0.4,
to
AASA = min(0.4,1 — 0.4) # 0,

AVSA = max(0.4,1 — 0.4) # 1.
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Logika rozmyta - operatory logiczne

@ Podane definicje operatoréw rozmytych nie s3 jedynymi mozliwosciami
- mozna zdefiniowa¢ rodziny operatoréw.
e Definicja aksjomatyczna - wymusza pozadane wtasnosci.
@ Operator rozmyte OR:
© Warunki brzegowe:

o0v0=0
1Wo=1
ov1=1
Wi=1

@ Przemiennoéé: aVb = bVa
© Monotonicznoéé: a< a' i b< b = aVb < a'Vb'
@ tacznosc: aV(bVce) = (aVb)Ve
@ Maksimum spetnia te warunki ale tez tzw. ograniczona suma

B(a, b) = min(1,a + b)

e Funkgcja ta nie jest idempotentna tzn. B(a, a) # a, mozna wykluczyé
takie operatory dodatkowym aksjomatem:
o ldempotentnoéé: aVa = a
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Logika rozmyta - operatory logiczne

@ Whniosek. Logika rozmyta jest rodzina teorii.
@ Rozmyte AND:

o Przemienno$¢, monotonicznos¢, tacznosé
e Warunki brzegowe:

0A0=0
1A0=0
0A1=0
1A1=1

e Mozna dotaczy¢ idempotentno$¢.
e Rozmyta negacja (NOT):
e Warunki brzegowe:
21=0
s0=1
o Monotonicznosé: a < b = =b < Sa
o Inwolucja: =5a = a
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Logika rozmyta - operatory logiczne

@ max I min - mozliwe OR i AND:

min(x,y)

@ mozna ich uzy¢ jako funkcji aktywacji neuronéw - mozliwa
interpretacja logiczna wyjscia sieci
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Ograniczona suma i ograniczona réznica - OR i AND bez warunku
idempotencji:
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Logika rozmyta - operatory logiczne

Mozna definiowaé rodziny parametryczne operatoréw rozmytych np.
operatory OR Yagera

Yola,b) = min(1, (22 + 6)"?), p=1, abe ol

p = 2 - przyblizenie sumy ograniczonej, p > 1 - przyblizenie max

Yager union operator (p=2)

Y ager union operator (p=5)

o ——
e
e e

== =7

Two variants of the Yager union operator
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Logika rozmyta - operatory logiczne

e Operatory Yagera - nie s3 idempotentne - linia taczaca punkty (0,0) i
(1,1) musi naleze¢ do wykresu.
@ Mozna pokaza¢, ze min i max s3 jedynymi funkcjami spetniajacymi
wszystkie 5 aksjomatéw dla OR i AND.
@ Witasnosci wykreséw wynikaja z aksjomatéw:
e warunki brzegowe - wyznaczaja 4 punkty wykresu
e przemienno$¢ - symetria wzgledem ptaszczyzny diagonalnej i normalnej
do p. xy
e monotoniczno$¢ - ptaszczyzna nie zawija sie
e tacznos¢ - trudna do wizualizacji - nie ma rejonéw gdzie funkcja
gwattownie ro$nie.
@ Odwrotnie - jezeli wykres pewnej funkgji spetnie te warunki - funkcja
spetnia aksjomaty i nadaje sie na definicje operatora rozmytego.

@ Symetria - prowadzi do uzytecznych wtasnosci algebraicznych
operatoréw.
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Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

@ Whioskowanie na podstawie operatoréw rozmytych - systemy
ekspertowe.

@ Zasady, ktére mozna przedstawi¢ w sposéb rozmyty - przedstawiamy
regutami przetwarzalnymi przez komputer.

o Reguty wnioskowania rozmytego - struktura taka jak regut
klasycznych:
Ry: Jezeli (AAB) to C
Ry: Jezeli (AVB) to D
o zakfadamy: A, V - min i max

e Dla wartosci prawda(A)=0.4, prawda(B)=0.7:
AAB = min(0.4,0.7) = 0.4
AVB = max(0.4,0.7) = 0.7

o Interpretacja: Ry i Ry moga by¢ zastosowane odpowiednio w 40% i
70%.

e rezultat - odpowiednia kombinacja C i D.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 319 / 399



Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

@ Przyktad - kontroler temperatury reguluje grzejnik elektryczny, mozna
uzy¢ 3 regut:
Ry: Jezeli (temperatura = zimno) to grzej
Ry: Jezeli (temperatura = normalna) to utrzymuj
Rs3: Jezeli (temperatura = ciepto) to zredukuj moc

o Jezeli 12° ma wartosé funkcji cztonkostwa 0.5 w zbiorze temperatur
zimno i 0.3 w zbiorze normalna.

e Kategoria rozmyta - lista wartosci cztonkostwa elementu w stosunku
do uprzednio wybranych zbioréw
12° = T = zimno/0.5 + normalna/0.3 + ciepto/0.0

e Ogdlnie: x = A/ua+ B/ug + Cpuc
Uwaga: zapis ten jest inny niz zapis zbioru rozmytego (NIE:
x = pa/A+pug/B+pc/C).
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Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

e Uzywajac kategorii T, mozna réwnolegle obliczyé reguty Ry, R, Rs3 -
kazda prawdziwa do pewnego stopnia.

e Mamy kombinacje 3 mozliwych konsekwencji - wazonych stopniem ich
prawdziwosci - rozmyte wnioskowanie.

@ Wynikiem romytego wnioskowania jest zatem kategoria rozmyta:

e wnioskujemy: dziatanie = grzej/0.5 + utrzymuj/0.3 + redukuj/0.0

e Systemy wnioskowania rozmytego - obliczaja takie wielkosci:

o nieprecyzyjne dane (kategorie rozmyte) = wniosek (nowa kategoria
rozmyta)

o Systemy ekspertowe - wniosek dalej przetwarzany lub zamieniany na
konwencjonalna warto$¢ logiczna (konieczne w przypadku
elektronicznego kontrolera rozmytego).

o W wielu przypadkach - ztozone problemy kontroli - niewielka ilo$¢
regut.

o doktadne reguty sa bardziej skomplikowane i potrzeba ich wiecej.
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Logika rozmyta - wnioskowanie rozmyte

Dziatanie kontrolera rozmytego:
© Pomiar przeksztatcany jest w kategorie rozmyta uzywajac funkgji
cztonkostwa dla wszystkich zdefiniowanych kategorii.

@ Obliczane s3 wszystkie reguty wnioskowania systemy kontrolujacego -
otrzymujemy wniosek jako kategorie rozmyta.

© Whniosek rozmyty przeksztatcamy w wartos¢ klasyczna.
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Logika rozmyta - liczby rozmyte i odwrotnos¢

o Pytanie 1: Jak przeksztatci¢ pomiar w kategorie rozmyta?
@ Czesto - tréjkatne lub trapezoidalne funkcje cztonkostwa.

category 1 category 2 category 3

h
I
I
I
I
'
|
I
I
X

measurement's domain

Categories with triangular membership functions

measurement's domain

Categories with trapezium-shaped membership functions
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Logika rozmyta - liczby rozmyte i odwrotnos¢

@ a3, ap, ag - wartosci funkgji cztonkostwa definiujace kategorie
rozmyts.
e Pytanie 2: Jak przeksztatci¢ wartosci oy, ap, az w pomiar x?
e metoda oparta na centroidzie - wartosci o wyznaczaja powierzchnie -
sktadnik horyzontalny centroidu catkowitej powierzchni.
o jezeli przynajmniej 2 z 3 wartosci sa niezerowe - metoda ta daje dobrze
przyblizenie.

centroid of the shaded regions

The centroid method
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Logika rozmyta - liczby rozmyte i odwrotnos¢

@ Réznica pomiedzy x i jego przyblizeniem - podstawa trdjkatnych
obszaréw = 2, wysokos¢ = 1; rozmieszczenie jak na poprzednim
rysunku.

e x €[1,2].

e réznica nie przekracza 10%.

o btad zalezy od rozmieszczenia obszaréw; uzycie wag zwigzanych z
rozmieszczeniem moze wptynaé na wyniki.

centroid

1.2 1.4 1.6 1.8 2

Reconstruction error of the centroid method
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Logika rozmyta - kontrola z uzyciem logiki rozmytej

o Kontroler rozmyty - system regulujacy o dziataniu danym regutami
rozmytymi
e W omoéwionym kontrolerze temperatury:
o trzeba okresli¢ zakresy zmiennych uzytych w problemie
o T €1]0,40]
o kontoler zmienia uzywana moc elektryczna w zakresie [0, 100]
jednostek (50 - warto$¢ normalna, stand-by).
@ Na rysunku - funkcje cztonkostwa dla kategorii zimno, normalna,
ciepto temperatury oraz kategorie kontroli redukuj, utrzymuj,
grzej.
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Logika rozmyta - kontrola z uzyciem logiki rozmytej

temperature

cold normal warm

current

reduce R heat
maintain

1

0 50 100

. Membership functions for temperature and electric current categories
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Logika rozmyta - kontrola z uzyciem logiki rozmytej

@ Liczba rozmyta T = 12° przeksztatcana jest we wniosek (kategorie
rozmyta) dziatanie=grzej/0.5 + utrzymuj/0.3 + redukuj/0.0.

@ Metod3 centroidu - dziatanie=70.

| current

redice maintain heat
I
I
50 4 100
centroid = 70

Centroid computation

Mozna sformutowac bardziej skomplikowane reguty o wiecej niz 2
zmiennych.
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Logika rozmyta - sieci rozmyte

@ Systemy rozmyte mozna reprezentowaé sieciami rozmytymi - s3 to
sieci, ktérych jednostki obliczaja operatory rozmyte.
o Operatory rozmyte obliczane przez warstwe ukryta odpowiadaja
zbiorowi regut wnioskowania.
o Ostatnia jednostka przeksztatca uzyskang kategorie rozmyta w
klasyczng zmienna kontrolng - kazdy operator ma przypisana wage «
(mozliwos$¢ uzycia wazonego centroidu).

defuzzifier
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Logika rozmyta - sieci rozmyte

@ Mozna zbudowa¢ skomplikowang sie¢ wielowarstwowa - systemy
rozmyte zwykle nie prowadza do bardzo skomplikowanych sieci.

e nie jest to tez polecane - kazde wnioskowanie rozmyte zmniejsza
doktadnos¢ wyniku.
e Operatoréw rozmytych nie mozna obliczy¢ doktadnie jednostkami
sigmoidalnymi - dobre przyblizenia: ograniczona suma i réznica.

@ Zamiana na wartos¢ klasyczng moze by¢ przyblizona standardowymi
jednostkami.

o jezeli funkcje cztonkostwa s3 tréjkatami - powierzchnia rosnie
kwadratowo z wysokoscia - funkcje kwadratowe w danych przedziatach
moga by¢ przyblizone sigmoidami.

e parametry przyblizenia mozna sa okreslane przez algorytm uczacy.
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Logika rozmyta - aproksymacja funkgji

o Kontroler rozmyty - system do szybkiego obliczania aproksymacji
gruboziarnisto zdefiniowanej powierzchni kontrolne;j.
e x i y - zamieniane s3 w kategorie rozmyte; na rysunku s3 3 co daje 9
punktéw powierzchni.

control parameter

categories for y /
]
/ .

/ categories for x
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Logika rozmyta - aproksymacja funkgji

@ Poszczegélne pary wartosci (x, y) naleza w roznym stopniu do kazdej z
9 kategorii.

e Cieniowanie na rysunku - pokazuje cztonkostwo wejscia w kategorii dla
ktérej zmienna kontrolna przyjmuje warto$¢ zp.

e Wartosci odpowiadajace stabszemu zacieniowaniu - warto$¢ zmiennej
kontronej jest interpolacja sasiednich wartosci.

o Jezeli funkcja kontrolna jest gtadka - kilka punktéw wystarcza do
dobrego przyblizania innych wartosci.

o Niewielka liczba punktéw = niewielka liczba regut wnioskowania.
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Logika rozmyta - oko 0 system rozmyty

@ Oko mozna potraktowaé jak kontroler rozmyty w przypadku widzenia
koloréw.

@ Receptory - tylko dla 3 koloréw o maksymalnym wzbudzeniu dla
niebieskiego, zielonego i czerwonego.

@ Duzo pikseli = potrzebna redukcja liczby typéw detektoréw.

o Swiatto o okreslonej dtugosci - pobudza wszystkie typy receptoréw ale
z innym skutkiem = powstaje kategoria rozmyta (cztonkostwo dane;
dtugosci fali w kategoriach niebieski, zielony i czerwony).

1.2
blue receptor green receptor
! /
0.8
red receptor
0.6

0.4

0.2

400 450 500 550 600 650 700

Response function of the three receptors in the retina
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Logika rozmyta - oko jako system rozmyty

@ Dalsze przetwarzanie - oparte na powstate] kategorii oraz na
dodatkowym kodowaniu (np. poréwnywaniu koloréw
komplementarnych).

o Caty proces powoduje, ze mieszanina koloréw postrzegana jest jako
nowy kolor.

@ Analiza oparta na fizjologii pokazuje, ze 3 typy receptoréw wystarczaja
do dobrego rozrézniania (dyskryminacji) koloréw.

@ Ponownie - 3 receptory = mata ilos¢ regut.
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Logika rozmyta - historia

@ Arystoteles - zastanawiat sie czy wszystkim stwierdzeniom mozna
przypisaé tylko warto$é prawda lub fatsz.

e Jan tukasiewicz (lata 20te XX w.) - pierwszy system logiki
wielowartosciowej; wprowadzit trzecig wartos¢; aksjomatyzacja przez
innych autordw.

@ Od lat 30-tych - Gddel, Brouwer, von Neumann - mozliwos¢
nieskonczonej ilosci wartosci.

o Logika rozmyta - Zadeh 1965 - kontinuum wartosci; termin ten odnosi
sie do catej rodziny wartosci o r6znych definicjach operatoréw
logicznych.

o Lata 70-te - wzrost zainteresowania logika rozmyta i jej zastosowaniem
w systemach ekspertowych; wtedy tez pierwsze proby wykorzystania w
systemach kontroli (Mamdani 1977).
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Logika rozmyta - historia

@ Obecnie - kontrolery rozmyte - w przemysle i elektronice uzytkowej.

@ Istniejg czipy z operatorami rozmytymi zaimplementowanymi
sprzetowo.

@ Rynek wart miliardy dolaréw.

e Operatory rozmyte - mozna wtaczy¢ do zbioru instrukcji normalnych
procesoréw.

e Badania w dziedzinie algorytméw uczenia dla systeméw rozmytych.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 336 / 399



Samo-organizacja

e Sieci samo-organizujace sie - prawidtowa odpowiedz nie jest znana,
nie ma zatem ilosciowej miary btedu.

@ Stosujac odpowiedni proces uczenia prowadzi do wyznaczenia dobrze
zdefiniowanych parametréw sieci.

@ Poznalismy juz system samoorganizujacy sie - sie¢ identyfikujaca
klastry wektoréw.

@ Dane wejsciowe powoduja adaptacje parametréw - jezeli odpowiednio
kontrolowac ten proces sie¢ zbuduje wewnetrzna reprezentacje
Srodowiska.

@ Reprezentacja ta moze byé¢ uaktualniania w sposéb ciaggty.

o Najbardziej znany i najpopularniejszy model samo-organizujacych sie
sieci - zachowujace topologie mapowanie Teuvo Kohonena.
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Samo-organizacja

@ Model Kohonena - podobnie mézg tworzy mapy np. dwu-wymiarowa
mape wielowymiarowej przestrzeni w przypadku widzenia.

e 3 rodzaje receptoréw w widzeniu kolorowym + struktura, rodzaj
powierzchni i potozenie obiektéw.

@ Zachowywanie topologii - w przetwarzaniu sygnatéw motorycznych -
obszar odpowiadajacy ramionom bedzie znajdowat sie blisko obszaru
odpowiadajacego dtoniom itp.

@ Wazne jest aby podczas uczenia aktualizowaé takze wagi sasiednich
neuronéw - uczy to reakcji na podobne bodzce.
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Samo-organizacja

@ Chcemy stworzyé mape n-wymiarowej przestrzeni uzywajac tahcucha

m jednostek
e tzn. kazda jednostka specjalizuje sie w pewnym obszarze przestrzeni
wejsciowe;].

@ Do kazdej jednostki podajemy wektor wejsciowy x i obliczamy
wzbudzenie.

@ Odpowiednia jednostka powinna da¢ dla danego wektora wejSciowego
maksymalne wzbudzenie.

e Jednostki Kohonena - obliczaja odlegtos¢ euklidesowa pomiedzy x
oraz w - taka definicja jest lepsza dla pewnych zastowowan oraz
tatwiejsza do wizualizacji.

e Promien sasiedztwa réwny r dla jednostki k definiujemy jako
jednostki kK — r oraz k +r.

o jednostki na korncach tancucha maj3 sasiedztwo asymetryczne
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Samo-organizacja

o Definiujemy takze funkcje sasiedztwa ¢; wartos¢ ¢(i, k) reprezentuje
site sprzezenia danych jednostek podczas treningu.

@ Prostym wyborem jest zdefiniowanie ¢(i, k) = 1 dla jednostek i w
sasiedztwie o promieniu r oraz ¢(i, k) = 0 dla pozostatych jednostek.

neighborhood of unit 2 with radius 1

/ \
1 2 3 m
W W, W, Wi e

A one-dimensional lattice of computing units
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Samo-organizacja

Algorytm Kohonena:

© n-wymiarowe wektory wag wi,wa, ..., Wy, dla m jednostek
obliczeniowych - wybierane przypadkowo; ponadto wybieramy -
poczatkowy promien r, stata uczenia 7 oraz funkcje sasiedztwa ¢.

@ wybieramy wektor wejs¢ £ uzywajac zadanego rozktadu
prawdopodobiefstwa na przestrzeni wejs¢.

© wybieramy jednostke k o najwyzszym wzbudzeniu tzn. o minimalnym
dystansie pomiedzy w; oraz £ (i =1,...,m).

@ wektory wag sa uaktualniane zgodnie z reguta:
Wi w4 067, K)(E —w), (= 1,.m.

O stop - jezeli osiagnieta zostata maksymalna liczba iteracji; w
przeciwnym razie zmodyfikuj zgodnie z planem n oraz ¢ i przejdz do
kroku 2.
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Samo-organizacja

o Modyfikacja wag przyciaga je w kierunku wejscia &; powtarzajac ten
proces spodziewamy sie otrzymania rozktadu jednorodnego wag w
przestrzeni wejs¢ (jezeli wejscia takze wybralismy wg. rozktadu
jednorodnego).

@ Promien redukujemy zgodnie z wczesniej przyjetym planem.

o Gdy wektor wag danej jednostki przyciagany jest do pewnego obszaru
przestrzeni wejéciowe] - wektory sasiednich jednostek takze s3
przyciggane (w mniejszym stopniu).

@ W procesie uczenia - zmniejsza sie zaréwno sasiedztwo jak i ¢ oraz 7 -
wptyw na jednostki sasiednie jest stopniowo redukowany.
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Samo-organizacja

@ Rysunek pokazuje rezultat uczenia Kohonena dla obszaru tréjkatnego.

Kropka = jednostka.
o Wektory wag osiagaja rozktad ktéry zamienia jednostke w
reprezentacje matego obszaru przestrzeni wejsc.
@ Punkt w prawym dolnym rogu - odpowiada najwyzszym wzbudzeniem
w przypadku wektoréw w zacienionym obszarze.
o Dla strategii aktywacji typu zwyciezca-bierze-wszystko - bedzie on
jedynym aktywujacym sie neuronem.

Map of a triangular region
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Samo-organizacja - historia

@ Od czaséw Kohonena - wiele zastosowan.

@ Prosty model - wyjasnia niektére zjawiska biologiczne.

e Kombinatoryka np. problem komiwojazera (poszczegélne miasta
okraza sie pierscieniem jednostek).

@ Lata 80-te - pierwsze zastosowania w robotyce.

@ Rozpoznawania mowy np. system rozpoznajacy stowa na podstawie
obserwacji sciezki w przestrzeni fonemdw.

@ Matematyka - badania proceséw samo-organizujacych sie.
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Algorytmy genetyczne

o Algorytmy genetyczne - algorytmy optymalizacji zainspirowane
doborem naturalnym i genetyka.
e znajduja zastosowanie w wielu dziedzinach
e algorytmy sa proste do zrozumienia i zaprogramowania
e mimo zalet nie s3 tak rozpowszechnione jak sieci neuronowe
@ ldea uzycia populacji rozwiazah do probleméw optymalizacji w
inzynierii - lata 50te i 60te.
@ John Holland (psycholog i inzynier) - 1975 - Adaptation in Natural
and Artifical Systems.

@ Znacznie szersze zastosowania niz estymacja nieznanych parametréw
modelu fizycznego.
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Algorytmy genetyczne

Typowy algorytm genetyczny sktada sie z:
© Pewnej liczby (= populacji) przypuszczalnych rozwiazan problemu.
© Metody obliczania jak dobre jest rozwigzanie.

© Metody mieszania/krzyzowania fragmentéw lepszych rozwiazaf -
powstaja nowe, srednio biorac lepsze rozwigzania.

@ Operatora mutacji zapobiegajacy utracie r6znorodnosci.

Nie ma skomplikowanej matematyki ani trudnych algorytméw.
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Algorytmy genetyczne

@ Przyktady zastosowan:

przetwarzanie obrazu

struktura biatek

obwody scalone

trajektorie statkéw kosmicznych

analiza szeregéw czasowych

fizyka ciata statego

robotyka

automatyczna ewolucja programéw komputerowych
rozpoznawanie twarzy

uczenie i projektowanie sieci neuronowych
kontrola
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Algorytmy genetyczne - przestrzenie rozwigzan

o Przestrzen rozwigzan - nalezy zdefiniowa¢ miare odlegtosci
miedzy rozwigzaniami oraz dla kazdego rozwigzania miare
sukcesu /przystosowania jako rozwigzania.

@ Przyktad - znalezienie dwéch parametréw w modelu matematycznym
maksymalizujacym site no$na dziatajaca na skrzydto samolotu.

o Jezeli odpowiedni wykres posiada maksimum/maksima to lepiej
przystosowane maksima beda zajmowaty te obszary.

o Wiekszo$¢ zastosowan - celem jest doktadna identyfikacja optimum.

e czasem np. kontrola w czasie rzeczywistym - wystrcza znalezienie
jakiegokolwiek punktu powyzej ustalonej granicy przystosowania

e inne przypadki np. architektura - potrzebne znalezienie duzej liczby
réznych dobrze przystosowanych punktéw
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Algorytmy genetyczne
o Algorytm GA inicjalizujemy populacja rozwiazan - zwykle przypadkowo
rozproszong w przestrzeni rozwigzan (potem selekcja, krzyzowanie i
mutacje).
o Typowo populacje zapisujemy binarnie.
e czasem jako wartosci rzeczywiste lub w sposéb nasladujacy naturalna
strukture danych problemu
o Selekcja - wywiera na populacje presje podobnie do doboru
naturalnego - lepiej przystosowane osobniki maja wieksza szanse
przenies¢ informacje ktéra zaW|eran (DNA) do nastepnego pokolenia.
° Krzyzowanle powzala wymienia¢ informacje podobnie do procesu
rozmnazania.

o krzyzowanie jednopunktowe - jedna z metod - w wybranych przez
operator selekcji osobnikach losowany jest punkt ciaggu binarnego a
osobniki wymieniaja informacje na prawo od niego.

e Mutacja - losowo zmienia warto$¢ pojedynczych bitéw.

o Po selekcji, krzyzowaniu i mutacji poczatkowej populacji powstaje
nowa populacja (nowe pokolenie) - proces powtarzamy okreslong ilos¢
razy lub do spetnienia odpowiedniego kryterium.
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Algorytmy genetyczne - przyktad

@ Przed zastosawaniem GA do konkretnego problemu potrzeba okreslic:

metode kodowania parametréw np. binarnie

jak wymienia¢ informacje miedzy cztonkami populacji

wielko$¢ populacji - typowo 20 — 1000 (moze by¢ mniejsza lub znacznie
wieksza)

jak stosowac idee mutacji

kryterium zatrzymania algorytmu

@ Istnieja publikacje na temat réznych sposobéw kodowania, wyboru
wielkosci populacji, réznych mechanizméw krzyzowania i réznych
czestosci mutacji - nie wiadomo na ile s3 ogélne.

@ Praktycznie - analizuje sie podejscia zastosowane w podobnych
problemach i wybiera to ktére wydaje sie najodpowiedniejsze.

e Trywialny przyktad - znalezé maksimum funkcji f(x) = x2 dla
catkowitego 0 < x < 4095.
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Algorytmy genetyczne - przyktad

Jeden z mozliwych algorytméw:

@ Utwoérz populacje 8 losowych ciggéw liczb binarnych dtugosci 12.

@ Zdekoduj ciagi do liczb catkowitych np. 000000000111 =7,
111111111111 = 4095.

© Przetestuj otrzymane liczby jako rozwigzanie problemu - funkcja
przystosowania f(x) (np. x = 7 ma przystosowanie 49).

@ Wybierz najlepsza potowe populacji do nastepnego pokolenia.

@ Pogrupuj losowo ciagi-rodzicéw w pary i losowo zastosuj
jednopunktowe krzyzowanie - powstajg ciggi-dzieci.

@ Zastosuj do dzieci mutacje - z prawdopodobiefstwem 1/6 zmier 0 na
1 lub odwrotnie.

@ Nowe ciggi wraz z rodzicami tworza nowa populacje (8 ciagéw).
Q@ Wro¢ do kroku 2 i powtarzaj do uzyskania 50 pokolen.
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Algorytmy genetyczne - przyktad

o Przyktadowe krzyzowanie - wylosowany 3 bit:
000/100011100 = 000001101010

111/001101010 = 111100011100

@ Przyktadowa populacja poczatkowa:

Nr ciag X przystosowanie
1 110101100100 3428 11751184

2 010100010111 1303 1697809

3 101111101110 3054 9326916

4 010100001100 1292 1669264

5 011101011101 1885 3553225

6 101101001001 2889 8346321

7 101011011010 2778 7717284

8 010011010101 1237 1530169
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Algorytmy genetyczne - przyktad

1, 3, 6, 7 - najwieksze przystosowanie

Nr ciag X przystosowanie
1 110101100100 3428 11751184

2 101111101110 3054 9326916

3 101101001001 2889 8346321

4 101011011010 2778 7717284

Pary wybierane przypadkowo np. 1z 2 oraz 3 z 4.
Zaniedbujac mutacje tworzymy nowe pokolenie:
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Algorytmy genetyczne - przyktad

Nr ciag X przystosowanie
1 11/0101100100 3428 11751184

2 10/1111101110 3054 9326916

3 101101,/001001 2889 8346321

4 101011/011010 2778 7717284

5 111111101110 4078 16630084

6 100101100100 2404 5779216

7 101101011010 2906 8444836

8 101011001001 2761 7623121

o Wyjsciowa populacja - $rednie przystosowanie 5065797, maksymalne -
11751184.
@ Drugie pokolenie - $rednie - 8402107, maksymalne- 16630084.

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 354 / 399



Algorytmy genetyczne - przyktad

Rodzicami kolejnego pokolenia beda:

Nr ciag X przystosowanie
1 110101100100 3428 11751184

2 101111101110 3054 9326916

3 101101011010 2906 8444836

4 101011001001 2761 7623121

@ Nie wystepuje ciag z 1 na koficu - maksimum nie zostanie
osiagniete.
@ Moze powsta¢ 111111111110, ktéry zdominuje populacje -
wskazéwka, ze brak mutacji moze by¢ problemem.
@ Mutacja powoduje zachowanie ré6znorodnosci pierwotnej populacji.
e pierwotna populacja zawierata 1 na kazdej pozycji - wiec mutacja
niekoniecznie wynajduje nowa informacje
e to samo z mutacja - otrzymuje sie globalne optimum 111111111111.
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Algorytmy genetyczne - podsumowanie

Réznice miedzy GA i tradycyjnymi algorytmami:
@ Réwnolegta manipulacja populacja rozwigzan.
@ Specjalne kodowanie rozwiazan np. binarne.

@ Uzywanie losowych operatoréw.
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Algorytmy genetyczne

Terminologia biologiczna.

@ chromosom - ciag binarny (rozwazamy pojedyncze ciagi wiec jest to
takze genotyp)

o fenotyp (organizm) - rezultat ekspresji genotypu w srodowisku -
rozwigzanie lub zbiér nieznanych parametréw

Uniwersalnosé.

@ GA - w naturalny sposéb uniwersalne, przy odpowiednim dostosowaniu
operatoréw i odpowiednim kodowaniu danych moga by¢ bardzo
wydajne.

e przy wystarczajacej informacji o przestrzeni rozwigzah zawsze mozna
skonstruowa¢ metode lepsza niz GA

o jednak otrzymanie takie informacji w wielu przypadkach jest niemal tak
trudne jak rozwigzanie problemu

e specjalny algorytm ma maty zakres zastosowania a GA szeroki

o niewielkie zmiany w GA poprawiaja wydajno$¢ z jednoczesnym
zachowaniem uniwersalnosci
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Algorytmy genetyczne - zmienne rzeczywiste

e Uzycie zmiennych rzeczywistych w algorytmie - zmiana definic;ji
operatoréw.

@ Najpopularniejsze podejscie - liniowe odwzorowanie pomiedzy zbiorami
liczb rzeczywistych i reprezentacji binarnych o ustalonej dtugosci.

o Ciag binarny transformujemy na dziesietna liczbe catkowita z; linowa
transformacja na liczbe rzeczywista:

r=mz+c.
@ m i ¢ wynikaja z minimalnych i maksymalnych wartosci r i z
Ymin = MZmin + €

Imax = MZmax + C,
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Algorytmy genetyczne - zmienne rzeczywiste

@ ogdlne wzory:

max — I'min
m—=———
Zmax — Zmin

C = I'min — MZmin
@ Najmniejsza liczba binarna 000...0, tzn. z.,;, = 0; 1111...1 -
Zmax = 2! + 1 (I - dtugos¢ ciagu binarnego); w tym przypadku:
_ Tmax — I'min
2l -1
C = I'min,
@ a odpowiednia transformacja to:

_ Tmax — I'min

o1 Z + Imin-
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Algorytmy genetyczne - zmienne rzeczywiste

@ Przyktfad - szukamy parametru x w przedziale [2.2,3.9].
@ Liczbie binarnej 10101 odpowiada dzisietna z = 21 a rzeczywista

3.0-2.2
[ —

21 + 2.2 = 3.3516.
5 ;1 2L+22=33516

Kolejng liczba binarna jest 10110 = 22 = r = 3.4065 - nie mozna
okresli¢ liczb z przedziatu [3.356, 3.4065].
o Doktadno$¢ mozna zwiekszy¢

© redukujac rozmiar przestrzeni rozwigzan

© zwiekszajac liczbe bitéw w ciagu

© inna reprezentacja liczb - w przypadku wigkszosci probleméw nie jest to
konieczne

I = 20 daje doktadnos¢ ponad 107°.
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Algorytmy genetyczne - problemy z wieloma zmiennymi

o Jezeli M zmiennych reprezentowanych jest pod-ciagami dtugosci / -
taczenie w populacje ciagéw dtugosci L

M
L=>"1
j=1

@ Nie jest wymagane by pod-ciaggi byty tej samej dtugosci = kontrola
doktadnosci parametréw = mozliwos¢ znacznego przyspieszenia
poszukiwan.

@ Punkt krzyzowania musi by¢ wewnatrz pod-ciggu opisujacego
parametr a nie pomiedzy parametrami.
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Algorytmy genetyczne - mutacje

o tatwe do zaimplementowania w reprezentacji binarnej - kazdy bit
zmieniany jest z prawdopodobienstwem mutacji Pp,.

@ P,, =0.001 - srednio jeden bit na 1000 ulegnie mutacji.

@ Pp, zalezy od problemu; czesto stosuje sie¢ Py, = 1/L lub
Ppm=1/(NVL) (N - wielkos¢ populacji).

o Uwaza sie, ze w wiekszosci probleméw zbyt niska czesto$¢ mutacji jest
mniej szkodliwa niz zbyt wysoka.
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Algorytmy genetyczne - selekcja

@ Odrzucanie 50% populacji jest bardzo prostg selekcja i nie najczesciej
uzywana.

e nie ma odréznienia miedzy dobrymi a bardzo dobrymi

e nie najlepiej dostosowane osobniki sa zawsze odrzucane (redukujemy
réznorodno$¢ genetyczna) a mogtyby przechodzi¢ do kolejnego
pokolenia z nizszym prawdopodobienstwem

@ Popularnym operatorem selekcji jest operator proporcjonalny do
przystosowania (zwany tez ruletka) - prowdopodobienistwo wyboru jest
proporcjonalne do przystosowania danego osobnika.

o ruletka - mozna wyobrazi¢ sobie populacje tworzaca ruletke, gdzie czes¢
kota ruletki odpowiadajaca danemu osobnikowi jest proporcjonalna do
jego przystosowania

o metode ruletki stosujemy 2 razy aby wybra¢ pare podlegaja krzyzowaniu

e metoda ta nie gwarantuje wyboru zadnego elementu nawet najlepiej
przystosowanego - dla pewnych probleméw moze by¢ to korzystne bo
algorytm jest spowalniany pozwalajac lepiej przeszukaé przestrzen
rozwigzan

e elitaryzm - najlepiej przystosowany zawsze przezywa (nie podlega tez
mutacji ani krzyzowaniu) - czesto przyspiesza algorytm
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Algorytmy genetyczne - krzyzowanie

e W algorytmie zwanym maty algorytm genetyczny (LGA - Little
Genetic Algorithm) uzywane jest krzyzowanie jednopunktowe (w
naturze stwierdzono od 1 do 8 punktéw krzyzowania).

@ Para wybranych osobnikéw podlega krzyzowaniu z
prawdopodobienstwem P, (generowana jest liczba losowa R,
krzyzwanie nastepuje jezeli R. < P¢).

e typowo 0.4 < P. < 0.9
e P. =0.5 - potowa nowej populacji tworzona jest przez selekcje i
krzyzowanie a druga potowa tylko przez selekcje

Marcin Buchowiecki () Sieci Neuronowe January 7, 2013 364 / 399



Algorytmy genetyczne - LGA

© Wygeneruj poczatkowa populacje (g = 1) losowych ciggéw binarnych
dtugosci E,’Y’Zl Ik (M - liczba niewiadomych).

© Zdekoduj kazdego osobnika i do liczby catkowitej z; , i dalej
rzeczywistej r; y (szukane parametry).

© Przetestuj wszystkie osobniki otrzymujac przystosowania f;.

@ Uzyj selekcji proporcjonalnej do przystosowania do wyboru par
osobnikéw i zastosuj z prawdopodobienstwem P, krzyzowanie
jednopunktowe = nowa populacja.

@ Do kazdego bitu zastosuj mutacje z prawdopodobiefistwem Pp,.

O Jezeli stosujemy elitaryzm - jezeli nowa populacja nie zawiera elementu
o przystosowaniu co najmniej takim jak najlepiej przystosowany
element wyjsciowej populacji, zastap losowo wybrany element najlepiej
przystosowanym.

@ Zastap starg populacje nows.

Q g =g+ 1iprzejdz do kroku 2 (chyba ze osiggnieto zaktadana liczbe
pokolen G).
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Hardware dla sieci neuronowych

e Jak najlepiej przetwarza¢ informacje w sieci neuronowej z uzyciem
urzadzen elektronicznych?

e jak najlepiej emulowa¢ silng réwnolegtosé¢ swiata biologicznego?

@ Sieci neuronowe s3 atrakcyjng opcja w zastosowaniach jezeli ich
niejawna réwnolegtos¢ mozna uczyni€ jawna z uzyciem odpowiedniego
sprzetu.

o dobrze jest ograniczy¢ komunikacje do lokalnej wymiany danych

o Istnieja dwie alternatywy:

© programowa symulacja na konwencjonalnych komputerach,
@ specjany hardware (zapewnia drastyczne zmniejszenie czasu
wykonywania zadan).

@ Mimo to symulacja moze by¢ przydatna do rozwijania i testowania
nowych algorytmoéw.

@ Duze sieci - symulacja nie wystarcza - czas uczenia sieci moze
wzrasta¢ wyktadniczo z jej rozmiarem.
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Hardware dla sieci neuronowych - wydajnos¢

o W wielu zastosowaniach sieci neuronowe moga by¢ wydajniejsze niz
konwencjonalne metody - rozpoznawanie obrazéw i mowy, robotyka,
przetwarzanie sygnatéw, kompresja danych, analiza statystyczna i
optymalizacja.

° Najlstotnlejszym czynnikiem w budowie sieci neuronowe;j jest -
rozmiar sieci i moc obliczeniowa.

o ztozonosé/pojemnoSc sieci najlepiej okresli¢ przez liczbe wag (nie
liczbe jednostek - uczenie), wielko$¢ ta poza ztozonoscia informuje o
tym jak trudne bedzie uczenie sieci.

e wydajnos¢ implemen - liczba potaczen na sekunde (ang.
connections per second, cps) - liczba paczek danych przekazywana
przez potfaczenia sieci na sekunde.

o Wydajnos$¢ procesu uczenia - mierzy sie w liczbie uaktualnien
potaczen sieci na sekunde (connections updates per second, cups).
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Hardware dla sieci

neuronowych - wydajnos¢

107

106

connections per second

10

107 100 10?

number of connections

: PC/AT

: SUN3

: VAX

: Symbolics

: ANZA

¢ Delta 1

: Transputer

: Mark I V/

: Odyssey

: MX-1/16

: CM-2 (64K)
: Warp (10)

: Butterfly (64)
: CRAY XMP 1-2

Performance and capacity of different implementations of neural net-

works and performance requirements for some applications [Ramacher 1991]

e PC/AT - stary komputer osobisty: 10Kcps, CM-2 (réwnolegty SIMD,
64K procesoréw): 10Mcps - moze radzi¢ sobie z prostym
rozpoznawaniem mowy ale juz nie z wersja wyrafinowang lub
rozpoznawaniem obrazéw (symulacja widzenia).

e Stosunek cena/wydajno$¢ - nie jest dobry w przypadku
konwencjonalnych komputeréw.
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Hardware dla sieci neuronowych - typy neurokomputeréw

e W klasyfikacji wazne sa 3 czynniki:
@ rodzaj sygnatow uzytych w sieci
@ implementacja wag sieci
© funkcje scalajace i funkcje wyjécia jednostek

Ad.1. Sygnaty - analogowe (natezenie pradu lub réznica potencjatéw) lub
cyfrowe (wartosci dyskretne).

Ad.2. Wagi analogowe - oporniki lub tranzystory o liniowej funkg;ji
odpowiedzi w pewnym zakresie; wagi cyfrowe - mnozenie cyfrowe.

@ Neurokomputery hybrydowe - potaczenie obwodéw cyfrowych i
analogowych.

@ Podejscie analogowe - uktady elektroniczne lub optyczne (prototypy).

o Podejscie cyfrowe - architektéry réwnolegte lub szeregowe.

e kazdy procesor - moze zajmowac sie czescia zbioru treningowego
e procesory wektorowe - zoptymalizowane do operacji macierzowych
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Hardware dla sieci neuronowych - typy neurokomputeréw

Analog

Digital

Marcin Buchowiecki ()
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optical components

von-Neumann multiprocessor

Vector processors
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Hardware dla sieci neuronowych - typy neurokomputeréw

@ Macierze systoliczne - regularne uktady jednostek obliczeniowych;
komunikuja sie tylko z bezposrednimi sasiadami.
e zaproponowane do szybkiego mnozenia macierzy - wazne w sieciach
warstwowych.

@ specjalne czipy typu superskalarnego lub systemy zawierajace wiele
identycznych procesoréw uzywanych w trybie SIMD.

o Poréwnanie:
o analogowe - wicksza gesto$¢ uktadu oraz potrzebuja mniejsza moc.
o cyfrowe - wieksza precyzja i elastycznos¢ programowania, mozliwos¢
pracy z sieciami wirtualnymi - czyli nie odzwierciedlonymi fizycznie w
strukturze sieci (mozliwos¢ zwiekszenia liczby jednostek).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

@ Sygnaty reprezentowane pradami (tzn. natezeniami) lub napieciami -
mozna mysle¢ o nich, ze operuja na liczbach rzeczywistych.

o Kodowanie - prady - dodawanie jest tatwo obliczy¢:

Addition of electric current
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

o Dodawanie natezen - bardziej skomplikowane - aby dodaé Vi i V, -
wyjscie o napieciu Vi musi by¢ odniesieniem dla drugiego z napieé
(wiecej potencjatéw - nie jest to tatwe do zaimplementowania).

o Funkcja scalajaca - potaczenie wejs¢ do wspélnego punktu - suma
pradéw bedzie przetworzona przez jednostke.

e Wagi sieci - uzycie zmiennych oporéw (tak zrobit Rosenblatt w
pierwszych perceptronach) - V = RI:

Ry
R,

Ry
Ry

Network of resistances
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

o Lata 70-te i 80-te - powstata pewna ilos¢ projektéw analogowych.

e Grupa Carvera Meada (Caltech) - studiowali jak zmniejszy¢ rozmiar
sieci oraz probdr mocy.
e tranzystory
o krzemowa retina
o krzemowa colchea
@ Lata 50-te - Karl Steinbuch - model uczenia - Learnmatrix - n wejé¢
jako napiecia, nastepnie opory zmieniaja napiecie w wazone natezenia.
o zbiér kolumn tego typu pozwala obliczyé w sposéb réwnolegty iloczyn
wektor-macierz.
e Steinbuch zbudowat pierwsza pamie¢ skojarzeniowa jako hardware.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

1 lezh
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F

A column of the Lernmatriz
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

o Tranzystory VLSI (Very Large Scale Integration).

e Moga uzywaé pétprzewodnikowych tranzystoréw polowych (FET -
field effect transistor) - nieliniowa krzywa odpowiedzi
napiecie-natezenie.

e nieliniowos¢ = dogodne do zastosowania jako przetaczniki cyfrowe.

control electrode isolating layer

n+ ) < n+

source sink

Diagram of a field effect transistor (FET)

* n+ oznacza nadmiar tadunku dodatniego (odpowiednie domieszkowanie
p6tprzewodnika)

* przeptyw tadunku - gdy elektroda kontrolna jest natadowana dodatnio
powyzej pewnego progu (eletrony sa przyciagane i moga przeskoczy¢ przez
przerwe)
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

e Tranzystor FET zamienia wiec réznice potencjatéw (pomiedzy
zrédtem a elektroda kontrolna) w prad.

@ Mozna zbudowaé maty obwéd FET-6w mnozacy wartos¢ pradu i
wartosC€ réznicy potencjatéw.

4 b
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

o Prad wytworzony na tranzystorze FET zalezy wyktadniczo od réznicy
potencjatéw:
h = IQ(ECVI*V7 L= /oeCV27V
Zatem:
/b — Il 4 /2 — loe—V(eC\/l + eCV2)’

eVi — V2 A c(Vi — Vo)

h—h=1, = Iptan

@ Zatem - réznica Vi — V5, daje nieliniowy rezultat i — k.

@ Przypomnienie - tangens hiperboliczny jest symetrycznym sigmoidem
uzywanym w algorytmie propagacji wstecznej; dla matych
argumentéw tanh (x) ~ x, wiec:

C/b(vl — V2)

2

e Podsumowanie - FET - waza sygnaty (wyktadnicza zaleznos¢),

scalaja (/p) oraz daja nieliniowe wyjscie (i — h).

h—h=
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

e Tranzystory przechowujace fadunek - moga postuzy¢ do mnozenia.

@ Problem FET - potrzebne i napiecia i natezenia, wagi trzeba
przeksztatci¢ w réznice potencjatéw i utrzymywac j3 niezmieniong
jezeli nie ma aktualizacji wag - fatwiej byto by wagi przechowac i uzy¢
gdy beda potrzebne.

@ Schemat tranzystora przechowujacego taduenk jest podobny do FET:

control electrode

‘/ floating gate

source sink

Diagram of a floating gate transistor
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

@ Réznica - warstwa metaliczna - izoluje elektrode kontrolng i reszte
tranzystora.

o Dzieki izolacji - warstwa ta moze przechowywa¢ tadunek (przez dtugi
czas) jak kondensator.

e tadowanie - przytozenie réznicy potencjatéw.
o Jest to pamiec analogowa.

o tadunek modyfikuje efektywnos¢ dziatania elektrody kontrolnej -
przeptywajacy prad zalezy liniowo (w pewnym przedziale od
zgromadzonego tadunku) - réznica potencjatéw jest wazona i
przeksztatcana w prad.

e Uczenie: zmiany wag = zmiany zgromadzonego tadunku.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

Matryce CCD (charge coupled devices) - sygnat elektryczny
proporcjonalny do padajacego Swiatta.
@ Przechowuja fadunek dynamicznie - wagi jako tadunek moga krazy¢ w
petli - w pewnym jej punkcie s3 czytane i mnodone przez wejscie.
o Obwéd CCD transportujacy tadunki - tancuch elektrod na powierzchni
p6tprzewodnika - synchronizacja zegarem tak, ze w danym czasie tylko
jedna elektroda osigga maksymalny potencjat.

Clk 1
Clk 2 | |

Clk 3
electrodes
t=15 T
e

t=2
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci analogowe

o tadunek Q - zgromadzony w materiale pétprzewodnika - tworzy
studnie potencjatu, ktéra z czasem rozmywa sie.

@ Kolejna elektroda tworzy studnie w kolejnym potozeniu.

@ Mozna zbudowaé pamiec.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

@ Sygnaty i parametry sieci - cyfrowe.

@ Dowolna doktadno$¢ - zwiekszanie dtugosci stowa.
@ W algorytmach uczenia opartych na gradiencie - potrzebna wieksza
doktadnos¢ niz mozna uzyska¢ w sieciach analogowych (8,9 bitow)
e inna wady sieci analogowych - duza zmienno$¢ charakterystyki
elektrycznej tranzystoréw (nawet na tym samym czipie).
e sieci analogowe - do zastosowan gdzie odchylenia statystyczne mozna
tolerowac np. widzenie.
@ Obecne komputery s3 cyfrowe - sie¢ moze by¢ jedna z czesci
wiekszego urzadzenia = tatwiejsza integracja oprogramowania
(koprocesor neuronowy).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

o Podstawowe zagadnienie - ile bitéow uzy¢ do reprezentacji wag i
sygnatéw.

o Implementacja czysto programowa - reprezentacja
zmienno-przecinkowa.

@ Operacje zmienno-przecikowe - potrzeba wiecej cykli do obliczenia niz
liczby catkowite (chyba, ze uzyje sie bardzo skomplikowanych uktadéw)
= wiele neurokoputeréw uzywa stato-przecinkowej reprezentacji - nie
moze to wptywac na zbiezno$¢ algorytméw uczenia sieci.

@ Prawie wszystkie modele sieci - potrzebny iloczyn skalarny wektora
wag i wejscia - procesory wektorowe (przetwarzaja w pojedynczych
cyklach cate wektory) zostaty zbudowane z mysla o takich
zastosowaniach.

@ Rejestry skalarne oraz wektorowe (przechowuja cate wektory).

@ Operacje na wektorach - sktadowe wektora s3 czytane z rejestru
kolejno i przekazywane do jednostki arytmetyczne;.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Jednostka arytmetyczna - podzielona na etapy:

cycles cycles
stages
S S W) L
X, - X X 12| 3| 4/5/6/ 78 910 —  —
— A2 an
Yoo e 1 ——

Multiplier with 10 pipeline sections
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

@ Macierze systoliczne - bardzo szybko wykonuja operacje algebry
liniowe;.

@ Systolic - podobieristwo do przeptywu krwi w sercu - indicating the
maximim arterial pressure occuring during contraction of the left
ventricle of the heart

@ Regularne struktury jednostek VLSI (najczesciej 1- lub 2-wymiarowe) -
komunikuja sie tylko lokalnie.

@ Informacja dostarczana jest na obrzezach i transportowana
synchronicznie od jednego etapu do drugiego.

@ Mnozenie wektor-macierz - mniej cykli niz procesor wektorowy.

o n-wymiarowy wektor i M,y ,: 2n (procesor wektorowy n?)

@ 2-wymiarowa macierz systoliczna; macierz:

v-(:)

j]

ktérag mnozymy razy wektor [a, b] (doktadnie jej transpozycje).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

o Rzedy macierzy podawane s3 od géry.

o Wartosci przekazywane na prawo. Wyniki dziatan ukosnie.

QT -
-

f
C
—= a ac ——a— ae
e Vm
NN\
- b _b_+ac—b—+ae

Planar systolic array for vector-matrix multiplication
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

@ taczac brzegi sieci do utworzenia torusa - redukcja liczby elementéw z
n(2n — 1) do n?.
o Architektura toroidalna - czesto wybierana do neurokomputeréw.

' v

f e
c d
— a ac ——a— ae
| Mac ae |
f /& d
— p\| Of L5 bd
+ae +ac
b

Systolic array with toroidal topology
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

SPECJALNE ARCHITEKTURY.

o Doswiadczenie w implementacji sieci na zwyktych komputerach =
rozwéj specjanych projektéw mikroprocesoréw dla neurokomputeréw.

o Model SIMD popularny - fatwo znacznie przyspieszy¢ mnozenie
wektor-macierz kosztem niewielkiej inwestycji w hardware.

@ Studiowano optymalne transformowanie modeli sieci neuronowych na
maszyny SIMD.
@ Implementacja SIMD - iloczynu macierz-wektor:
o sktadowe wektora xi, ..., x, - podawane sekwencyjnie do wszystkich
procesoréw
o w kazdym cyklu podawana jest tez jedna kolumna macierzy W
e rezultat n mnozen akumuluje sie w jednostkach dodajacych; w tym
samym czasie jednostki mnozace zaczynaja oblicza¢ kolejne iloczyny
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

1n 2n n

Y12 Waz2 Wa2

1 w21 Wal
Xl Xz Xﬂ

multiplier

- =D A

SIMD model for vector-matrix multiplication
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

@ W powyzszym modelu - jednoczesna transmisja n argumentéw z
pamieci do jednostek arytmetycznych - potrzebna szeroka szyna
danych.

@ Torrent chip - 1995 - Berkeley - architektura SIMD - pierwszy procesor
wektorowy na pojedynczym czipie (zaprojektowany dla sieci
neuronowych oraz innych zadan z zakresu cyfrowego przetwarzania
sygnatéw).
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

Woazna techniczna trudnos¢ sieci neuronowych - implementacja
kanatéw komunikacyjnych.

Komputery optyczne - kanaty komunikacyjne nie s3 czescig sprzetu
a sygnaty sg transmitowane miedzy komponentami jako $wiatto.

Promienie $witlne moga sie przecina¢ - nie wptywa to na przenoszone
informacje.

Potrzebna energia jest niewielka.

Mozna osiggna¢ czas przetgczania - do 30GH:z.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

tatwo zaimplementowaé podstawowe operacje - przestrzenne
modulatory $wiatta SLM (Spatial Light Modulators).
@ SLM - maski optyczne kontolowane elektrodami; w zaleznosci od
napiecia - przepuszczaja mniej $wiatta - mozenie.
o kolejne mnozenia mozna wykona¢ "jednocze$nie" - przepuszczenie
$wiatta przez kilka SLM-6w.

Dodawanie - soczewki, pryzmaty.

Rozdzielenie sygnatu - krysztaty lub odpowiednie soczewki.
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

SLM (50%)  SLM (10%)

I 4),51 0057

V ~ 4
Il+ IZ
multiplication
)
E ) %E addition
fan out

Optical implementation of multiplication, addition, and signal splitting
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Hardware dla sieci neuronowych - sieci cyfrowe

o Operacje algebry liniowej - tatwe do réwnolegtej implementacji.
@ Mnozenie macierz-wektor - podziat SLM na n x n pdl (niezalezna
regulacja).

input vector SIM

Matrix-vector multiplication with an SLM mask
o Wychodzace swiatto zbierane jest kolumna po kolumnie - rezultat =
sktadowe iloczynu.
@ Inne operacje - takze tatwo - transformata Fouriera obrazu (przydatne
w rozpoznawaniu obrazéw).
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Hardware dla sieci neuronowych - kodowanie pulsowe

o Blizsze biologicznemu modelowi jest uzywanie dyskretnych pulséw
(jak potencjaty neuronéw).
@ Sterowanie czestotliwoscig sygnatéw.

o Kodowanie pulsowe mozna zaimplementowa¢ w technologii analogowe;]
oraz cyfrowej.

@ Tomlinson - neuroczip.

16 cycles

Pulse coded representation of signals
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Hardware dla sieci neuronowych - kodowanie pulsowe

e A=0.25, B=0.5
@ Pulsy - reprezentowane 16-cyklowymi interwatami, ktére generator
wytwarza losowo tak, ze dla A puls pojawia sie przez 1/4 czasu a B
potowe czasu.
@ Pulsy nie s3 skorelowane.
@ Dekoder - rekonstuuje liczby zliczajac pulsy w 16-cyklowym
interwatach.
@ lloczyn A i B - bramka AND - wynik = taricuch 0.25 x 0.5 x 16
pulséw, czyli liczba 0.25 x 0.5
e jest to rezultat statystyczny - liczba pulséw moze ré6zni¢ sie od Sredniej
o doktadno$¢ mozna zwiekszy¢ wydtuzajac interwat np. z 24 do 256 (co
odpowiada 8 bitom).
Pp——

MnJu Jrr

Multiplication of two pulse coded numbers
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Hardware dla sieci neuronowych - kodowanie pulsowe

e Sumowanie (wynik ograniczony do przedziatu [0,1]) - bramka OR -
otrzymujemy C =1 — (1 — A)(1 — B) (zero otrzymujemy A i B s3
jednoczesnie zero).

e Dla 10 liczb Ay, ..., Ajg podobnie, jezeli liczby sa mate:

10 10
C=1—(1-A1)--(1—-Ap)~1— (1—2/\,) ~> AL
i=1 i=1

o Wieksze wartosci i wystarczajaco szeroki interwat - przyblizenie
funkcja podobng do sigmoidu:

10
C=1—exp(— ZA,-)
i=1

@ Nie obejmuje to sygnatéw ujemnych (nie pasuje do interpretac;ji
probabilistycznej) - potrzebne do aktywacji jednostki - dodatkowy
hardware.

@ Wiele badan nad pulsowg implementacja uczenia.
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Hardware dla sieci neuronowych - historia

o Lata 50-te - pierwsze préby budowania specjalnego hardware.

@ 1951 - Marvin Minsky - system symulujacy adaptacyjne wagi
potencjometrami.

@ 1957 - Rosenblatt - perceptron - wagi jako opory (podejscie
Minsky'ego).

@ Urzadzenia Rosenblatta - pierwsze komercyjne neurokomputery.

1960 - Widrow, Hoff - pierwsze adaptacyjne systemy przetwarzajace

sygnaty.

Karl Steinbuch - zbudowat pamieci z sieci oporéw.

Lata 70-te - niewielki postep w Japonii cognitron i neokognitron.

Lata 70-te - H.T. Kung (Carnegie Mellon) - macierze systoliczne.

Warp - Princeton - pierwsza architektura systoliczna dla sieci

neuronowych.

@ 1980 - wiele prac w celu adaptacji konwencjonalnych systeméw
wieloprocesorowych do potrzeb sieci neuronowych.
o Czekamy na najwiekszy przetom - komputery optyczne.
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