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Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne

Nanostruktury - struktury materialne sktadajace sie z elementéw,
ktérych wielko$¢ zawiera sie (umownie) w granicach od kilku do
kilkuset nanometréw.

Typowe wiazanie chemiczne: 100 — 200pm = 0.1 — 0.2nm



Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne

@ Ogdlna idea - przewidywanie wtasnosci substancji.
e Superkomputery.
o Klastry.
o Obliczenia rozproszone (Rosetta@home - poszukiwanie lekéw
przeciwnowotworowych).
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Modelowanie molekularne

e Jaguar - Cray, 6-rdzeniowe operatory AMD (224256 rdzeni),
Linux, 1.75 petaFLOP-6w (1.75 - 10'5 operacji
zmiennoprzecinkowych na sekunde).

Czerwiec 2013 - Tianhe-2, Chiny (3 120 000 rdzeni), 33.86
petaFLOP-6w, Kylin Linux.
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Modelowanie molekularne
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Struktura czasteczek
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Struktura czasteczek




Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Struktura czasteczek




Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Struktura czasteczek - wizualizacja - VMD
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Struktura czasteczek

Dynamika czasteczki.
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Modelowanie molekularne - symulacje molekularne

Eksperyment komputerowy - symulacja komputerowa odgrywa
role eksperymentu zaprojektowanego do testowania teorii; mozna
poréwnac wyniki symulacji z wynikami (przyblizonej) teorii - jezeli
wystepuje niezgodnos¢ to teoria jest zta.

Z drugiej strony - poréwnanie symulacji z eksperymentem -
symulacja (uzyty w niej model) jest zta.

Uwaga! Symulacja komputerowa daje wglad w zjawisko ale nie
daje zrozumienia (tylko liczby - obarczone btedem statystycznym -
potrzeba oo dtugiej symulacji).

W niektérych dziedzinach s3 dobre teorie i nie potrzeba symulac;i
(rozrzedzone gazy) ale np. w przypadku gestych cieczy i wtasnosci
substancji w ekstremalnych warunkach jest mato danych
eksperymentalnych.

Czesto przewiduje sie wtasnosci materiatéw, np. tatwiej jest
zmierzy¢ eksperymentalnie punkt zamarzania wody w warunkach
pokojowych ale pod duzym ci$nieniem juz nie.
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Modelowanie molekularne

Symulacja pozwala odseparowac rézne efekty fizyczne.

Modelowanie molekularne - ogélny termin okreslajacy
teoretyczne i obliczeniowe metody modelowania struktury i
wtasnosci czasteczek (=molekut).

@ Metodami tymi bada sie mate uktady chemiczne oraz duze
czasteczki (biatka) a takze materiaty (polimery itp.) i zwiazki
aktywne biologicznie (zwijanie sie biatek i ich stabilnos¢,
katalize enzymatyczng, zmiany konformacji zwiazane z
aktywnoscia biologiczna, rozpoznawanie molekularne, DNA,
kompleksy membranowe)

e Bada sie:

© strukture

@ dynamike
© wtasnosci termodynamiczne
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Modelowanie molekularne - Mechanika molekularna

Mechanika molekularna (MM) - metoda przewidywania stabilnej
konfiguracji (trwate utozenie atoméw) lub konformacji poprzez
minimalizacje energii potencjalnej uktadu V(R) czyli elektronowe;
energii molekuty lub uktadu molekut.

Lokalna MM - polega na szukaniu minimum lokalnego energii
potencjalnej np. metoda gradientowa (grad(V') = 0; hessian);
uktad nie moze poruszac sie pod gore potencjatu.

o Gietka MM - wiazania traktowane s3 jak nierozrywalne
sprezyny.

@ Sztywna MM - dtugosci wiazan i katy pomiedzy nimi sa
ustalone (wartosci doswiadczalne); mniej zmiennych.

@ MM z rozrywalnymi wigzaniami - wiecej zmiennych -
oscylatory Morse'a (-: obliczenie eksponenty jest drozsze; 3
parametry a nie dwa; +: zwykle wigzania sie nie rozrywaja).



Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne - Mechanika molekularna

Konformacje cykloheksanu - krzestowa (1) i todziowa (4):

oA
B
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Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne - Globalna mechanika molekularna

Globalna MM - niezalezna od punktu poczatkowego; powinna
odwiedzi¢ kazdy obszar hiperpowierzchni energii potencjalnej
(problem ergodycznosci).

Schepens - liczba znalezionych konformeréw jest proporcjonalna
do czasu prowadzenia badan.

Przyktad: liczba miniméw roénie wyktadniczo z iloscia atoméw w
klastrze Lennarda-Jonnesa.

Analiza konformacyjna - znajdowanie konformacji w danych
warunkach; w temperaturze pokojowej przewazaja konformacje o
nizszej energii a zwykle najwazniejsza jest konformacja
odpowiadajaca minimum globalnemu.




Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne - Globalna mechanika molekularna

Uwaga! Rzeczywista konformacja nie zawsze jest minimum
globalnym funkcji potencjatu- lepszym kryterium jest minimum
energii swobodnej E — TS (uwzglednia entropie a wiec ilos¢
dostepnych stanéw przy danej energii) - w szerokiej studni
potencjatu jest wiecej stanéw oscylacyjnych niz w waskie;

(AE = hv, v = %\/g)

Czasem molekuta moze wskutek przeszkéd sterycznych (=
geometrycznych) lub czynnika zewnetrznego zosta¢ ztapana w
lokalne minimum (tzw. kinetyczne np. diament, fullereny), ktére
jest rézne od globalnego (termodynamicznego).



Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne - MC i MC

e Dynamika molekularna - réwnanie Newtona; przez predkosci
poczatkowe atoméw uwzglednia sie temperature.
o Pierwsze symulacje - 1953 - MANIAC (Los Alamos) -
symulacja cieczy (Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller,
Teller) oraz anharmonicznego 1-wymiarowego krysztatu
(Metropolis Ulam).

o Dynamika Monte Carlo - zmiany potozenia atoméw s3
wyznaczane na podstawie liczb losowych.
o Pierwsza symulacja - Alder i Wainwright (Livermoore) -
dynamika twardych sfer.
o Pierwsza symulacja prawdziwego materiatu - 1959 - Vineyard
(Brookhaven) - uszkodzenia krysztatu Cu pod wptywem
promieniowania.
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Modelowanie molekularne - MC i MC

Trajektoria uktadu - zaleznos¢ potozen atoméw od czasu.
Dynamika kwantowo-klasyczna - do opisu reakcji chemicznych
np. uktad enzym + rozpuszczalnik mozna podzielic na 3 regiony: |
(centrum aktywne; réwnanie Schrodingera zalezne od czasu), Il
(reszta enzymu; klasyczna MD), lll (rozpuszczalnik; osrodek ciggty
o pewnej przenikalnosci dielektrycznej).

Region | - poddany dziataniu zewnetrznego pola elektrycznego od
regionéw Il i 1.

Region Il - pod wptywem pola elektrycznego regionu |.



Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne - badania materiatowe

o Badania materiatowe - wptyw struktury materiatu na
wtasciwosci elektryczne, mechaniczne, optyczne,
powierzchniowe, magnetyczne, termiczne.

@ Zadania praktyczne:

o Okreslanie i zapobieganie (zwykle przez zmiane struktury)
niepozadanym zmianom wtasciwosci uzytkowych materiatéw.

o Opracowywanie sposobéw otrzymywania, obrébki, uzytkowania
i ochrony (np. przed korozja).

o Badanie materiatéw naturalnych (drewno, jedwab) i préba ich
nasladowania w produkcji materiatéw sztucznych.



Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne - badania materiatowe

@ Prom kosmiczny podczas ladowania rozgrzewa sie ok. 1510°C.
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Modelowanie molekularne - badania materiatowe

@ Prom kosmiczny pokryty jest kompozytem wegiel-wegiel C/C -
grafit wzmocniony wiéknem weglowym.

rézne wtasnosci w zaleznosci od utozenia witokien,

w promie Columbia ptytka tego materiatu zostata ztamana,

zachowuje wtasnosci w temperaturze ponad 2000° C

stosowany tez w pociskach miedzykontynentalnych i tarczach

hamulcowych F1,

C/SiC - podobny materiat uwazany za jeszcze trwalszy.



Woprowadzenie - wstep do modelowania molekularnego

Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo

projektowanie lekéw

@ Jezeli wiemy cos o tym jak lek powinien dziata¢ na poziomie
czasteczkowym mozna podjac¢ zaprojektowania go.
@ Zwykle czasteczka leku ma pasowac do pewnego biatka w
organizmie cztowieka lub patogenu.
© mozemy znaé inng pasujacy czasteczke,
@ Ilub zna¢ strukture biatka (miejsce aktywne).

o Trzeba bra¢ tez pod uwage efekty uboczne i czas zycia.
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo

projektowanie lekéw

e Zanamivir (CioHy Ny O7) - lek przeciwwirusowy - grypa -
1989r.
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo

projektowanie lekéw

e Jak zaprojektowano Zanamivir?

© Lek ma wigzac sie z biatkiem wirusa (neuraminidaza) co
powoduje, ze przestaje ono dziatac.

© Znano strukture tego biatka dzieki krystalografii
rentgenowskiej.

© Znany byt tez pewien zwigzek (DANA), ktéry taczy sie z tym
biatkiem (ale za stabo).

© Uzyto metod modelowania molekularnego do zaprojektowania
innych czasteczek silnie wigzacych sie z miejscem aktywnym.

© Sprawdzano jakie oddziatywania miedzy czeSciami czasteczki i
biatka s3 korzystne.

@ Odkryto w biatku obszar o ujemnym tadunku, ktéry wigze sie z
jedna z grup OH czasteczki DANA.

@ Zastapiono ta grupe dodatnio natadowana grupa NH, - nowa
czasteczka dziatata 100 razy efektywniej.

Q@ Dalsze dopasowanie do ksztattu biatka - uzycie wiekszej grupy
atoméw —NH — (= NH)NH,.
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo
projektowanie lekéw
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo
projektowanie lekéw
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Modelowanie molekularne - medycyna

e Zwiazki aktywne biologicznie - zwijanie sie biatek i ich
stabilno$¢, dziatanie enzyméw, zmiany konformacji zwiazane z
aktywnoscia biologiczna, rozpoznawanie molekularne, DNA.

e Enzym:

Villin.
@ Wirus (satelitarny wirus mozaikowatosci tytoniu - wirusy

satelitarne s3 jednymi z najmniejszych, 1 milion atoméw, czas
14 ns):
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Modelowanie molekularne - medycyna
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

@ Nanotechnologia - badania sposobéw kontrolowania materii
na poziomie atomowym lub molekularnym.

o Rozwdj materiatéw i urzadzen w tej skali.
e Molekularna samo-organizacja.
e Medycyna, elektronika, produkcja energii.
e Richard Feynman (1959) “There’s Plenty of Room at the
Bottom”.
@ Praktyczny poczatek lata 80-te; powstanie mikroskopdéw
pozwalajacych tez manipulowaé atomami np. skaningowy
mikroskop tunelowy (STM)

e ten sam instrument pozwala uzyskiwaé obraz i manipulowaé
atomami.

e Odkrycie fullerenéw.
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

o Fulleren Ggg
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

Piezoelectric tube
with electrodes

Control voltages for piezotube

Tunneling Distance control
current amplifier  and scanning unit

| Sample

—L Tunneling
voltage

Data processing
and display
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

@ Atomy Xe na powierzchni Ni.
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

@ Nanosamochodzik.
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

@ STM pozwala takze obracaé pojedyncze wigzania w
czasteczkach - opdr czasteczki moze sie wtedy zmieni€ -
molekularny przetacznik.

e W matych uktadach inne zjawiska fizyczne sa wazne niz w
duzych.

@ Pewne wtasnosci fizyczne sie zmieniaja - zmiana stosunku
powierzchnia/objeto$¢ zmienia wtasnosci termiczne,
mechaniczne i katalityczne.

o Przykfady:

e Ztoto staje sie rozpuszczalne.

o Miedz staje sie przezroczysta.
e Aluminium staje sie palne.
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Dynamika molekularna - materiaty

@ Zjawisko tarcia - zachowanie ostrza niklowego w styku z
zelazem:

Tarcie 1.

Tarcie 2.
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Energia potencjalna czasteczek

Pole sitowe - wyrazenie opisujace energie czasteczki (uktadu
atoméw i/lub czasteczek) jako funkcje potozenia jej atoméw (jader
atomowych); V(R).

V(x + Ax) — V(x)

Ax
Przyblizenie Oppenheimera - réwnanie Schrodingera rodzielamy
na zagadnienie ruchu elektronéw w polu nieruchomych jader - w
hamiltonianie pomijamy odpychanie sie jader atomowych (teoria
struktury elektronowej w chemii kwantowej) i zagadnienie ruchu
jader w potencjale wyznaczonym przez energie elektronows.

F(x)=-—

VU ~ 9 (r; R)ox(R)

H(r;R)Y(r;R) = Exop(riR) = (T(R)+Ex(R))dk = exodk(R)
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Energia potencjalna czasteczek

@ Najprostsze czasteczki A — B np. Os.

Dwutlenek wegla - rotacje.

Dwutlenek wegla - wibracje 1.

Dwutlenek wegla - rotacje 2.
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Termodynamika

o Pierwsze prawo: AU = Q + W.
o AU = Q, gdy W = 0 (stata objetos¢)
o Entalpia: H=U +pV.
o AH = Q (state ci$nienie, praca wykonana nad uktadem
W = —pAV)
@ Drugie prawo - istnieje funkcja termodynamiczna S
(entropia) taka, ze

f(SQ
> -
ssz [0

gdzie T - temperatura, §Q - ciepto dostarczone do uktadu w
T.

e réwnos¢ dla proceséw odwracalnych, dla samorzutnych -
zmiana dodatnia
o ukfad termicznie izolowany: AS > 0, takze ASyszechwiat = 0.
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Termodynamika - energia swobodna

@ Réwnowaga termiczna - w uktadzie nie moze zaj$¢ zmiana
zwiekszajaca entropie wszechswiata.

o Energia swobodna - daje mozliwos¢ opisu réwnowagi bez
rozwazania otoczenia ukfadu.

@ Stata objetos¢ i temperatura - energia swobodna
Helmholtza: AF = AU - TAS <0 (AU = Q,
AS > Q/T).

o Whiosek: Dla uktadu w statej objetosci i temparaturze
energia swobodna Helmholtza maleje, az do osiagniecia
minimum, wtedy méwimy, ze uktad jest w réwnowadze.

@ Podobny wniosek - pod statym cisnieniem i temperatura dla
energii swobodnej Gibbsa G = H — T5§.
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Mechanika statystyczna

Mechanika statystyczna - posredniczy miedzy wielkosciami
mikroskopowymi a makroskopowymi; nie wszyskie wielkosci fizyczne
moga by¢ zmierzone w symulacji (odwrotnie: takze wielkosci
mierzone w symulacji zwykle nie odpowiadaja wielkosciom
mierzonym eksperymentalnie).

Przyktad: symulacja pozwala mierzyé chwilowe potozenia i
predkosci atoméw jednak doswiadczenie nie daje takich informacgji
ale wielkosci usrednione zaréwno w po duzej liczbie atoméw
(molekut, czastek) i zwykle czasie pomiaru.

Nalezy wiedzie¢ jakie $rednie oblicza¢ w symulacji - mechanika
statystyczna.

Wiekszos¢ symulacji zaktada, ze dynamike atoméw i molekut
opisuje mechanika klasyczna - obliczenia s3 proste i najczesciej
przyblizenie to jest usprawiedliwione.

Jednak tatwiej jest wyprowadzi¢ podstawowe prawa mechaniki
statystvczne] w jezvku mechaniki kwantowel.



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Mechanika statystyczna

Hli) = Eili)

Q(E,V,N) - liczba stanéw uktadu N czastek o energii E w
objetosci V (stanéw wtasnych - degeneracja uktadu wielu czastek
~ 1023 jest ogromna).

Podstawowe zatozenie mechaniki statystycznej - uktad o
ustalonych (E, V, N) mozna znalez¢ z jednakowym
prawdopodobiernstwem w kazdym z Q(E) stanéw wtasnych.
Zespdt statystyczny - zbidr kopii uktadu we wszystkich mozliwych
stanach.



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa
Mechanika statystyczna

o Uktad o energii E sktadajacy sie z 2 poduktadéw stabo
oddziatujacych: E = E; + E».

@ Energie E mozna podzieli¢ na wiele sposobéw - dla danego E;
liczba zdegenerowanych stanéw: Q;(E1) x Qa(E).

@ Dogodna jest addytywna miara degeneracji:
In Q(El, E— El) =In Q(El) +In Q(E — El).

o Najbardziej prawdopodobna wartos¢ £1 maksymalizuje
InQ(Ei, E — Ep) [dla E; dostepne jest najwiecej standw, wiec
ta energia jest najbardziej prawdopodobnal:

<8|HQ(E1,E—E1)> -0
Ok N,V.E '

e Wprowadzajac oznaczenie

alnQ(E, V., N)

B(E,V,N) = < OF

) = B(E1, V1, N1) = B(Ez, Vo, Na).
YR

)



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Mechanika statystyczna

o Jezeli cata energie umiescimy w uktadzie 1 nastepuje transfer
do uktadu 2 az do spetnienia powyzszego warunku lub
réwnowaznie az In 2 ma warto$¢ maksymalna - réwnowaga
termodynamiczna.

@ InQ) - zwigzany jest z entropia (dzieki 2 zasadzie - obie
wielkosci sa maksymalne w stanie réwnowagi). Z powodéw
historycznych nie jest to réwnos¢:

S(N,V,E)=kglnQ(N,V,E), kg=138-10"2J/K.

@ Réwnowaga to 81 = 2 - méwimy, ze temperatura obu
uktadéw jest taka sama = 3 musi by¢ zwiazane z temperatura.

@ Z definicji termodynamicznej mamy
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Mechanika statystyczna

Prawdopodobienstwo dowolnego stanu o energii E wynosi:
P =1/Q(NVE) (tzw. zespét mikrokanoniczny - NVE).

o Jezeli uktad (A) jest w réwnowadze termodynamicznej z
rezerwuarem (B) o temperaturze T: E = Eg + Ep.

o Uktad A jest w stanie kwantowym i o energii E; - wtedy
rezerwuar ma energie Eg = E — E; i jego degeneracja
wyznacza prawdopodobienstwo P; znalezienia uktadu A w

stanie i:
p._ Qp(E — E)
1

X Qs(E - Ej)



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa
Mechanika statystyczna

Rozwijajac wokét E; = 0:

In QB(E — E,') ~ In QB(E) — E,'alngEB(E)

Uwzgledniajac: 1/kg T = 0InQ/0E

In QB(E — E,) ~ In QB(E) — E,/kBT

QB(E — E,) ~ QB(E) exp(—E,-/kB T)

Wstawiajac uzyskane wyrazenie do prawdopodobienstwa w zespole
mikrokanonicznym uzyskujemy prawdopodobienstwo w statej
temperaturze tzn. w zespole kanonicznym.



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa
Mechanika statystyczna

Rozktad Boltzmanna (zesp6t kanoniczny - NVT):

exp(—E;/kgT)
> jexp(—Ej/ksT)

Energia $rednia (warto$¢ oczekiwana energii):

[

o(1/ksT) ~ 0(1/kgT)’
Q - funkgja pod2|a’ru.
Energia swobodna Helmholtza:

i

F=—kgTInQ=—kgTlIn (Z exp(—E;/ ks T)> .

Wyprowadzenie:
U=F—T(dF/0T)y = d(F/T)/0(1/T) = d(BF)/05;
U= (E)=-0InQ/0pB



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa
Mechanika statystyczna

Wartos¢ srednia (oczekiwana) wielkosci A uktadu w réwnowadze
termodynamicznej (thermal average):

>_iexp(—Ei/kg T)(i|Ali)
> jexp(—Ej/keT) ~

réwnania tego nie mozna uzyé, gdyz trzeba by wyznaczy¢ wszystkie
stany wieloczastkowego uktadu kwantowego.

(A) =

Jednak korzystajac z relacji exp(—E;j/kg T) = (i|exp(—H /kg T)|i),

_ Sililexp(—H/ks T)Ali) _ Trlexp(~H/ks T)A]
> iUl exp(=H/ks T)Lj) Trexp(—H/kgT) -

(A)



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa
Mechanika statystyczna

exp(—BK) exp(—5U) = exp{(=BIK + U + O([K, U]))},
[, O] ~ h, wiec w granicy h — 0:

Trexp(—fSH) ~ Tr[exp(—SK) exp(—LU)].

Jezeli |k) i |r) sa odpowiednio wektorami wtasnymi operatora pedu
i pofozenia:

Trexp(—BH) =) _(r| exp(—BU)|r) (r|k) (k| exp(—BK)| k) (k]r).

r.k



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa
Mechanika statystyczna

(r|exp(—BU)|r) = exp[—BU(r")],

(k| exp(—BK)|k) —eXp[ ﬁZP, /(2m;) ] pi = hkj,

(rlk)(k|r) =1/V",

zastepujac sume catkowaniem:

Trexp(—fH) ~ thN, / dp"dr exp{ [Zp?/(zm,-)wv”)

= chassical )

}

h9N - objetos¢ w przestrzeni fazowej, 1/N! - dla uwzglednienia
nierozréznialnosci identycznych czastek.



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Mechanika statystyczna

Analogicznie Trexp(—8H)A:

Trexp(—pH) = Y _(rlexp(—BU)|r){r|Alr){r|k) (k| exp(—BK) k) (klr).

r.k

_ S dp"drVexp{ B[}, p7 /(2mi) + U()FAGR", ")

A = T o ae exp{ A, P2/ i) + U]}



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Ergodycznosé¢

Srednia po zespole statystycznym - $rednia po wszystkich
mozliwych stanach kwantowych; zwykle tak nie mysli sie o
wartosciach srednich ale oblicza sie $rednie z serii pomiaréw w
pewnym przedziale czasowym.

Jezeli mierzymy pewna wielkos¢ x(r) (np. pi(r)), to zaktadajac ze
dla wystarczajaco dtugiego czasu symulacji $rednia po czasie nie
zalezy od warunkéw poczatkowych (uwaga! to nie zawsze jest
prawda) to Srednia po czasie dana jest wzorem:

t—o00

x(r) = lim 1/0tx(r; t')dt'.



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Ergodycznosé¢

. t
m _ Zwarunki poczatkowe |Imt—>°° % fo X(r; tl)dt/ _

warunki poczatkowe

— lim / Zwarunki poczatkowe (r' t/) dt,
warunki poczatkowe
Je x(r;¢M(0), p"(0), ')deN dp
v

— lim /0 (x(r eY(0), p(0), ) mvedt.



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Ergodycznosé¢

Usrednianie po czasie mozna opusci¢, poniewaz Srednia po zespole
statystycznym (NVE) nie zalezy od czasu; usrednianie po
warunkach poczatkowych jest réwnowazne usrednianiu po
wsp6trzednych przestrzennych wyewoulowanych w czasie; zatem:

m: (x(r))nve-

Powyzsze réwnanie nazywamy "hipoteza ergodyczna"; nie jest
spelniona np. w uktadach metastabilnych (szkta) czy prawie
harmoniczne ciata state.

L = podejscie MD; P = podejscie MC



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Mechanika kwantowa

e Sformuowanie w jezyku catek po trajektoriach (Feynman) -
PIMC & PIMD.

o llustracja tego podejscia jest eksperyment z dwoma
szczelinami.

S
Wave fronts <

5;;:)3;__\_‘)))_____-, .

Interference
pattern




Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Mechanika kwantowa

Jest wiele mozliwych $ciezek np.

Catkowite prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w danym
punkcie to: P(y) = | X= 0 ns Apath(¥)1*-



Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa

Mechanika kwantowa

Ponizsza modyfikacja daje w granicy sume wszystkich Sciezek -
granica jest pusta przestrzenia, w ktérej powinno by¢ nieskonczenie
wiele $ciezek:

D



Pola sitowe, powierzchnie energii potencjalnej

Powierzchnia energii potencjalnej (PES - potential energy
surface) - energia molekuty jako funkcje potozenia jej jader (opis
jednego uktadu).

Pole sitowe (force field) - wyrazenie opisujace energie molekuty
jako funkcje potozenia jej jader; jest to pole skalarne V(R) (szerszy
zakres np. czasteczki organiczne).

F = —VV - stad nazwa; dim(R) = 3N

W potowie XXw. ustalono podstawowe zaleznosci geometryczne w
molekutach = wyjasnianie budowy skomplikowanych molekut i
przewidywanie geometrii nowych.



Pola sitowe, powierzchnie energii potencjalnej

@ Podstawowe zatozenie - przyblizenie Borna-Oppenheimera.

e Dla PES wymagana doktadnos¢ to
lkcal /mol = 1.59 - 10 3a.u.

e PES zalezy od 3N — 6 wspétrzednych (3N-translacje-rotacje).
@ Liczba potrzebnych puktéw PES rosnie wyktadniczo z
wielkoscig uktadu, nastepnie punkty przybliza sie funkcjami
analitycznymi.
e wzor analityczny = wszystkie punkty + mozliwosé
rézniczkowania (sity)
Pole sitowe metodami chemii kwantowej - nalezy rozwigzaé
réwnanie Schrddingera dla kazdego potozenia jader R; znajdujac
V(R) = {V(R,)}.
Przyktad: Jezeli N = 100, dla kazdego wymiaru 100 punktéw
(wartosci potencjatu), zatozmy ze obliczenie kazdego punktu trwa 1
minute, to czas obliczenia pola sitowego wynosi:
1003V =61 min = 1003*1901 min = 10%%° min.



PES - punkty krytyczne

@ Punkt krytyczny - punkt dla ktérego gradient potencjatu VV
jest réwny zero.

Gi=—=
ox;

0, i=1,2..3N

o Fi(xi) = —Gi(x;) - w punktach krytycznych na atomy nie
dziataja zadne sity.

@ Punkty krytyczne klasyfikuje sie na podstawie hesjanu

02V

H; = .
Y 0x;0x;

@ 3 rodzaje punktéw krytycznych: minima, maksima i punkty
siodtowe.



PES - punkty krytyczne

o Diagonalizacja hesjanu - na przekatnej wartosci wtasne.

e 6 wartosci jest réwnych zero - rotacje i translacje catego
uktadu (pozostaje 3N — 6 niezerowych wartosci)

o minimum - wszystkie wartoéci s3 dodatnie A\ = w? > 0 (w -
czestos¢ drgan normalnych) - najbardziej prawdopodobna
konformacja molekuty

o maksimum - wszystkie wartosci s3 ujemne (nie musi istnie¢)

o punkt siodfowy n-tego rzedu (n=1,2,...,3N —7) - n
wartosci ujemnych (odpowiednie omega - urojone)

o Diagonalizacja - obrét osi wspétrzednych np.

e minimum w ksztatcie elipsoidalnego zagtebienia - osie nowego
uktadu pokryja sie z osiami elipsy

e punkt siodtowy pierwszego rzedu na 2 wymiarowej powierzchni
(siodto) - jedna z nowych wspétrzednych skierowana wzdtuz
konia, druga w poprzek



PES - punkty krytyczne




PES - punkty krytyczne

o Metody spektroskopowe = czestosci drgan i state sitowe
(zwiazane z krzywizng hiperpowierzchni V).
@ Spektroskopia femtosekundowa (Ahmed Zewail - nagroda
Nobla 1999) - jedyne zrédto informacji o punktach siodtowych
pierwszego rzedu (TS).
Miedzy dwoma minimami jest zawsze co najmniej jeden
punkt siodtowy pierwszego rzedu (przetecz) i odpowiada
on najwyzszej energii na $ciezce minimum energii miedzy
dwoma minimami (MEP - minimal energy path).

e punkty siodtowe wyzszych rzedéw odpowiadaja wyzszej energii
Wyznaczanie MEP - w punkcie siodtowym diag_pnalizujemy

hesjan i kierujemy sie wzdtuz wektora wtasnego L
odpowiadajacego jedynej ujemnej wartosci wtasnej zgodnie ze
wskazaniami wektora —AV az do jego wyzerowania
(minimum).

e drugie minimum znajdujemy idac w kierunku —L



PES - szukanie punktéw krytycznych

@ Minimum i maksimum - metoda gradientowa - zatozenia
f € Cl i jest wypukta.

© wybor wektora startowego xq € D

@ obliczenie kierunku poszukiwan —Vf(x)

© xki1 = xkx — ax VI (xk) (czesto ax = a = const.)

© Sparawdzanie kryterium stopu - jezeli spetnione to STOP
(IVF ()]l < e lub xess — x| < <)

Q jezeli f(xk11) > f(xk) zmniejszamy ay i powtarzamy punkt 3
dla k

@ Powtarzamy punkt 3 dla nastepnego kroku tzn. k +1

@ Punkt siodtowy - minimalizujemy energie wg. jednego
kierunku a maksymalizujemy wg. drugiego.



PES - drgania normalne

e Jakie ruchy wykonuja jadra w minimum PES?

@ Niewielka amplituda - drgania mozna przyjac za harmoniczne.

e Drgania normalne - drgania harmoniczne atoméw wokét
potozeh réwnowagi o tej samej fazie dla kazdego atomu (tzn.
wychylenia maksymalne w tym samym czasie).

@ Jest 3N — 6 niezaleznych drgai normalnych - z ich natozenia
wynika caty ruch drgajacy molekuty.

@ Rozwazmy jedno minimum V/(Ry),
R = [Xl,XQ, X3, ceny X3N—27 )(3/\/_17 X3N] i rozwiﬁmy PES w

szereg Taylora
1 >?V
>0 X'+§ Z (aXia)(J_)O XiXj+...,

ov
0x; —

y

V(Ro+x) = V(Ro)+Z <

gdziex =R —Rq (x; = Xi — Xjo, i = 1,...,3N) - wychylenie z
potozenia réwnowagi Ry.



PES - drgania normalne

° g)‘é — %; w Ro pierwsze pochodne znikaja a

harmoniczno$¢ oznacza zaniedbanie cztonéw wyzszych
rzedoéw niz 2:

V(R —|—x)—V(R)+EZ PV
o TS oxiox; )

)

o Definiujac macierz statych sitowych (V"); = (%)0:
iOXj

1
V(Ro 4+ x) = V(Rg) + 5xTv”x

e Geometrycznie harmoniczno$¢ - zastapienie funkcji V
3N-wymiarowa paraboloida w punkcie Rg.

@ Drgania normalne wyznacza sie przez obrét uktadu
wsp6trzednych tak, aby osie pokryty sie z osiami gtéwnymi
paraboloidy.



PES - drgania normalne

@ Aby opisa¢ ruch zapisujemy macierzowo réwnania Newtona
Mx = —V"x,

gdzie M - diagonalna macierz mas atomowych oraz sktadowa
sity wzdtuz osi k to

—S—V =—(V"'X)k (F=—kx=—-V"x).
Xk

@ Réwnanie upraszczamy korzystajac z réwnosci
M/2ZML/2 = M.

M71/2 . | M1/2M1/2i — _M1/2M71/2leM71/2ml/2x

gdziey = M/2x i A = M~1/2y"M~1/2,



PES - drgania normalne

@ Rozwiazanie réwnania (x): y = c;e™! + cpe™ ™!, w = 27w -
czestosé kotowa drgan, ¢ € C3V.

@ Wspétczynniki zaleza od warunkéw poczatkowych i macierzy
A.

e zaktadajac dla t = 0 wychyleniey =0 = ¢; = —c; =
o y = Lsin(wt)
e Wstawiajac y do () otrzymujemy réwnanie wiasne
(A —w?1)L = 0.
@ Rozwiazujac dostajemy 3N wartosci wlasnych i
odpowiadajacych im oscylatoréw - czestosci ogdlnie nie
muszg by¢ takie same

(A—wil)L, =0, k=1,.,3N.

@ Réwnanie to rozwigzujemy diagonalizujac macierz A (=
obracajac odpowiednio uktad wspétrzednych)



PES - drgania normalne

@ 6 ze znalezionych czestosci (5 w przypadku molekuty liniowej)
jest réwne zero < translacje i rotacje molekuty nie zmieniaja
energii wiec stafa sitowa jest réwna zero.

@ W przypadku 2 wymiarowym po diagonalizacji otrzymujemy

1 1
V(Ro +x) = V(Ro) + §k1(X{)2 + §/<2(X§)2-

e ki, kp >0 - minimum
o ki, ko <0 - maksimum
o ki - ky < 0 - punkt siodtowy



PES - drgania normalne

@ Do minimum potencjatu V(Rg) nalezy doda¢ energie
kinetyczng aby uzyska¢ energie uktadu.

o Gdy wszystkie oscylatory normalne znajduja sie w stanach
podstawowych nalezy doda¢ energie drgain zerowych

1
E = V(Ro) + Ezhyj
J

@ Wzér zaktada harmonicznos¢ oscylacji - rzeczywiste czestosci
drgan czasteczek sa kilka procent nizsze.



PES - drgania normalne

Symmetric Stretch
3657 om™!

Bend 1595 om™!

Asymmetric Stretch
3756 cm’”



Pola sitowe

e Wigzania - kazde wigzanie ma dtugos¢ ry dla ktérej jego
wktad do energii bedzie najmniejszy, w poblizu minumum
mozna przyjac %kxy(r — r9)? - wyrazeniu temu przypisuje sie
uniwersalng waznos¢ dla wiazan X — Y danego typu
niezaleznie od otoczenia tego wiazania (tj. to samo ry i kxy).

Poprawki anharmoniczne - mozna uwzgledni¢ zmniejszajaca sie
site potrzebna do rozciaggania wiazania.



Pola sitowe

e Katy - majac dane optymalne dtugosci A—Bi B—Ci
zmieniajac kat A — B — C zmieniamy tez odlegtos¢ AC - atomy
te nie s3 zwigzane wigzaniem chemicznym, wiec zmiana energii
bedzie mniejsza niz w przypadku zmiany dtugosci wigzania.

Istnieja optymalne katy miedzy danymi wigzaniami -
odchylenia od nich takze uwzgledniamy cztonem
harmonicznym: %kxyz(a — )

Przykfad: kc_c_c = 0.0099—Ka_ podczas gdy

mol-stopien
_ kcal
kC_C =317 mol-A-




Pola sitowe

o Oddziatywania van der Waalsa - atomy oddalone od siebie
bardziej niz 2 wiazania takze oddziatywuja.

Promien van der Waalsa - jezeli rp = odlegtos¢ réwnowagi
przy zblizaniu do siebie dwéch atoméw F i analogicznie r¢y, to
gdy zblizamy do siebie H — F i C/ — H, to odlegtos¢
réwnowagowa ~ rr + rcj.

Atomy zwykle nie zblizaja sie na odlegtos¢ wieksza niz suma
ich promieni van der Waalsa (enegria gwattownie rosnie) a
odalane beda sie przyciaga¢ proporcjonalnie do r=¢ = jezeli w
odlegtosci rownowagowej energia wynosi —¢, to oddziatywanie
opisuje wz6r Lennarda-Jonesa (LJ 12-6):

v vy =[(2)*-2 ()]



Pola sitowe




Pola sitowe

e Oddziatywania elektrostatyczne - g1q»/r.

o Katy torsyjne - w przypadku zwigzanych atoméw
X —Y —Z— W rotacja Y — Z o kat w wprowadza dodatkowa
energie Axyzw (1 — cos nw), gdzie n - krotno$¢ wystapienia
bariery przy petnym obrocie np. etan n=3 (vs. etylen, n=2).

e Cztony mieszane (sprzegajace) np. wigzanie - kat (stata
sitowa zmiany kata powinna zaleze¢ od aktualnych dtugosci
wigzan).

o Cztony uwzgledniajace przenikalno$¢ dielektrycznag
o$rodka - gdy uwzgledniamy oérodek bez jego struktury
molekularnej, np. polaryzacja osrodka przez molekute.

e Inne np. wigzania wodorowe, polaryzowalno$¢ (na tadunek
atomu wptywaja oddziatywania z innymi atomami).



Pola sitowe




Pola sitowe

1 1
V= Z EkXY("*I’0)27L Z EkXYZ(OZ*OZO)z‘FZVLJ(X, Y)+
X=Y X-Y-Z XY

q1q2
+ Z — + Z Axyzw (1 — cos nw)
XY

tors

Dodatkowa zaleta - pole sitowe daje funkcje V(R) w postaci
wzoru dla dowolnego R.

Zwykle dla tego samego zagadnienia jest wiele pél sitowych -
czesto rezultaty bardzo podobne ale nie zawsze (nawet z tej samej
geometrii poczatkowej).

Parametréw z jednego pola sitowego nie powinno sie uzywac w
innym, gdyz s3 one optymalizowane dla danej postaci funkcyjnej,
ktéra w innym polu moze by¢ inna.



Pola sitowe

Funkcje i parametry w polach sitowych moga pochodzi¢ z
eksperymentéw (spektroskopia, rtg, entalpia parowania) lub
obliczen kwantowomechanicznych.

Pola sitowe zjednoczonego atomu (united-atom FF) - parametry
nie sa dane dla kazdego atomu ale grupy typu CHs traktuje sie jako
pojeyncze centrum oddziatywania.

Gruboziarniste pola sitowe (coarse-grained FF) - nawet wieksze
czesci molekuty traktuja jako pojedynczy punkt np. w symulagji
biatek.



Problemy z polami sitowymi

@ Sity van der Waalsa s3 silnie zalezne od srodowiska (wptyw
rozpuszczalnika) - McLachlan (1963) - przyciaganie w
rozpuszczalniku jest stabsze i zaktada ze rézne atomy
przyciagaja sie stabiej niz identyczne; teoria ta dopuszcza
oddziatywania czysto odpychajace jak w ciektym helu.
Klasyczne pola sitowe opieraja sie na regutach
kombinatorycznych (combinatorial rules) - energia
oddziatywania réznych atoméw jest Srednia energii
oddziatywan takich samych atoméw np.
E(C..N)=[E(C...C)+ E(N..N)]/2.

e Struktura biatek - uczestnicy CASP (Critical Assesment of
Techniques for Protein Structure Prediction) nie prébuja
uniknaé tego, ze minimalizacja energii lub MD prowadzi do
struktury r6znej od wyznaczonej do$wiadczalnie - zamiast tego
rozwinieto inne wielkosci do oceny przebiegu symulacji.



Popularne pola sitowe

@ MM2 - stworzone do analizy konformacyjnej matych zwigzkéw
organicznych; posiada duzy zbiér parametréw, ktéry jest ciagle
ulepszany i dostosowywany do réznych klas zwigzkéw
organicznych (MM3, MM4).

o CFF - stworzone do ujednolicenia obliczen energii, struktury i
wibracji czasteczek i krysztalow molekularnych; program CFF
postuzyt do rozwiniecia wielu innych.

@ ECEPP - do modelowania peptydow i protein; dla
uproszczenia uzywa ustalonych geometrii aminokwaséw, wiec
zmiennymi s3 tylko katy torsyjne.



Popularne pola sitowe

e AMBER, CHARMM, GROMOS - rozwiniete do MD
makromolekut, ale s3 powszechnie uzywane do minimalizacji
energii - wsp6trzedne wszystkich atoméw sa zmiennymi.

e EVB (Empirical Valence Bond) - reaktywne pole sitowe
(reactive force field) - prawdopodobnie najlepsze do
modelowania reakcji chemicznych w réznych srodowiskach;
pozwala oblicza¢ energie swobodne aktywacji.



Modele wody

Model wody - pole sitowe dla wody; wazne ze wzgledu na
specjalne wtasnosci wody i jej waznos¢ jako rozpuszczalnika.
Klasyfikujemy je ze wzgledu na liczbe centréow definiujacych model,
sztywnos¢ - gietkosé, efekty polaryzacyjne.

Najprostsze modele s3 sztywne np. TIP3P.

na anab
kgiqj =~ A B
Eb=2_ D PR R
i j y (o]0 00

k=332.1Akcal/mol, g - tadunki czastkowe, ktére moga byc
rozmieszczone na atomach lub innych centrach (wolne pary
elektronéw).



Modele wody

Lane pair




Modele wody

TIP3P (model 3-centrowy) : roy, £(HOH), A, B, q(0) <0,
q(H) > 0.

TIP5P (model 5-centrowy) : roy, £(HOH), r(OL), £(LOL), A
B, q(L). q(H).

TIP5P przewiduje takie wtasnosci jak geometria dimeru wody,
radialny rozktad dyfrakcji neutronéw, temperature maksymalnej
gestosci wody.



Modele wody

Model SPC/E - zawiera poprawke polaryzacyjna

1 (p—p°)?
Epol = 5 Z T = 1.25kcal /mol,
i - moment dipolowy spolaryzowane] czasteczki Ho O, 1® - moment
dipolowy czasteczki izolowanej, «; - izotropowa stata

polaryzowalnosci.
Modele gruboziarniste - jedno- lub dwucentrowe.

Czas obliczen - proporcjonalny do ilosci oddziatywan w modelu
np. dla 3-centrowego modelu jest 9 odlegtosci dla kazdej pary
molekut wody a dla 5-punktowego 4 x 444 + 1oo = 17.

Modele sztywne - wymagaja dodatkowego kosztu na utrzymanie
zatozonej struktury (istnieja odpowiednie algorytmy) ale za to
mozna czesto zwiekszy¢ krok czasowy (time step).



UFF - Doktadniejsze oméwienie wybranego pola sitowego

UFF (Universal Force Field) - zaprojektowane do opisu wszystkich
atomow, wiec obejmuje i zwiazki nieorganiczne. Parametry bazuja
na trzech zmiennych: rodzaju atomu, hybrydyzacji i wigzaniach.

e Typ atomu - 126 typéw opisanych symbolem pierwiastka,
geometria/hybrydyzacja i jednym dodatkowym parametrem;
1 = linia, 2 = tréjkat, R = aromatyczny, 3 = tetraedr, 4 =
kwadrat, 5 = bipiramida trygonalna, 6 = oktaedr;
np. N_3, Rh6; dodatkowy parametr - P_3 g fosfor tworzacy
wiazanie koordynacyjne np. (PhsP),PtCh.



UFF

o Posta¢ funkcyjna

E=Er+Ep+ Ep+ E, + Evgw + Eg

- ERr - wiazania; oscylatory harmoniczne lub Morse’a;

dtugos¢ wiazania sktada sie z promieni atoméw tworzacych
wigzanie (promienie brane s z ustalonych zwiazkéw np. Cg z
benzenu), poprawki rzedu wiazania

reo = —0.1332(r; + ry)In(n) i poprawki elektroujemnosci

ren = rirs(VXT + X))/ (xar + xar);

i 777 2
state sitowe Er = Eg — Friy — G ’,UJ = ky= (7(9 ,55 Jo =

664.12@ [kcal /(mol - A?)], Z* - efektywne tadunki (w
J
jednostkach atomowych) dopasowane do pewnego zbioru

danych.



- Ey - katy miedzy wigzaniami.

Dla katéw (ogolnie) - rozwiniecie Fouriera

= KZ Cp cos (n7)

n=0

m
Eg = K[JK Z Cn Cos (n@),
n=0
Cy - spetniaja warunki brzegowe np. aby funkcja miata
minimum przy danym Oo.

2
Ey=Ey— FO— ﬂ KiK/JK—(%%)



UFF

- E;4 - katy torsyjne.

m
Ey = Kuke Y _ Cacos (ndikt),

n=0
Kike, Cn - okreslone s3 przez bariere rotacji Vy,
periodycznos¢ potencjatu i kat réwnowagowy.
- E, - cztony inwersyjne
Dla atomu / zwigzanego z trzema innymi atomami J, K, L
uzywa sie jedno- lub dwucztonowego rozwiniecia Fouriera:

E, = Kiuki(Co + G coswyykr + Co cos 2wk ) [keal /mol],

wpkL = £(0$ IL, ptaszczyzna 1JK); brane sa pod uwage
wszystkie osie (IL, 1J, IK).



cos2w : min = 90°, max = 0° (PHs)

cosw : min = 0°, max = 180° (etylen)

Kombinacja liniowa powyzszych przypadkéw pozwala opisaé
przypadki posrednie.



Inwersja




Inwersja



- Eyqw - oddziatywania van der Waalsa

LJ 6-12:

12 6
Evaw = Dy [(?) -2 (%) ] ;

Dyy [keal /mol], xiy[A] - otrzymywane z regut
kombinatorycznych (xj - Srednia arytmetyczna, dla krysztatéw
- geometryczna; Dj; - geometryczna).

- E¢ - oddziatywania elektrostatyczne

- Nie ma oddziatywan van der Waalsa i elektrostatycznych 1,2 i
1.3.

- Doktadnos¢ - btad ponizej 0.1A i 5 — 10°.



NH; + H = NH, + Hy PES

2 etapy konstrukeji PES:
e wybér postaci funkcyjnej modéw rozciggajacych (stretch) i
zginajacych (bend)
o kalibracja do danych doswiadczalnych i/lub ab initio
W tym wypadku (Corchado, Espinosa-Garcia, 1997) - dla
reagentéw i produktéw wykorzystano dane eksperymentalne a
dla punktu siodtowego dane ab inito.
NH3 + H, = NH, + HH,
V' = Vitrer + Vharm + Vumb
Czynnik rozciagajacy

(]

3

Vstret = Y Va(Rur;, Ruty» Reghy);
i—1

V3 - funkcja Londona-Eyringa-Polany’'ego (LEP)



NH; + H = NH, + Hy PES

@ Harmoniczny czynnik zginajacy

2 3
Viorm = 3 37 D KOKiKj(05 — 032
i=1 j=i+1
state sitowe K; = A; exp[—Ax(Rnm, — R°)?].
o Katy odniesienia 08- dane odpowiednia funkcja pozwalajaca na
relaksacje w czsie reakcji.
o Powyzsze potencjaty rozciagajace i zginajace daja prawidtows
ilos¢ czestosci w punktach krytycznych i wzdtuz sciezki reakgji:

o reagenty 6 =3%x4 —6
o produkty 4 =1+3%3—-6
e punkt siodtowy 9 =3%5—6
o Dtugosci i katy w geometriach réwnowagowych (indeks ) -
znane.
e Okazuje sie, ze mod parasolkowy amoniaku (umbrella) jest
przeszacowany - koryguje to potencjat Vymp.



NH; + H = NH, + H, PES

o Kalibracja - wczesniejsze prace nad reakcjami tego typu
wskazuja, ze wystarczy skalibrowaé punkty krytyczne.

e najpierw reagenty i produkty (energie, czestosci)

o punkt siodtowy (wysokos¢ bariery, geometria, czestosci)
o Kalibrowano 31 parametréw.

e TS - obliczenia ab initio geometrii, czestosci i energii.



Dynamika molekularna - idea

e Whtasnosci réwnowagowe i transportu (np. przewodno$¢
cieplna).

@ Symulacja klasyczna - ruch jader podlega prawom mechaniki
klasycznej.

e Efekty kwantowe - w przypadku lekkich atoméw lub wibracji
o czestosci hv > kg T.
e MD podobna do prawdziwego eksperymentu:
e pomiar zamuje pewien czas i podlega btedom statystycznym,
im dtuzsze usrednianie tym doktadniejszy pomiar
o w MD czekamy az wtasnosci uktadu przestang sie zmieniaé

(tzn. doprowadzamy uktad do stanu réwnowagi) i nastepnie
przeprowadzamy pomiar.



Dynamika molekularna - idea

@ Obserwabla - musi by¢ funkcja potozen i pedéw czastek
uktadu.
o przyktad - temperatura - definicja wykorzystuje zasade
ekwipartycji energii, dla $redniej energii kinetycznej stopnia

swobody zachodzi
1 1
<2mv§> = EkBT

e w praktyce - mierzymy catkowita Ey;, i dzielimy przez liczbe
stopni swobody (3N — 3 dla N czastek o statym pedzie
catkowitym):

o wzgledne fluktuacje temperatury sa rzedu 1/4/Ns (dla
N¢ = 102 — 103, fluktuacje 5 — 10%)



Dynamika molekularna - program

© Czytanie parametréw danej symulacji (temperatura
poczatkowa, liczba czastek, gestos¢, krok czasowy).

@ Zainicjowaniowanie ukfadu (wczytanie poczatkowych
potozen i predkosci).
© Obliczenie sit dziatajacych na wszystkie czastki.

O Catkowanie réwnan ruchu. (punkt 3 i 4 powtarza sie do
uzyskania ewolucji uktadu w danym czasie)

@ Obliczenie $rednich z mierzonych wielkosci i zatrzymanie
programu.



Dynamika molekularna - program

ALGORYTM.

program md

call init

t=0

do while (t.lt.tmax)
call force(f,en)
call integrate(f,en)
t=t+delt

call sample

enddo

stop

end



Dynamika molekularna - program

Ad.2. Inicjalizacja.

@ Potozenia poczatkowe - zgodne ze struktura, ktéra
zamierzamy symulowac.

o Pozycje czastki w poprzednim kroku przyblizamy jako
xm(i) = x(i) — v(i)dt.

o Predkosci poczatkowe ustalamy tak by ped poczatkowy byt
rowny zero (losowo, potem skalowanie by ped = 0; w procesie
ustalania sie réwnowagi czastki uzyskuja odpowiednie
predkosci).



Dynamika molekularna - program

Ad.3. Sity - najwiecej czasu w MD.

e Rozwazajac wszystkie pary czastek: N(N —1)/2 sit = czas
skaluje sie jak N2.

@ Istnieja metody przyspieszenia symulacji do skalowania jak
N (lista Verleta).

o Site dziatajacag wzdtuz osi x obliczamy wzorem

w052 =) (%)

e Dla potencjatu Lennarda-Jonesa

48x (1 1



Dynamika molekularna - program

Ad.4. Catkowanie réwnan ruchu.
@ Algorytm Verleta - najprostszy i czesto najlepszy.
@ Rozwijamy w szereg Taylora potozenie czastki w czasie t
f(H) 2, a3 4
r(t+ At) = r(t) + v(t)At + 2—At + ?At + O(AtY),
m !
F

r(t — At) = r(t) — v(t)At + 7[2(,;)At2 - 3|.At3 +0(AtY).

@ Po zsumowaniu

r(t+At)+r(t_At):2r(t)+?At2+O(At4)7

r(t + At) ~ 2r(t) — r(t — At) + @At?



Dynamika molekularna - program

Ad.4. Catkowanie réwnan ruchu.

e W algorytmie nie ma predkosci ale mozna je wyprowadzi¢ z
trajektorii czastek

r(t + At) — r(t — At) = 2v(t)At + O(A3)
e (t+D8) — r(t -~ At)
r(t+ At) —r(t — At
v(t) = 2At
o Doktadnos¢ tego wyrazenia jest rzedu At? ale istnieja

algorytmy pozwalajace doktadniej oszacowaé predkosé (a wiec
i energie kinetyczna).

+ O(At?).




Dynamika molekularna - program

Ad.4. Catkowanie réwnan ruchu.

@ Po obliczeniu nowych potozen, aktualne potozenia staja sie
starymi (w czasie t — At) a nowe aktualnymi (w czasie t).

@ Po kazdym kroku czasowym obliczamy aktualna temperature
(temp), aktualna energie potencjalng (en, obliczona w
algorytmie force) oraz energie catkowita (etot, powinna
by¢ zachowana).



Dynamika molekularna - program

Ad.4. Catkowanie réwnan ruchu.

ALGORYTM.

subroutine integrate(f,en)

sumv=0

sumv2=0

do i=1,npart
xx=2%x (1) -xm(i)+delt**2x*f (i)
vi=(xx-xm(i))/(2*delt)
sumv=sumv+vi
sumv2=sumv2+vix*2
xm(i)=x(1)
x(i)=xx

enddo

temp=sumv2/(3*npart)

etot=(en+0.5*sumv2) /npart

end



Dynamika molekularna - réwnania ruchu

e Wazny jest dobry algorytm catkowania réwnan Newtona - nie
jest oczywiste jakie kryteria powinien on spetniac.

@ SzybkoS¢ - nie jest najwazniejsza - czas zuzyty na réwnania
ruchu jest maty w poréwnaniu z czasem obliczania
oddziatywan.

o Korzystne s3 zaawansowane algorytmy pozwalajace na duzy
krok czasowy (wickszy krok czasowy = mniej obliczen sit na
jednostke czasu).

o Algorytmy takie przechowuja informacje o pochodnych
wyzszych rzedéw = potrzeba wiecej pamieci ale jest to
problem tylko dla bardzo duzych uktadéw.

e Zachowanie energii - wazne

e algorytmy typu Verleta - umiarkowanie dobrze zachowuja
energie w krétkim czasie (kilka krokéw) ale dobrze w dtugim
czasie.

e algorytmy wyzszego rzedu - bardzo dobre zachowanie w
krétkim czasie ale niezte w dtugim.



Dynamika molekularna - réwnania ruchu

@ Nie ma algorytméw doktadnie przewidujacych trajektorie
wszystkich czastek zaréwno w krétkim jak i dtugim czasie.

o trajektorie w 6/ wymiarowej przestrzeni fazowej (potozenia +
ped) z czasem odbiegaja wyktadniczo od prawdziwych
trajektorii (niestabilno$¢ Lyapunowa)

e celem MD nie jest przewidzenie co sie doktadnie stanie ale
przewidywania statystyczne (obliczamy $rednie a stan
poczatkowy nie jest kluczowy)

e Algorytm Verleta - szybki (nie jest to szczegélnie wazne), nie
jest zbyt doktadny dla duzych krokéw czasowych (trzeba liczy¢
sity dos¢ czesto), potrzeba bardzo mato pamieci, dobre
zachowanie energii w krétkim czasie i niezte w dtugim.



Dynamika molekularna - réwnania ruchu

e Algorytm zabiego skoku (Leap Frog algorithm) - oblicza
predkosci w potowie kroku czasowego i uzywa ich do obliczenia
nowych potozen; jest réwnowazny algorytmowi Verleta.

e wyprowadzamy go z algorytmu Verleta definujac predkosci w
potowie kroku
v(t — At/2) = W= an
v(t + At/2) = [EEED-r(t),

o Z drugiego z tych réwnan nowe potozenia:
r(t+ At) = r(t) + Atv(t + At/2),

o gdzie predkosci aktualizujemy zgodnie z algorytmem
Verleta
v(t+ At)2) = v(t — At/2) + A

e Uzasadnienie:
v(t+At)2)—v(t—At/2) = — 28 | AN (oAl _ flE) Ay
(ostatnia réwnos¢ - z algorytmu Verleta
r(t+ At) + r(t — At) = 2r(t) + T AL2)

m



Dynamika molekularna - réwnania ruchu

@ Algorytm zabiego skoku dzieki wyprowadzeniu z algorytmu
Verleta - identyczne trajektorie.

@ Predkosci nie sa obliczane w tym samym czasie co potozenia
= energia kinetyczna i potencjalna tez odpowiadajg innym
punktom w czasie = nie mozna obliczy¢ energii catkowitej.

o Algorytm Verleta z predkoscia - uzywa potozen i predkosci
w tym samym czasie.

r(t+ At) = r(t) + v(t)At + ';(IZ)A# (%)

f(t+ At)+f(t)

2m

v(t+ At) = v(t) + At




Dynamika molekularna - réwnania ruchu

@ Uzasadnienie réwnowaznos$ci z algorytmem Verleta:
o Z (x): r(t+2At) = r(t+ At) + v(t + At)At + LD A2
@ oraz (przeksztatcajac (*))
r(t) = r(t + At) — v(t)At — LD A2
e po dodaniu r(t +2At) 4 r(t) =
2r(t+ At) + [v(t + At) — v(£)]At + LHEDFE A 42
@ uzywajac wzoru na predkosé
r(t+20¢) + r(t) = 2r(t + At) + LTEAD A



Dynamika molekularna - réwnania ruchu

o Algorytm Beemana - takie same trajektorie jak algorytm
Verleta ale doktadniejsze predkosci = lepsze zachowanie
energii catkowitej.

4f (t) — f(t — At)

6m

r(t+ At) = r(t) + v(t)At + At?

2f(t + At) +5f(t) — f(t — At)

At
6m

v(t+ At) = v(t) +



Dynamika molekularna - réwnania ruchu

o Wyprowadzenie algorytmu Verleta z dziatania.
e [1  [dx(t)\?

fe—1 i 2
1 Xjt1 — Xi
Sdiscr = Z At Em <+1At> - U(XI)]

i=ip

Warunek stacjonarnosci:

OSdiser _ g <2Xi - XXt = Xi—1> B Atag(xi) _0
: .

Ox;

At? QU(x;
= Xiyl = 2Xi — Xj—1 — 77(XI)-
m  Ox;



Dynamika molekularna - niestabilnos¢ Lyapunowa

@ Potozenie pewnej czastki w czasie t jest funkcja poczatkowych
potozen i pedéw w czasie t = 0 7(t) = f[FV(0), 5" (0); t].

@ Potozenia beda inne gdy zaburzymy np. poczatkowe pedy o ¢
7(t) = f[7V(0), BY(0) + &: t].

o Dla krétkich czaséw AF(t) := F(t) — 7'(t) jest liniowa z .

o Ale wspétczynnik zaleznosci liniowej zmienia sie wyktadniczo -
jest to niestabilnos¢ Lyapunowa:
AF(t) ~ eexp (At),
A - wykfadnik Lyapunowa.

e Naktadajac ograniczenie A, na |AF(t)| w przedziale
0 < t < tmax - jaki jest dopuszczalny btad poczatkowy ¢ 7

@ ¢ ~exp(—Atmax) = dopuszczalny btad maleje wyktadniczo
Z tmax, W symulacjach faktycznie obserwuje sie taka zaleznos¢.



Dynamika molekularna - eksperymenty komputerowe

@ Chcemy “zmierzy¢” pewne wielkosci uktadu wieloczastkowego
- ktére wielkosci sa interesujace?
o Te ktére mozna poréwnac z rzeczywistymi eksperymentami.
@ Najprostsze sa wielko$ci termodynamiczne: temperatura T,
ci$nienie P, pojemnos¢ cieplna Cy,.
o temperatura (dla f stopni swobody) kg T = <2K=
o ci$nienie (dla dwuciatowych oddziatywan addytywnych; d -
wymiar; wyrazenie wyprowadzone dla zespotu NVT a nie NVE
- mozna konwertowac¢ $érednie z jednego zespotu statystycznego
do innego)

1
P = pkBT =+ W <Zf(l’u) . r,-j>

i<j
o pojemnos¢ cieplna w statej objetosci - mozna otrzymac z
energii kinetycznej w zespole mikrokanonicznym

3k2 T2 3kg
2 k2 _3kglT [ 3ke
(K%Y wve — (K)wve >N <1 2Cv>'



Dynamika molekularna - eksperymenty komputerowe

@ Pewne funkcje termodynamiczne nie moga by¢ bezposrednio
mierzone w symulacji (nie mozna ich wyrazi¢ jako $rednia
pewnej funkcji potozen i pedéw) - s3 to: entropia S, energia
swobodna Helmholtza H, energia swobodna Gibbsa G.

e Druga grupa wielkosci, ktére mozna obliczy¢ (obok
termodynamicznych) to charakterystyki lokalnej struktury
(np. ptynu).

o funkcja rozktadu radialnego g(r) - odgrywa podstawowa
role w teorii cieczy; informacje o niej daje rozpraszanie
neutrondéw i promieni X.

o r - odlegtos¢ od danego atomu (zaktadamy identycznosc),
zaktadajac réwnos¢ gestosci catkowitych obliczamy ja jako

p(r
o) — o)
<Pgazdosk.(r)>
o z definicji g(r) = 1 w gazie doskonatym a odchylenia od
jednosci swiadcza o korelacjach mieczy czastkami
spowodowanymi oddziatywaniami miedzyczasteczkowymi.



Dynamika molekularna - eksperymenty komputerowe

@ Opisane wielkosci nie zaleza od czasu - mozna je tez uzyskaé
z MC.

e Dynamiczne wielkoSci réwnowagowe - mozna nimi
opisywac stabo zaburzony uktad np. proces dyfuzji.
o Wyrazenie na wspétczynnik dyfuzji jest przyktadem funkcji
korelacji czasowej
o D= [;7 dr{v(7)vx(0))
e wyprowadzenie z prawa Ficka - strumien dyfundujacych
czastek jest proporcjonalny do ujemnego gradientu ich stezenia
j=-DVc

@ Inne wielkosci: lepko$é, przewodnos$¢ cieplna.



Dynamika molekularna

e W dynamice molekularnej wystepuje zesp6t NVE (uktfad nie
wymienia ciepta z otoczeniem - proces adiabatyczny).

e Temperatura - uwzglednia sie przez predkosci poczatkowe
atoméw (T poczatowa).

@ Symulacja sama nie utrzymuje temperatury - termostat
Nosé-Hoovera.



Dynamika molekularna - zastosowania

@ 1977 - pierwsza symulacja duzej czasteczki - biatka.

e Standardowa metoda badania wptywu promieniowania na ciata
state i ich powierzchnie.

o Modelowanie dziatania nanouktadéw.



Dynamika molekularna - materiaty

@ Topnienie ciata statego:

Topnienie 1. Topnienie 2. Topnienie 3.

Topnienie 4. Topnienie 5. Topnienie 6.

Topnienie 7. Topnienie 8.



Dynamika molekularna

Rozpuszczanie soli.



Dynamika molekularna

Zamarzanie wody.



Monte Carlo
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Stanistaw Ulam




Stanistaw Ulam

@ “"Pomyst ten, nazwany pozniej metoda Monte Carlo, wpadt mi
do gtowy, kiedy podczas choroby stawiatem pasjanse.
Zauwazytem, ze znacznie praktyczniejszym sposobem
oceniania prawdopodobiefstwa ufozenia pasjansa jest
wyktadanie kart, czyli eksperymentowanie z tym procesem i po
prostu zapisywanie procentu wygranych, niz préba obliczenia
wszystkich mozliwosci kombinatorycznych, ktérych liczba
rosnie wyktadniczo”

@ “Jest to zaskakujace z intelektualnego punktu widzenia, i choé
moze nie catkiem upokarzajace, to jednak zmusza do
skromnosci i pokazuje granice tradycyjnego, racjonalnego
rozumowania. Jesli problem jest wystarczajaaco ztozony,
probowanie jest lepszym sposobem niz badanie wszystkich
tancuchéw mozliwosci.”

Stanistaw M. Ulam, Przygody matematyka.



Stanistaw Ulam

@ “Pomyst polegat na wyprébowaniu tysiecy takich mozliwosci z
przypadkowym wybieraniem zdarzenia okreslajacego los
neutronu na kazdym etapie procesu, przy uzyciu “liczb
losowych” (...) Po zbadaniu mozliwych przebiegéw procesu
jedynie w kilku tysigcach przypadkéw bedziemy mieli dobra
probke i przyblizong odpowiedz na pytanie. Wszystko czego
potrzeba, to metoda tworzenia takich przyktadowych
przebiegéw. Tak sie ztozyto, ze wtasnie powstaty maszyny
liczace...”

@ “Wydaje mi sie ze nazwa Monte Carlo bardzo przyczynita sie
do jej popularyzacji. Metoda zostata tak nazwana z powodu
roli przypadku: generowania liczb losowych, ktére decyduja o
przebiegu gry.”

Stanistaw M. Ulam, Przygody matematyka.



Stanistaw Ulam

@ “Cecha metody Monte Carlo jest to, ze nigdy nie daje ona
doktadnej odpowiedzi; wnioski z niej pokazuja raczej, ze
odpowiedz jest zawarta w pewnym przedziale btedu z takim a
takim prawdopodobiefstwem.”

@ “...zadanie polega na obliczeniu objetosci obszaru okreslonego
za pomoca pewnej liczby réwnan lub nieréwnosci w
wielowymiarowe]j przestrzeni. Zamiast korzysta¢ z klasycznej
metody polegajacej na przyblizeniu tego obszaru siecig
punktéw czy komdérek, co wymaga uzycia miliardéw
pojedynczych elementéw, mozna po prostu wybraé losowo
kilka tysiecy punktéw i za pomoca takiej prébki wyrobié sobie
pojecie o poszukiwanej wartosci.”

Stanistaw M. Ulam, Przygody matematyka.



Catkowanie metoda Monte Carlo

Wybierzmy N przypadkowych punktéw o rozktadzie jednorodnym w
wielowymiarowym obszarze V (prébkowanie proste, random
sampling), wtedy:

(f2) — ()

/dezV(f)iV i

1 < 1 <
(f) = N Z f(xi), <f2> - N Z 7(2(Xi)-
i=1 i=1



Catkowanie metoda Monte Carlo

Odchylenie standardowe:

o = |[EO= ) \/z,l o) — IPIN_

2(x;) f(x;)
\/ZN ( - N ( +le

\/z” P 212 () - ()2
_(f?,



Catkowanie metoda Monte Carlo

@ Doktadnos¢ rosnie jak /N.
@ Dla funkgji statej - wynik doktadny.

e Redukcja wariancji - zamiana zmiennej tak, aby f byta w
przyblizeniu stata i prébkowanie nie za duzego obszaru.



Catkowanie metoda Monte Carlo

Prébkowanie wazone (importance sampling) - jezeli na duzym
obszarze funkgcja jest bliska zeru (jak w przypadku funkgji
wyktadniczej), to prébkowanie proste w wiekszosci punktéw bedzie
dawato znikomy wktad do wartosci catki.

Prébkujac wedtug rozktadu niejednorodnego w(x) mozna catke
zapisaé nastepujaco:

/:/1 f(x)dx:/ol Vi(();))w(x)dx.

Zaktadajac w(x) = u(x), gdzie u jest funkcja nieujemna i
niemalejaca oraz u(0) =0 i u(1l) = 1 (zapewnia to normalizacje w

do jednosci), to
),
| i




Catkowanie metoda Monte Carlo

Po wygenerowaniu zbioru {u;}Y ; wedtug rozktadu jednorodnego:
flx(u
~ N Z W[x
\/<(f/W)2> — (f/w)?
N

)

zatem aby zredukowac btad nalezy wybra¢ taka w(x) aby f/w byta
mozliwie stata.



Monte Carlo Metropolisa

Monte Carlo Metropolisa generuje proces Markowa
konfiguracji/stanéw prébnych o rozktadzie prawdopodobieristwa
danym przez rozktad normalny.

m(0 — n) - prawdopodobienstwo przejscia ze starej konfiguracji o
do nowej n (macierz przejscia, transition matrix); macierz T musi
spetnia¢ warunek: po osiagnieciu rozktadu réwnowagowego
konfiguracji uktad musi w nim pozosta¢ (mozna wyobrazi¢ sobie
symulacje wielu kopii uktadu zachodzacych jednoczesnie).

Oznacza to, ze w stanie réwnowagi prawdopodobienstwo
opuszczenia przez uktad konfiguracji o musi by¢ réwne sumie
prawdopodobiefistw przejscia uktadu ze wszyskich innych
konfiguracji n do o.



Monte Carlo Metropolisa

Przyjmuje sie silniejszy warunek, ze rownos$¢ taka musi zachodzi¢
pomiedzy dwoma dowolnymi konfiguracjami uktadu o oraz n
(réwnowaga szczeg6towa, detailed balance):

N(o)r(o — n) = N(n)m(n — o),

gdzie \V jest rozktadem prawdopodobienstwa znajdowania sie
uktadu w danej konfiguracji.

Wybér macierzy przejscia spetniajacej powyzszy warunek nie jest
jednoznaczny.



Monte Carlo Metropolisa

Macierz przejscia m mozna przedstawi¢ w ponizszej formie:

(o — n) = a(o — n)acc(o — n),
gdzie a(o — n) okresla prawdopodobienstwo danego ruchu
prébnego (trial move) a acc(o — n) jest prawdopodobiefistwem
zaakceptowania danego ruchu.

Najczesciej wybieramy « symetryczna (a(o — n) = a(n — 0)):

N(o)acc(o — n) = N(n)acc(n — o),

acc(o—n)  N(n
N(o

acc(n — o)

; — exp{—Alt(n) — U(O)]}.



Monte Carlo Metropolisa

Ponownie, wybér acc nie jest jednoznaczny, Metropolis przyjat
nastepujaca posta (i z dotychczasowej praktyki wydaje sie ze jest
to najlepszy wybér - daje bardzo efektywne prébkowanie przestrzeni
konfiguracji uktadu):

_ JN(n)/N(0), N(n)<N(o)
acc(o — n) = {1’ N(m) > N (o).

Prawdopodobienstwo przejscia jest zatem dane wzorami:

(o — n) =alo — n) N(n) > N(o)
=a(o — n)[N(n)/N(0)] N(n) <N(o)
m(o—o0)=1 —Zw(o — n).
n#o

Nie okreslilismy « (tylko symetria) = duza swoboda w wyborze
ruchéw prébnych.



Monte Carlo Metropolisa

Decyzja czy ruch prébny zostanie zaakceptowany czy odrzucony:
jezeli wygenerowany zostat ruch prébny o — n taki, ze
U(n) > U(o) to akceptujemy go z prawdopodobienstwem réwnym

acc(o — n) = exp{—p[U(n) —U(0)]} < 1.

Realizacja prawdopodobienstwa - nalezy wygenerowac liczbe losowa
o rozktadzie jednorodnym rand € [0,1]. Prawdopodobienstwo, ze
rand < acc(o — n) wynosi acc(o — n), zatem dany ruch
wykonujemy, jezeli

rand < acc(o — n),

w przeciwnym wypadku jest on odrzucany.

Wazne jest zeby m(o0 — n) byto ergodyczne, czyli pozwalato
osiggna¢ kazdy punkt przestrzeni konfiguracyjnej z dowolnego
innego punktu w skonczonej liczbie krokéw MC.



Dynamika Monte Carlo

Zajmiemy sie symulacjami w zespole statystycznym (N, V, T).
A - J dp"dr" A", V) exp{—pH(p", r")}
T oV drV exp{—BH(pY, (M)}
Catkowanie po pedach mozna wykona¢ analitycznie:
oy LAAET) e AL
J deNexp{—pU(r"N)}

Catki tego rodzaju nie mozna obliczy¢ zwyktymi metodami: jezeli
system jest DN-wymiarowy, to przy m punktach dla kazdego
wymiaru liczba punktéw, w ktérych trzeba obliczy¢ funkcje

podcalkowa wynosi mPN; przyjmujac DN =300i m =5, to
5300 _ 51.43+210 _ 1210

Dodatkowy problem - exp jest szybko zmnieniajaca sie funkcja
ktéra jest bliska zero na duzym obszarze, niestety nie mozna
zastosowac techniki prébkowania wazonego, gdyz nie znamy
odpowiedniego rozktadu.



Dynamika Monte Carlo

Oznaczajac funkcje rozdziatu przez @, gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia uktadu w sasiedztwie r¥ wynosi

N(rN) — eXp[—ﬁU(rN)]
Q
Jezeli generowa¢ punkty w przestrzeni wedtug tego rozktadu, to
srednio liczba punktéw przypadajacych na jednostkowe otoczenie
punktu r" jest réwna n; = LN (rV), gdzie L jest catkowita liczba
wygenerowanych punktéw.

> 0.

1 N
(A) ~ I Z nArM).
i=1

Uwaga. Réznica miedzy probkowaniem wazonym a tym wzorem jest
taka ze znamy tylko wzgledne prawdopodobieristwo A (nie znamy

Q)



Dynamika Monte Carlo

Obrazowe poréwnanie - pomiar sredniej gtebokosci Nilu.
1. Mierzymy w zadanych punktach - wiekszo$¢ z nich nawet nie
wypada w rzece!

RS NG S

INDIAN  OCEAN




Dynamika Monte Carlo

2. Przechodzimy od jednego punktu do drugiego zgodnie ze
wzglednym prawdopodobiefistwem - $rednia wszystkich pomiaréw
(zaréwno w krokach zaakceptowanych jak i nie) jest szukana
wartoscia.

Metoda konwencjonalna da nam takze powierzchnie Nilu ( Q).



Dynamika Monte Carlo - algorytm metody

© Wybierz przypadkowo czastke (np. atom) i oblicz jej energie
urhy.

@ Zmnien jej potozenie o przypadkowa wartos¢ r' =r + A i
oblicz nowa energie U(¢r'")

© Zaakceptuj wykonany ruch rM — 'V 2z prawdopodobiefistwem

acc(o — n) = min(1,exp{—p[U(n) — U(0)]}).



Dynamika Monte Carlo - algorytm metody

program mc
do icycl=1,ncycl
call mcmove
if (mod(icycl,nsamp).eq.0)
call sample
enddo
end

subroutine mcmove

o=int (rand)*npart+1

call ener(x(o),eno)
xn=x(0)+(rand-0.5) *delx

call ener(xn,enn)

if (rand.lt.exp(-betax(enn-eno))) x(o)=xn
return

end



Dynamika Monte Carlo

Dlaczego ponownie liczyc stare konfiguracje?
Prawdopodobienstwo przejscia musi by¢ znormalizowane:

d wosn)=1 = wlo—>0)=1-Y (o n),
n n#o

stad wynika, ze prawdopodobiefistwo pozostania w “starym” stanie
moze by¢ niezerowe.

Przyktad: Uktad dwustanowy {Ej, Ep} - jezeli nie bedziemy liczyé¢
starych konfiguracji to srednia zawsze bedzie wynosié¢
(E) = (E1 + E»)/2 (niezaleznie od temperatury).

Ponadto, btedy sa wieksze.



Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania

basenéw oddziatywania

Globalna optymalizacja:

@ Problem komiwojazera.

@ Znajdywanie optymalnej sciezki przesytu danych w procesorach
i internecie.

@ Przewidywanie aktywnej struktury biomolekut.

o Klastry Lennarda-Jonesa (147-atomowy klaster posiada 10°°!).



Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania

basenéw oddziatywania

Alternatywne metody poszukiwania minimum globalnego:

@ Algorytmy genetyczne (genetic algorithms; nasladowanie
ewolucji genetycznej - mutacje).

e Metody deformacji hiperpowierzchni (hypersurface deformation
methods; transformowanie powierzchni energii potencjalnej
tak, aby zostata ona wygtadzona; po minimalizacji -
transformacja odwrotna).

e Symulowane schtadzanie (simulated annealing; w wyzsze]
temperaturze powierzchnia energii swobodnej jest prostsza)

e Dyfuzyjna metoda MC (wykorzystuje tunelowanie kwantowe
do pokonania barier potencjatu - znajduje sie funkcje falowa
stanu podstawowego, ktéra powinna lokalizowaé sie z h — 0;
metoda skaluje sie jak 2V).



Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania

basenéw oddziatywania

Metoda przeskakiwania basenéw oddziatywania
(basin-hopping): Nastepujaca transformacja nie zmienia minimum
globalnego ani minimow lokalnych:

E(X) = min E(X), X € R3V,

min - oznacza minimalizacje lokalng zaczynajac od X (np. metoda
sprzezonych gradientéw).



Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania

basenéw oddziatywania

Do funkgji E(X) stosujemy metode Monte Carlo:

e Minimalizacja (kryterium zbieznosci - btad sredniokwadratowy
(root-mean-square error) gradientu i AE; s3 mniejsze niz
pewna wartos¢).

e Kazda wspétrzedng przemieszczamy o liczbe z przedziatu
[—1,1]  step (step dobiera sie tak, zeby ok. 0.5 ruchéw byto
akceptowane; dzieki transformacji krok moze by¢ wiekszy niz
bez niej).

Mozna przeprowadzi¢ kilka symulacji zaczynajac od réznych
(przypadkowych) wartosci poczatkowych.



Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania

basenéw oddziatywania

Metoda ta pozwala zidentyfikowac wszystkie znane minima do

Wszystkie najtrudniejsze przypadki zostaty zlokalizowane przez

ogdlny (“niestronniczy”) algorytm.



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

Warunki brzegowe

e Symulacje MC maja dostarcza¢ informacji o wtasnosciach
makroskopowej prébki.

@ Wiekszos¢ symulacji bada strukturalne i termodynamiczne
wiasnosci uktadéw kilkuset-kilku tysiecy czastek - nie jest to
prébka makroskopowa.

e Dla tak matych uktadéw nie mozna zaktada¢, ze wybér
warunkéw brzegowych nie wptywa na wtasnosci symulowanego
uktadu.

o W tréjwymiarowym uktadzie N czastek utamek molekut
znajdujacych sie na powierzchni uktadu jest proporcjonalna do
N=1/3 np. dla szesciennego krysztatu 1000 czastek jest to
49% a dla 10° 6%.



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

Periodyczne warunki brzegowe - uktad wyglada jak
nieskonczony; objetos¢ zawierajgca N czastek jest traktowana jak
komérka nieskonczonej sieci.
e Kazda czastka oddziatywuje z wszystkimi innymi w sieci (takze
swoimi wtasnymi obrazami).

o Catkowita energia N czastek w dowolnej szeSciennej koméree
LxLxL:

1
Uror = 5 Z/U(‘rij +nL)),
ijn
gdzie n € Z% i dla n = 0 wykluczane s3 wyrazy takie, ze i = j.
@ Pojawia sie problem - powyzsza suma jest nieskonczona.
Najczesciej oddziatywania s3 krétkozasiegowe a wiec mozna
dokona¢ obciecia powyzej pewnego r..



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

o Periodyczne warunki brzegowe s3 zazwyczaj bardzo skuteczne
ale nalezy uwaza¢ na mozliwos¢ dodatkowych korelacji, ktére
moga nie by¢ obecne w rzeczywistym uktadzie.

o Fluktuacje moga mie¢ dtugos¢ co najwyzej A = L.
Przyktadowo fluktuacje o duzej dtugosci fali s3 wazne w
poblizu przejscia fazowego - w tym wypadku nalezy spodziewac
sie probleméw przy stosowaniu warunkéw periodycznych.

o Uwaga! Wybranej komérce elementarnej nie nalezy
przypisywaé zadnego znaczenia - jej poczatek moze by¢
wybrany zupetnie dowolnie i nie zmieni to zadnej wtasnosci
uktadu. Ale ksztatt i orientacja jest ustalona.



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

Obcinanie oddziatywan

e Wybierajac obciecie r. dostatecznie duze btad moze by¢
dowolnie maty.

@ Przy periodycznych warunkach brzegowych, jezeli re < L/2
wystarczy uzwglednic oddziatywanie danej czastki i tylko z
najblizszymi obrazami kazdej czastki j.

o Potencjat nie jest doktadnie réwny zero dla r > r., co
powoduje btad systematyczny. Jezeli oddziatywanie maleje
wystarczajaco szybko (szybciej niz r=3; wazny przypadek
oddziatywan kulombowskich nie spe’fma tego warunku) mozna
wprowadzi¢ poprawke:

et = uc (ri) + / dr u(r)4nr?,
i<j Ie

gdzie u. - obcieta energia potencjalna, p - $rednia gestosc.



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

@ Mimo ze wartos¢ potencjatu maleje z odlegtoscia
miedzyczasteczkowa r, to ilos¢ czastek bioracych dajacych
wktad do oddziatywania rosnie: liczba czastek w odlegtosci r
od danego atomu ro$nie asymptotycznie jak rd=1 (d - wymiar
przestrzeni ukfadu).

Przyktad - poprawka dla potencjatu Lennarda-Jonesa (Srednia
energia na jeden atom):

/c dr u(r)p(r)ane® = Larp / dr u(r)r
e far o

-]



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

@ Proste obciecie

0 r>re

utrunC(r): {u(r) r<re

Nieciggtos¢ bedzie dawa¢ dodatkowy (niezaniedbywalny)
wktad do cisnienia; mozna to skorygowac.
@ Obciecie i przesuniecie

utr—sh(r) _ {u(r) - U(rc) r<re

0 r>re

Nie ma nieciggtosci; energia i ciénienie takiego uktadu bedzie
inne niz w poprzednim przypadku i bez obciecia ale mozna
skorygowac ten efekt. Ten rodzaj obciecia musi by¢ uzywany
ostroznie do oddzialywan anizotropowych.

e Konwencja minimalnego obrazu - obliczane jest
oddziatywanie z najblizszym obrazem kazdej z czastek.



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

Inicjalizacja - poczatkowe potozenia czastek moga by¢ dosé
dowolne (kazde rozsadne jest akceptowalne) bo wtasnosci
réwnowagowe uktadu nie powinny zaleze¢ od warunkéw
poczatkowych.

e Wiemy jak wyglada czasteczka/i, ktére symulujemy.

o Ciato state - znamy strukture krystaliczna.
Uniezaleznienie sie od warunkéw poczatkowych daje tak zwane
rozgrzanie/ekwilibracja uktadu.

Jezeli wyniki zaleza od warunkéw poczatkowych, to:

© Najprawdopodobniej nie zostat osiagniety stan réwnowagi
(prébkowanie przestrzeni konfiguracji moze by¢ nieprawidtowe).

@ Uktad jest nieergodyczny.



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

Jednostki zredukowane - wybieramy dogodna jednostke energii,
dtugosci i masy a wszystkie inne jednostki wyrazamy przez te
wybrane (temperature, gestos¢, ciSnienie).

Przyktad: ug,(r) = ef(r/o), naturalny wybdr to dtugosc - o,
energia - € oraz masa - m.

Wtedy np. jednostka temperatury jest ¢/kg, czasu o/ m/e,
ciénienia - £/03, gestosci - 1/03.

Zredukowany potencjat u* = u/e jest funkcja bezwymiarowa
zredukowanej odlegtosci r* = r/o:



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

Korzysci z jednostek zredukowanych:

@ Nieskonczenie wiele kombinacji jednostek rzeczywistych
odpowiada tym samym jednostkom zredukowanym np. Ar,
T = 60K, p = 840kg/m* i Xe, T = 112K, p = 1617kg/m?
odpowiadajg jednostkom zredukowanym p* = 0.5, T* = 0.5.
Dla Ar parametry potencjatu LJ: o = 3.405 - 1071%m oraz
e=1.6537-10721.

ks - _ 1.3806 - 10-3J/K

T =8
5 1.6537 - 10-2LJ

60K = 0.5

3840kg /m36.02 - 1023 mol 1
0.03994kg - mol—1

N
pr=0%p = 03,0WA = (3.405-1071%m)

=05



Dynamika Monte Carlo - szczegéty techniczne

e Prawie wszystkie wielkosci sa rzedu jednosci (mniej wiecej:
1073 — 10%) - pozwala to wykrywaé btedy (pojawienie sie liczby
o nietypowej wielkosci) oraz zmniejsza btedy numeryczne (nie
ma ryzyka niedomiaru (underflow) czy nadmiaru (overflow)).



Dynamika Monte Carlo - Réwnowaga kontra réwnowaga

szczegbtowa

o Jezeli wybiera¢ czastke i jej przemieszczane pojedynczo i
nastepnie akceptowac-odrzucac je, to wykonanie ruchu
odwrotnego do wykonanego poprzednio jest takie same -
warunek réwnowagi szczegdtowej jest zachowany.

@ Ale jezeli przemieszczaé wszystkie czastki kolejno a nastepnie
dokonywa¢ akceptacji to prawdopodobiefstwo ruchu
odwrotnego do ruchu danej czastki jest zerowe (po
przemieszczeniu danej czastki przemieszczamy zawsze kolejng
a nigdy ponownie tg sama). W takim wypadku réwnowaga
szczegbtowa jest pogwatcona ale réwnowaga nadal jest
zachowana i prébkowanie jest prawidtowe (zwykle).



Dynamika Monte Carlo - Réwnowaga kontra réwnowaga

szczegbtowa

o Wiekszos¢ algorytméw, ktére nie spetniaja warunku réwnowagi
szczegbtowe] jest btedna; szczegdlnie nalezy uwazac na
algorytmy taczace rézne ruchy prébne.

@ Prawdopodobnie nie jest znany przypadek, gdy algorytm
zachowujacy jedynie réwnowage jest znaczaco szybszy od
zachowujacego réwnowage szczegbtows.



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

Sposéb generowania ruchéw prébnych jest to problem wyboru
macierzy c.

Optymalny schemat prébkowania - taki, ktéry daje najmniejszy
btad statystyczny danej wielkoéci w danym czasie. Zatem nie jest
to jednoznaczne pojecie dla danej symulagji

Bardziej praktyczna definicja bedzie - suma kwadratéw wszystkich
zaakceptowanych przemieszczeri podzielona przez czas obliczen.
Uzasadnienie: btad obserwabli jest odwrotnie proporcjonalny do
liczby nieskorelowanych konfiguracji odwiedzonych w danym czasie
obliczen; a liczba ta jest miarg odlegtosci w przestrzeni
konfiguracyjne;.



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

Ruchy translacyjne - przemieszczamy jedynie srodek masy przez
dodanie liczby z przedziatu [-A/2, A/2]:

i =x; + A(rand — 0.5)
yi = yi + A(rand — 0.5)
zj = zj + A(rand — 0.5)

X

Ruch odwrotny jest réwnie prawdopodobny, wiec « jest

symetryczna.
Problemy: wybér wielkosci ruchu A i czy przemieszczaé czastki

jednoczesnie czy po jednej (przypadkowo je wybierajac - dla
zachowania symetrii).



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

W przypadku uktadéw takich jak symulacje fazy skondensowane;j
lepiej uzywaé ruchdéw jednoczastkowych.

Rozwazmy N czastek oddziatywujacych zgodnie z potencjatem
urh).

Ruch prébny bedzie zwykle odrzucany jezeli AU > kg T ale krok
powinien by¢ duzy z nie za matym prawdopodobienstwem
zaakceptowania, zatem:

Ax < kB T.
W przypadku ruchu jednoczastkowego:

U\ +— 1 92U ~an B
<AZ/{> = <8rla>Ar’ + 5 <arlaarlﬁ>Ar’ Ari =+ ...

=0+ F(U)AF? + O(A%).




Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

Kreska - $rednia po ruchach prébnych; () - $rednia po zespole
statystycznym.

(MUY ~ kg T = Ar2 ~ kg T/f(U).

@ Przy przemieszczaniu N czastek pojedynczo, to najwiecej
czasu zabiera obliczenie zmiany energii; przy zastosowaniu
odpowiednich algorytméw czas ten wynosi tcpy = nlN, gdzie n
jest srednia liczbg czastek oddziatujaca z dana czastka.

Suma srednich kwadratowych przemieszczen bedzie
proporcjonalna do NAr? ~ Nkg T /f(U), wiec Srednie
przemieszczenie na jednostke czasu bedzie proporcjonalne do
ke T/(nf (1))

o Jezeli przemieszcza¢ wszystkie czastki jednoczesnie - tepy nie
zmieni sie ale suma $rednich kwadratowych przemieszczen
bedzie mniejsza o czynnik 1/N (zmiana potencjatu N razy
wieksza).



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

Uwaga! Powyzsze rozwazania zaktadaja, ze kazdy ruch kolektywny
sktada sie z niezaleznych przemieszczen; istnieja jednak metody
wykonywania efektywniejszych ruchéw kolektywnych jezeli
przemieszczenia s3 zalezne od siebie.

Wielkos¢ przemieszczenia A - wiele Zrédet doradza by
prawdopodobienstwo zaakceptowania ruchu wynosilo 50% (metoda
prébkowania moze determinowac inna wartosc).



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

wykres < Ar? > od A



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

Kryterium efektywnosci nie pozwala jednak stwierdzi¢ czy
probkowanie jest ergodyczne.

Kryterium ergodycznosci (Mountain, Thirumalai). e;(t) - $rednia
po czasie energii czastki j w przedziale czasu t:

&i(t) = 1/0 dt'e;(t').

Srednia energia czastki wynosi

Wariancja



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

Jezeli wszystkie czastki probkuja caty przestrzer konfiguracji, to
o2(t) — 0, gdy t — o0

oE(t)/0E(0) = TE/t,

gdzie T jest czasem charakterystycznym otrzymania
nieskorelowanych prébek.

Dobra metoda optymalizacji efektywnosci MC jest minimalizacja
iloczynu 7 i tepy na ruch prébny.

Dla potncjatu LJ okazato sie, ze prawdopodobienstwo
zaakceptowania ruchu 20% jest dwukrotnie efektywniejsze niz 50%.



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

Ruchy zmieniajace orientacje
e Molekuty sztywne liniowe. Jezeli orientacja czasteczki i
dana jest wektorem jednostkowym 0;, to wektor nowe;
orientacji dany jest wzorem:

1

VLIPS
_t’ _’Y Iy

gdzie ¢ jest wektorem jednostkowym wygenerowanym losowo.
Translacje i rotacje mozna wykonywa¢ jednocze$nie lub nie. W
drugim przypadku dobrze jest wybieraé typ ruchu prébnego w
sposéb przypadkowy.



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

o Molekuty sztywne nieliniowe. Rotacja ciata sztywnego moze
by¢ opisana kwaternionem

Q = (q07q17q27q3)7 qg + q]2_ + q% + qg =1L

Rotacja wektora sztywno przymocowanego do molekuty
opisana jest macierza

@B+a—a—a 2qa—q)  2(qids + o)
R= 2(qug2 + qogz) G — ¢+ — a3 2(9293 — qoq1)
2(9193 — q0q2) 2(gq2g3 + qoq1) 9 — 9 — 9% + G5



Dynamika Monte Carlo - ruchy prébne

o Molekuty gietkie. Wazne jest czy niektdre stopnie swobody
zostaty zamrozone. Jezeli nie - wykonuje sie normalne ruchy
prébne poszczegélnych atoméw w czasteczce. Jezeli s3
sztywne wiezy - powinno sie robi¢ mate ruchy prébne dla tych
stopni swobody ale najlepiej jest uzyc metody MD.



Generowanie liczb pseudolosowych

Liczby losowe z przedziatu (0,1) mozna odwzorowaé na dowolny
przedziat za pomoca funkgji liniowej

Vxe)y =a+ (b—a)x =y € (a,b)

Liczby te zwykle uzyskujemy za pomoca algorytmdw
rekeurencyjnych - s3 to wiec liczby pseudolosowe.

Podstawowa operacja wykorzystywang w prostych generatorach jest
modulo

y=xmodm < 3d, x=nm+y.



Generowanie liczb pseudolosowych

o Dobre wtasnosci statystyczne - rozktad
prawdopodobienstwa generowanych liczb powinien by¢
mozliwie bliski zatozonego.

Test jednorodnosci rozktadu: Niech dana bedzie
d-wymiarowa regularna sie¢ o rozmiarach L x L, gdzie L jest
liczba weztéw w danym kierunku. Jezeli zapetniac taka sie¢
wybierajac przypadkowo wezty (liczby pseudolosowe z
przedziatu (0,1) mozna odwzorowa¢ na liczby catkowite
wzorem [rL] 4 1), to dobry generator powinien zapewnié¢
mozliwos¢ osiggniecia wszystkich punktéw sieci.

Jezeli generujemy NLY liczb pseudolosowych, to érednio kazdy
wezet sieci powinien by¢ wylosowany N razy. Natomiast
utamek pustych weztéw sieci powinien male¢ proporcjonalnie
do exp(—N).

Nalezy stosowa¢ mozliwie duze sieci; zwykle L € (20,100) oraz
N € (10.20).



Generowanie liczb pseudolosowych

e Periodyczno$¢ generowanego ciggu liczb.

Generator Lehmera:

liy1 = (ali + ¢)mod m,

aby z liczb catkowitych otrzymac¢ liczby rzeczywiste z przedziatu
(0,1) oblicza sie iloraz

ri=1i/m,

gdzie m jest zwykle najwieksza mozliwg liczba catkowitg dostepna
dla danego procesora.

Okres ciagu tak generowanych liczb jest nie wiekszy niz m i zalezy
od a, ci ly. Przyktad:
m=16,a=3, c=1, Iy =2 = 2,7,6,3,10,15,14,11, 2.7, ..



Generowanie liczb pseudolosowych

Najlepiej, gdy m jest liczba pierwsza np. m = 17
2,7,5,16,15,12,3,10,14,9,11,0,1,4,13,6, 2,7, ...

Okres generatora musi by¢ znacznie wiekszy niz ilos¢ liczb, ktére
beda potrzebne do symulacji; zwykle powinno by¢ to ponad 1010,
Istotne znaczenie ma dobdr parametrow.

Jezeli stowo uzywane przez procesor jest n-bitowe, to najwieksza
liczba catkowita to (jeden bit okresla znak liczby)
Mpmax = 2" 1 — 1.

Przyktad: dla procesora 32 bitowego jest to
231 — 1 =2147483647 ~ 10°.



Generowanie liczb pseudolosowych

Maksymalny okres wystepuje dla ¢ # 0 ale wtedy wlasnosci
statystyczne s zte, zatem przyjmuje sie c = 0 i odpowiednio
dobiera sie a.

Korelacja miedzy kolejnymi liczbami generowanego ciagu jest
proporcjonalna do odwrotnosci a ale z drugiej strony powinno
wybieraé sie a znacznie mniejsze od v2n—1,

W praktyce zwykle stosuje sie a = 16807,

a = 16807 < V232-1 ~ 46341.

Uwaga! Poczatkowa liczba /y (ziarno generatora, seed) powinna
by¢ duza; w przeciwnym razie generator nalezy "rozgrzac"
generujac kroétki ciag liczb, ktére muszg by¢ odrzucone przed
rozpoczeciem witasciwej symulacji.



Generowanie liczb pseudolosowych

Efekt Marsaglii - rozktady generatoréw liniowych (opartych o
modulo) uktadaja sie na regularnych hiperptaszczyznach wewnatrz
kostki [0, 1]*.

(Ur, Uz, .oy U), (Uay Us,y ooy Uk yq)), -
(U17 U27 ceey Uk)7 (Uk+17 Uk+27 sy U2k)7
Ogdlnie:

Xn=(a1Xp—1 + a2 Xp—2 + ... + ax Xp_k + ¢) modm,

okres maksymalny - mk — 1.



Generowanie liczb pseudolosowych

Testy G. Marsaglii DIEHARD - pomogty wyeliminowa¢ wiele ztych
generatoréw
http://www.stat.fsu.edu/pub/diehard



Generowanie liczb pseudolosowych

Generator Tauswortha - duza wydajnos¢, okresy rzedu 10°° oraz
bardzo dobra jednorodnos$¢ rozktadu.
Wykorzystuje operacje XOR (exclusive OR; rézne bity = 1,
jednakowe = 0).
Algorytm:

© Generacja zbioru podstawowego M catkowitych liczb

pseudolosowych przy pomocy generatora modulo.
@ “Rozgrzanie” generatora.
© Generacja catkowitej liczby pseudolosowej /j:

Ik = XOR(Ik—g, Ik—p),

lk—g, lk—p - liczby ze zbioru M; p i q - odpowiednio dobrane.
© Obliczenie rzeczywistej liczby pseudolosowej /i /I max-

@ Modyfikacja zbioru podstawowego przez podstawienie [, w
miejsce jednego z dotychczasowych elementow.



Generowanie liczb pseudolosowych

Takie generatory nazywane s3 generatorami opartymi na
rejestrach przesuwanych.

b, = (albn,1 + ...+ akb,,,k) mod2, ai,..,ax € {0, 1}

(a+ b) mod2 = a xor b



Generowanie liczb pseudolosowych

Generator RANLUX (M.Liischer, 1993) - spetnia wszystkie znane
testy statystyczne! Pozwala uzyskac wyniki o duzej precyziji.

Oparty jest o generator RCARRY uzupetniony o algorytm
odrzucania pewnch sekwencji liczb - usuwane s3 krétkozasiegowe
korelacje; uzycie wyktadnikéw Lapunowa i entropii Kolmogorowa.

Okres: 5.2 - 1071,
X = Xn_sOXy_r modm (r,s € N, r > s;r =24, s =10, m = 2°%)

Inicjacja: Xi,..., X, € (0, m), ¢ - nie moga to by¢ dowolne liczby.

Xn—s © Yn—r modm =

 JXn—s = Yn—r —Ca—1tm, ch=1, gdy x —y —¢c,_1 <0
Xp—s = Yn—r —Cn—1, Cp =0, gdy x =y —cp_1 > 0.

Cn - "bity niosgce”.



Generowanie liczb pseudolosowych

Korelacje sg krétkozasiegowe i usuwa sie je nastepujaco:
uzywa sie r liczb, odrzuca sie p — r nastepnych itd.
p > r - parametr kontrolujacy ilo$¢ odrzucanych liczb.



Generowanie liczb pseudolosowych

@ Zufall - oparty na ciagu Fibonacciego, generuje liczby z
zakresu [0, 1);

t = u(n—273) + u(n — 607),

u(n) =t — int(t).
e Fortran - call random _seed; mozna generowac kilka liczb na
raz.

@ C - srand() - ziarno; rand() € (0, RandMax) N N, gdzie
RandMax > 32767.



Generowanie liczb pseudolosowych

Metoda Boxa-Mullera - generuje liczby pseudolosowe o
rozktadzie normalnym:

1
X~ N(0,1) = ——e /2,

V2T
Zdefiniujmy funkcje

U(R) = 2i / dxdy e OCHY*)/2,
T Jx24y2<R2

1 27 R 2 R2/2 R2
U(R)=2/ d9/ drre_’/zz/ due ¥ =1—eF/2
™Jo 0 0



Generowanie liczb pseudolosowych

A)l_>mo U(R) =0, Rlinoo UR) =1.

Dla liczby p € [0, 1]:

UR)=p = R=+/-2log(l-p).

Po wprowadzeniu zmiennych s =1 —p € [0,1] i t € [0, 1] ponizsze
x posiada rozktad normalny:

_ { —2log(s) cos(27t)
—2log(s)sin(2rt).

Uogolniajac zmienna losowa o rozktadzie x ~ N(u,0?) dana jest
wyrazeniami:

o {,u + oy/—2log(s) cos(2rt)
pw+ o/ —2log(s)sin(2mt).



Generowanie liczb pseudolosowych

Metoda Boxa-Mullera jest przypadkiem ogdlnej metody
odwracania dystrybuanty:

Jezeli U jest liczba losowa z rozktadu réwnomiernego na [0,1], a F
dystrybuanta (funkcja sciéle rosnaca, F(—o0) =0, F(oo) = 0), to
zmienna losowa

X =F V),
ma rozktad o dystrybuancie F.

Zalety: doktadna; prosta; szybka dla niektérych rozktaddw.
Wady: dystrybuanta powinna byc znana analitycznie i odwracalna;
gdy catkujemy numerycznie - wolniej, mniej doktadnie,
niestabilnosci numeryczne; trudna do zastosowanie dla rozktadow
wielowymiarowych.



MC i MD - metoda $rednich blokowych

@ Dane z MC nie s3 niezalezne ale skorelowane.

o Srednia blokowa (block average) - érednia po pewnym
przedziale czasu
- 1 [
Ag = — dtA(t).
ts Jo
@ Podczas symulacji mozna gromadzi¢ srednie blokowe dla danej
dtugosci bloku tg a nastepnie oblicza¢ je dla dtugosci n x tg
przez zwykte usrednianie.

@ Wariancja dla danej dtugosci bloku:

_ 1 78

o(Ag) = —> (As — (A).

n
-



MC i MD - metoda $rednich blokowych

o Jezeli tg > t§, to

_ t<
o*(Ag) ~ ((A%) — (A)?) ?A
B
o Czas korelacji t§ jest jednak nieznany; wielkos¢

0~
o*(Ag)
P(tg) =t
(t8) =18 a2y (a2
w granicy duzego tg (tg > t§) zmierza do t§; z wykresu P od
tg (lub 1/P od 1/tg) wyznacza sig t; a wigc i oszacowanie
btedu A.
o Jezeli P(tg) jest silnie zmienna w granicy dtugiego czasu, to
symulacja jest za krétka.



MC i MD - metoda $rednich blokowych

o Metoda Flyvbjerga-Petersena: niech {A;}L_; beda kolejnymi
probkami wielkosci A (zebranymi po ustaleniu sie réwnowagi).

e Gdyby nie korelacja mozna by uzyé zwyktych estymatoréw

o2 (A) = (A?) — LZ[A — AP

e Uzycie w tych wzorach coraz wiekszych blokéw prowadzi do
usuniecia korelacji miedzy blokami.



MC i MD - metoda $rednich blokowych

@ Dane po transformacji
Al =0.5(Ay_1 + Az)
L'=05L
nadal daja tg samg $rednia.
o Nowa wariancja wynosi:
I

1 -
0_2(A/) — <A/2> _ <A/> ~ P ZA? _ A,2.
i=1
o Powtarzamy tg operacje az
2 Al
i/(_ 1) ~ const.

@ Podobnie mozna obliczy¢ wariancje tej wielkosci:

_o*(A) 204(A)
02(A) N m




MC i MD - metoda $rednich blokowych

1,8e-085 T T d "sde_th_1" +
1.7e-85 [ ’
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MC i MD - érednie biegnace

Srednie biegnace

gdzie n € (1, L).



MC i MD - érednie biegnace
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Dynamika Monte Carlo
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MC i MD - lista Verleta

e W uktadzie N czastek jest N(N — 1) oddziatywan i czas
potrzebny do obliczenia energii (sity) skaluje sie jak N? -
istnieja algorytmy o skalowaniu N3/2.

e W symulacji duzego uktadu jezeli obciecie oddziatywan (=
odlegtos¢ powyzej ktérej zaniedbujemy oddziatywanie) jest
mniejsze niz symulowana objetos¢ = wiele czastek nie daje
wktadu do energii czastki i.



MC i MD - lista Verleta

o Lista Verleta - metoda wykluczania oddziatywan czastek z
obliczania energii (sity).

o definiuje sie drugi promien odciecia r, > r. (o poczatku w
potozeniu czastki i)

o przed obliczeniem oddziatywan tworzymy liste wszystkich
czastek w promieniu r, i obliczamy oddziatywanie czastki i
tylko z czastkami z listy

e nastepne obliczenie oddziatywan - jezeli maksymalne
przemieszczenie czastek jest mniejsze niz r, — rc, to
rozwazamy tylko czastki z listy Verleta (w tym kroku
zyskujemy czas - sprawdzanie ktére atomy sa w zasiegu
obciecia zajmuje czas)

o gdy jedna z czastek zostaje przemieszczona o wiecej niz r, — r¢
- aktualizacja listy Verleta

@ Lista Verleta przynosi korzys¢ gdy zawiera ona znacznie mniej
czastek niz catkowita liczba czastek w uktadzie.

o N5/3



MC i MD - suma Ewalda

o Mozna obecnie symulowaé uktady do 10° — 10° czastek
(uktady biologiczne).

@ Wazne jest unikniecie obliczania wszystkich par oddziatywan -
szczeg6lnie wazne dla oddziatywan dtugozasiegowych (obciecie
potencjatu nie jest mozliwe).

@ Przy dyskusji obciecia uzyskalismy
ytail — 2[)/ dru(r)4mr?,
re

u(r) musi zanika¢ szybciej niz r—3 = nie mozna uzy¢ obciecia
do oddziatywa# kulombowskich (r~!) i dipolowych (r—2 na
duzej odlegtosci).

@ Mozna prébowaé zaniedbaé dtugozasiegowa cze$é potencjatu
ale wystepuja powazne niedoktadnosci i artefakty.



MC i MD - suma Ewalda

@ Z technik nie zaniedbujacych dtugozasiegowej czesci
oddziatywania najczesciej uzywana jest suma Ewalda.

o Skalowanie N3/2 - dla duzych uktadéw nadal moze to by¢ za
duzo (istnieja inne metody).

@ Rozwazmy N tadunkéw punktowych (dodatnich i ujemnych) w
szeécianie V = L3 z periodycznymi warunkami brzegowymi.

o Zaktadamy, ze czastki odpychaja sie na matych odlegtosciach i
uktad jako catos¢ jest obojetny elektrycznie (>°; gi = 0).

@ Chcemy obliczy¢ kumolbowska czes¢ potencjatu tego uktadu

N
1 e , _E :/L
Ucou = 5 i§:1 ql¢(rl)7 gb(r,) - ~ |rij + nL|'

@ ¢ - potencjat enektrostatyczny w potozeniu czastki /; prim -
suma po wszystkich obrazach periodycznych n i wszystkich j z
wyjatkiem j =i jezeli n = 0.



MC i MD - suma Ewalda

@ ¢ obliczany zgodnie z tym wzorem - suma jest stabo zbiezna.

e Dla poprawienia zbieznosci uzyjemy gestosci tadunku (teraz -
gestos¢ jest delta Diraca).

@ Zatézmy, ze kazda czastka i o tadunku g; jest otoczona przez
rozmyty rozktad tadunku przeciwnego znaku kasujacego
doktadnie g;.

o Potencjat elektrostatyczny czastki i pochodzi od
nieekranowanej czesci g; - na duzych odlegtosciach ta czes¢
szybko (zalezy to od rodzaju rozktadu) dazy do 0.

o zaktadamy rozktad gaussowski

@ Whktad do potencjatu w punkcie r; pochodzacy od zbioru
ekranowanych tadunkéw okazuje sie tatwy do obliczenia przez
sumowanie.

@ Nie chcemy jednak oblicza¢ tego potencjatu ale potencjat od
tadunkéw punktowych - potrzebna odpowiednia korekta na
dodane rozktady tadunku.



MC i MD - suma Ewalda

@ zbiér tadunkéw punktowych = zbiér tadunkéw ekranowanych
+ potencjat korygujacy.
e S3 3 wktady do potencjatu: od tadunku punktowego (g;), od
gaussowskiego rozktadu ekranujacego (—gj) i od rozktadu
kompensujacego (q;).
e aby wykluczy¢ samo-oddziatywanie nie wtaczamy zadnego z
tych 3 oddziatywan do potencjatu w potozeniu jonu i
o korzystne okazuje sie pozostawienie potencjatu
kompensujacego i pozniejsze poprawienie rezultatu < rozktad
tadunku kompensujacego pozostanie ciggly i okresowy - mozna
go przedstawi¢ szeregiem Fouriera
@ Jako rozktad tadunku kompensujacego przyjmujemy rozktad
Gaussa o szerokosci /2/a

pGauss(r) = _qi(CV/7T)3/2 EXp(—arz),

« jest ustalane w rozwazaniach na temat wydajnosci
obliczeniowe;.



MC i MD - suma Ewalda

N
Ucoul = 2\/Zk2!p (k) exp(—k?/4a) — (a/m) /2> " g7 +

k40
N

N EZ q,-qjerfc-(.\/ar,-j)
7] i

erfc(x) = / e P dt



Symulacje w réznych zespotach statystycznych

MD - zesp6t mikrokanoniczny NVE — P (ped).
MC - zesp6t kanoniczny NVT.

e s3 réznice w $rednich statystycznych wyliczonych tymi
metodami - przy kilkuset czastkach s3 mate i znikaja w
granicy termodynamicznej

wybér zespotu ma znaczenie przy obliczniu $rednich
kwadratowych fluktuacji - istnieja relacje pomiedzy
fluktuacjami w réznych zespotach.

Inne zespoty w MD: state P, state naprezenie, state T.

Inne zespoty w MC: izobaryczno-izotermiczny (NPT), state
naprezenie-izotermiczny, wielki kanoniczny (uVT),
mikrokanoniczny (NVE), zesp6t Gibbsa (metoda rozwinieta do
badania wspétistnienia faz).



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC

Procedura sprawdzania poprawnosci algorytmu MC.

© Wybér rozktadu prawdopodobienstwa N do prébkowania -
zalezy od zespotu statystycznego.

@ Natozenie warunku réwnowagi szczegétowej
K(o — n) = K(n — o), gdzie
K(o — n) = N(o)a(o — n)acc(o — n) jest strumieniem
konfiguracji od o do n.

© Ustalenie prawdopodobieristwa generowania danej konfiguracji.

Q@ Wyprowadzenie warunku jaki musza spetniaé reguty
akceptowania ruchu.

Zespot kanoniczny NVT - suma statystyczna:
1
QN,V, T) = /\3NN!/drNexp[—BU(rN)],

N = \/h?/(2rmkg T) - dtugos¢ fali termicznej de Broglie’a ($rednia
dla gazu doskonatego).



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NVT

e Z @ wynika prawdopodobieristwo znalezienia konfiguracji r/v
N(M) ~ exp[-BU(r")]

@ Rozktad A prébkujemy nastepujaco:
@ Losowo wybieramy czastke; obliczamy energie U(o).
@ r(0) — r(0) + A(Rand — 0.5), nowa konfiguracja ma energie
U(n).
© Przemieszczenie akceptujemy z prawdopodobienstwem

acc(o — n) = min(1,exp{—B[U(n) — U(0)]}). (%)

@ Uzasadnienie algorytmu: prawdopodobienstwo
wygenerowania danej konfiguracji jest state i niezalezne od
aktualnej konfiguracji a(o — n) = a(n — 0) = «



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NVT

Podstawienie o oraz A do warunku réwnowagi szczegétowej daje
regute akceptowania ruchéw

N(o)a(o — n)acc(o — n) = N(n)a(n — o)acc(n — o)
exp[—BU(o)]aacc(o — n) = exp[—pU(n)]aacc(n — o)

‘?)CCEO_>’7; = exp{—p[U(n) — U(o)]}

acc{n — o

Regu’ra (%) spetnia powyzsza zaleznos¢ (2 przypadki: U(n) > U(o)
U(o) > U(n)).



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NVE

@ Zespdt mikrokanoniczny NVE - eksperymenty takie s3 rzadkie
a symulacje MC w takim zespole nie s3 uzywane do uktadéw
molekularnych.

@ Liczby losowe nie wystepuja przy akceptowaniu ruchu -
przydatna cecha gdy zachodzi obawa, ze generator liczb
losowych nie jest wystarczajaco dobry lub obliczanie
wyktadnika exp{—B[U(n) — U(0)]} zabiera wiele czasu.

e Metoda polega na poréwnywaniu réznicy AU = U(n) — U(0)
dla konfiguracji z energia Ep = E — U(0) > 0 (E > U(o) -
ustalona energia catkowita):

e AU < 0 - akceptujemy ruch i zwiekszamy Ep o |AU|
e AU > 0 - sprawdzamy czy Ep wystarcza by pokry¢ réznice
energii (zmniejszamy Ep), jesli nie ruch odrzucamy.

@ Nie jest to doktadna symulacja NVE - utrzymujemy w
przyblizeniu stata energie potencjalna.



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NPT

Zespot izobaryczno-izotermiczny NPT.

@ NPT - czesto uzywany w MC - wiekszos¢ rzeczywistych
eksperymentdéw odbywa sie w takich warunkach.

@ Pozwala okresli¢ réwnanie stanu nawet gdy wyrazenie na
ci$nienie nie moze by¢ fatwo wyprowadzone.

o Wygodny w symulacjach uktadéw w sasiedztwie przejscia
fazowego - w statym cisnieniu uktad moze osiggna¢ minimum
energii swobodnej (w NVT - uktad moze sie nie rozseparowac
na fazy o réznej gestosci gdy powinien).

e Wyprowadzimy metode dla uktadu N identycznych atoméw
(L= V1/3);

Q(N,V,T)= /\3’VN|/ / drV exp[—BU(rM)].



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NPT

@ Skalujemy wspétrzedne r; = Ls;, dla i = 1,2, ..., N:

QN, V, T) = /\3’VNI/ / ds" exp[—BU(s"; L)].

@ Zaktadamy, ze uktad o objetosci V i N czastkach jest
odizolowany ttokiem od rezerwuaru gazu doskonatego o
objetosci Vg — V i M — N czastkach; suma statystyczna jest
iloczynem sum pod poduktadéw
QIN, M,V Vo, T) =
VN(Vp—V)M-N -
WIC{SM NdeN exp[—ﬁU(SN,L)]

o uwaga - catka dla gazu doskonatego (po s ~V) wynosi jeden;

dla gazu doskonatego zatozylismy to samo A

o Catkowita energia swobodna uktadéw

FtOt = —kBTln Q(N) M7 V’ VO’ T)



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NPT

o Jezeli ttok jest swobodny - objetos¢ V poduktadu N czastek
fluktuuje.

@ Najbardziej prawdopodobna objeto$¢ minimalizuje energie
swobodna Ftt,

o Gestos$¢ prawdopodobienstwa, ze poduktad N czastek
ma objetos¢ V (krok trudny do uzasadnienia - objetosci nie
mozna zlicza¢ jak czastek lub pozioméw energii)

VN(Vo — V)M=N [N exp[—BU(sM; L)]
JY2 dVIVIN (Vg — VIYM=N [ dsN exp[—BU(sN; L')]

N(V) =

e Granica gdy rozmiar rezerwuaru dazy do nieskoficzonosci tzn.
M—N
Vo — 0o, M — oo, o P
e w tej granicy mata zmiana objetoéci matego uktadu nie
zmienia ci$nienia P duzego uktadu (jest on wiec stabilizatorem

ci$nienia)




Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NPT

@ wyrazenia na funkcje rozdziatu catego uktadu i N (V)
upraszczaja sie:
o dla V/Vo—0: (Vo— V)M N = VN1 — L )M=N
Vo' " exp(—(M — N)7)
o dla M— N — oco: exp(—(M — N)Vlo) — exp(—pV)
e rezerwuar zawiera gaz doskonaty: p = GP

VN exp(—BPV) [ sV exp[-BU(sV; L)

N, V)=
T T Uy exp(—5PV) ] dsh espl—U(S" L)

o Gestos$¢ prawdopodobienstwa znalezienia matego uktadu
w konfiguracji s i objetosci V:
N(V;sV) ~ VNexp(—BPV)exp[-BU(sY; L)] =
= exp{-plUE"; V) + PV — N5 1In V]}.



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC - NPT

@ Mozna zastosowaé metode Metropolisa do wspétrzednych
zredukowanych sV i objetosci V (V traktuje sie jak dodatkowa
wsp6trzedna; musi spetniac te same warunki).

e Jezeli ruch prébny to V/ =V + AV
(AV € [-AVpmax, +AVmay| - liczba losowa), to
prawdopodobienistwo jego akceptacji wyniesie
acc(o — n) = min(1,exp{—B[U(s"; V') — U(s"; V) +
P(V' = V)= N5~ In (V'/V)]})

@ Zmienna moze by¢ tez dtugos¢ L lub In V.

o W symulacji nalezy kontrolowaé cisnienie.



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MC

o State naprezenie-T
o NPT doskonata dla jednorodnych ptynéw; dla krysztatow
problemem jest mozliwo$¢ zmiany symulowanej objetosci.
e Przy symulacji zmiany jednej struktury krystalicznej w druga -
wazne by obszar symulacji dawat wystarczajaca swobode.
o Wykorzystuje sie zamiane wspétrzednych - macierz tej operacji
moze by¢ zmieniana dla utrzymania statego naprezenia.
o Wielki zespé6t kanoniczny pVT - pozwala otrzymac $rednia
liczbe czastek uktadu jako funkcje warunkéw zewnetrznych.
e adsorpcja - ilos¢ materiatu zaadsorbowana w zaleznosci od
ci$nienia i temperatury rezerwuaru
e gdyby prébowa¢ uzy¢ zespotu mikrokanonicznego (NVE) - czas
ustalania sie réwnowagi jest zwykle za dtugi, trzeba symulowa¢
faze ktéra nas nie interesuje, potrzebny duzy uktad by
powierzchnia miedzyfazowa nie wptywata na wyniki
e réwnowaga - T i u substancji adsorbowanej musza by¢ réwne
na zewnatrz i wewngatrz adsorbenta
e rozwazajac dwa poduktady otrzymuje sie odpowiedni rozktad
nroawdopodobiefistwa konficuracii



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MD

@ Problem MD w innych zespotach ma 2 rozwiazania:
© potaczenie MD z ruchami MC
© modyfikacja réwnan Lagrange'a
o Najwazniejsza i pierwsza historycznie jest MD w statej
temperaturze.

@ Warunek statej temperatury nie jest réwnowazny statej energii
kinetycznej kg T = m < v2 >.



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MD

Ad.1. Termostat Andersena.

Rozwazany uktad jest sprzezony z rezerwuarem ciepta o
zadanej temperaturze.

Sprzezenie reprezentuja losowe sity dziatajace na losowo
wybierane czastki.

Losowe zderzenia z czastkami rezerwuaru ciepta mozna
traktowac jako ruchy MC zmieniajace energie uktadu.
Pomiedzy zderzeniami odbywa sie zwykta dynamika Newtona.
Zderzenia zapewniaja prébkowanie réznych wartosci energii
zgodnie z rozktadem Boltzmanna.

Parametrem, ktéry trzeba wybraé jest sita sprezenia z
rezerwuarem ciepta - opisuje ja czestoS¢ zderzen losowych v.
Jezeli zderzenia sg nieskorelowane czas miedzy zderzeniami ma
rozktad Poissona P(t;v) = ve "t P(t; v)dt -
prawdopodobienstwo, ze nastepne zderzenie zajdzie w czasie
[t, t + dt].



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MD

Algorytm Andersena.
@ Wybér poczatkowych potozen i pedéw {r"V(0),p"(0)} i
catkowanie réwnan ruchu dla czasu At.

@ Pewng liczbe czastek wybieramy do zderzen z rezerwuarem
ciepta - prawdopodobiefistwo wybrania czastki w czasie At
wynosi vAt.

© Nowe predkosci czastek wybranych do zderzenia losujemy
zgodnie z rozktadem Maxwella-Boltzmanna odpowiadajagcemu
zadanej temperaturze T.

@ Ze wzgledu na zaburzenia predkosci nie mozna symulowac
wielkosci dynamicznych np. wspétczynnik dyfuzji zalezy od v.

@ Dla uwzglednienia predkosci - algorytm Verleta z predkoscia.

o Energia catkowita ani ped catkowity nie s3 zachowane.



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MD

Ad.2. Termostat Nosé-Hoovera.

Nosé rozszerzyt Lagrangian o dodatkowe sztuczne wspotrzedne
i predkosci.
Wspotrzedna oznaczamy s a @ zwiazang z nig efektywna
masg; parametr L ustalimy pézniej.
N
2.2 N
Lose = 2;215 ri — U(I’ )+
=

L
géz ~3 Ins.
Mozna wyprowadzi¢ funkcje rozdziatu

1
Qnose = Nl/dpsdsdp’vdr’v5(E — Hnose)

Po wybraniu L = 3N + 1 $rednie w tym zespole staja sie réwne
srednim w zespole kanonicznym NVT.

(A(p/s,1))nose = (AP, 1)) nvT, B =p/s



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MD

@ Z hamiltonianu H pose mozna wyprowadzi¢ réwnania ruchu

ﬂ o OH pose _ Pi

dt 8p,' N m,'s2

dpi . _aHNose . _8U(rN)

dt or; - or;

é _ OH Nose _ Ps

dt Ops Q
% _ _aHNose _ p:2 o £ /S
dt Os - mis2  f3

@ Réwnania Nosé-Hoovera upraszczaja sformutowanie Nosé'go
ale nie mozna wyprowadzi¢ ich z Hamiltonianu.
o tancuch Nosé-Hoovera - termostat jest sprzezony z kolejnym
termostatem itd.
e rozwigzuje problem nieergodycznosci w oscylatorze
harmonicznym (termostat Andersena nie ma tego problemu ale
dynamika jest mniej realistyczna)



Symulacje w réznych zespotach statystycznych - MD

MD w statym ci$nieniu (NPT).

@ Wiekszos¢ eksperymentéw przeprowadzana jest w statym
ciénieniu a nie objetosci np. wtasnosci w zaleznosci od sktadu
mieszaniny cieczy.

@ Objetos¢ - jest zmienna podobnie do MC.

@ Rozszerza sie réwnania ruchu - manostat i wprowadza
rownanie ruchu dla objetosci zawierajace cisnienie
zewnetrzne.

e Cisnienie wewnetrzne mozna obliczy¢ z odpowiedniego wzoru.



Energia swobodna w symulacjach molekularnych

@ Przydatna do obliczen przejs¢ fazowych pierwszego rodzaju
(nieciggte G) ;diagram fazowy.

@ Symulacja bezposrednia - zmieniamy temperature lub cisnienie
i czekamy na przejscie fazowe.

o histereza (temperatura topnienia r6zna od temperatury
zamarzania np. agar) < fazy rozdziela duza bariera energii
swobodnej

e bariera zalezy od miedzyfazowej energii swobodnej, ktéra
ro$nie z powierzchnia miedzyfazowa

e do symulacji bezposredniej trzeba przygotowaé uktad z
powierzchnig miedzyfazowa lub wyeliminowac ja catkowicie

o wspdtistniejace fazy bez powierzchni miedzyfazowej mozna
studiowa¢ np. metoda zespotu Gibbsa (metoda zatamuje sie
gdy jedna z faz staje sie tak gesta, ze nie moze wymieniaé
czastek).

@ Potrzebne metody obliczania energii swobodnych.



Energia swobodna - catkowanie termodynamiczne

o |l zasada termodynamiki - w réwnowadze entropia osiaga
maksimum (w uktadzie zamknietym o energii E, objetosci V i
N czastkach) - mozna wyprowadzi¢ warunki réwnowagi

o dla statych NVT energia swobodna Helmholtza F := E — TS
0sigga minimum w stanie réwnowagi
o dla NPT - energia swobodna Gibbsa G = F + PV

@ Aby dowiedzie¢ sie ktéra faza jest stabilna trzeba poréwnac ich
energie swobodne F, i Fg - jednak z symulacji nie mozna
uzyskac energii swobodnej (ani entropii)

o wielkosci te nie s3 $rednimi funkcji wspétrzednych przestrzeni
fazowej uktadu ale zaleza od dostepnej objetosci przestrzeni
fazowej dla danego uktadu (wielkosci termiczne).

@ F zwiazana jest z kanoniczng funkcja rozdziatu
F=—-kgTIhQ(N,V,T)=
_kB T In (f dp"drV eXP[—BH(PNa"N)])

AdN N



Energia swobodna - catkowanie termodynamiczne

@ Nie jest dziwne, ze wielkosci termicznych nie mozna uzyskac z
symulacji - w eksperymentach tez nie mozna ich mierzy¢.

Eksperymenty mierzg pochodne energii swobodnej:

<§C> NT - <((99/;//'7F_> VN =F ¢

Aby obliczy¢ energie swobodng ze wzoru (x) trzeba catkowac
(catkowanie termodynamiczne) po drodze odwracalnej na
ptaszczyznie V-T, taczacej dany stan ze stanem o znangj
energii swobodnej.

Znana jest energia swobodna: gazu doskonatego i krysztatu
harmonicznego w niskiej temperaturze.

Przyktad catkowania termodynamicznego: obliczenie energii
swobodnej cieczy z gazem doskonatym jako stanem odniesienia
(wykorzystuje sie réwnanie stanu).



Energia swobodna - catkowanie termodynamiczne

o W symulacjach komputerowych sytuacja jest analogiczna.

e nie trzeba koniecznie osiggnac stanu gazu doskonatego ale stan
wystarczajaco rzadki aby energia swobodna byta wyznaczona
doktadnie (z rozwiniecia wspé6tczynnika $cisliwosci
PV /(NkgT))

o do catkowania nie trzeba uzywac fizycznej drogi (takiej ktéra
mozna odtworzy¢ w eksperymencie) - kazdy parametr energii
potencjalnej moze by¢ zmienna

@ Zatézmy, ze energia potencjalna U zalezy liniowo od
parametru \ tak, ze U; = U(\ = 0) jest energia potencjalna
uktadu odniesienia (o energii swobodnej znanej analitycznie lub
numerycznie) a Uy = U(X = 1) energia potencjalna
rozwazanego uktadu.

UN) =1 =N+ AUy = U + XUy - Uy)



Energia swobodna - catkowanie termodynamiczne

1
QNV.T.N) = gy [ I esl-5UN] =

OF(\) 19

( o )NVT - Bﬁan(NVT)\)
B 1 AQN,V,T,\)
T BQ(N,V, T\ AN -

[drN(U(N)/ON) exp[—BU(N)] _ <6U()\)>
[ drNexp[—BU(N)] ox /[,

FOA=1)— F(A=0) = /:1 dx <‘9(‘;(AA)>A (+).

o AU(N)
gdzie $rednia po zespole statystycznym < a0

oze byé¢
) o

wyznaczona z symulacji.



Energia swobodna - catkowanie termodynamiczne

@ U(\) nie musi by¢ liniowa, wystarczy rézniczkowalnosc i
spetnienie warunkéw brzegowych.

@ Interpolacja liniowa jest jednak korzystna - znamy znak
0?F /O)N? (nieréwnoé¢ Gibbsa-Bogoliubowa)

((;i\/;_ = —B{{(Un — U))*)» = (Uy — U3} <0

o wniosek - OF /OX nie moze wzrasta¢ z A (mozna sprawdzi¢
poprawno$¢ symulacji)
e We wzorze (x) catkowanie numeryczne.

e czasem liniowo$¢ U(\) moze prowadzi¢ do osobliwosci dla
A—0



Energia swobodna - catkowanie termodynamiczne

@ Sztuczne catkowanie termodynamiczne - czeste w obliczaniu
réznicy w energii swobodnej podobnych czastek np. w
modelowaniu biomolekularnym oblicza sie wptyw podstawienia
na site wigzania molekuty z enzymem (np. przeksztatca sie
—H w —CH3).

@ Jest to metoda statyczna - seria symulacji réwnowagowych;
istnieje podobna metoda dynamiczna - dla MD, polega na
adiabatycznej zmianie hamiltonianu (tak wolnej ze entropie
mozna przyjaé za stata).



Energia swobodna - catkowanie termodynamiczne

Przykfad - réwnowagowy efekt izotopowy (EIE - equilibrium
isotope effect).

o EIE definiujemy jako stosunek statych réwnowagi |zejszego (/)
i ciezszego (h) izotopu

ngp)

QI(P)

EiE =1 ar/en ng)/

Kh o Q/(,p)/Qi(,r) o Ql(r)

@ Interpolujac (w najprostszy sposéb - liniowo) masy izotopéw
m;i(A\) = (1 — )\)ml(r) + )\ml(p),

dzieki catkowaniu termodynamicznemu zachodzi

Qn B LdF(\) ]
Ql—exp[ B/O N d\



Energia swobodna - metoda Widoma

e Metoda Widoma (wktadania czastki) - metoda wyznaczania
potencjatu chemicznego (np. istotny w teorii przej$¢
fazowych), doktadnie nadmiarowego potencjatu chemicznego
tzn. réznicy miedzy p uktadu a p gazu doskonatego.

o Dla uktadu N czastek a:

M_<86> _<8F> __T<85>
’ N, PTNpa N, VTN, N, VEN},

e Bedziemy rozwazac uktad jednosktadnikowy (opuszczamy
indeks a) N czastek w szescianie V = L9 w statej
temperaturze T.

o Skalujac wspétrzedne sN =N /L

QIN,V,T)= /\dNN|/ / ds" exp[—pU(s", L)]



Energia swobodna - metoda Widoma

@ Energia swobodna

VN
F(N,V,T) = —kgTIn@=—kgTlIn (/\d’Vl\ll> -

— ke Tin{ [ ds" expl-5U(s", L))} =

= Fu(N,V,T)+ Fex(N,V, T)

@ Fjy - energia swobodna gazu doskonatego, Fex - nadmiarowa
energia swobodna.
e Dla duzego N pochodna OF /ON:

no= —kBTIn(QN+1/QN)
_ V/A J ds" exp[-BU(SM T, )] _
#o= —keTln <N+ 1> - kBTln{ J ds" exp[-BU(s", L)] } -
= fig(p) + flex-

Uzadanienie: dIn Qn/IN = (In Quy1 — In Qu)/((N+ 1) — N)



Energia swobodna - metoda Widoma

@ Aby obliczy¢ piex rozdzielamy energie potencjalng uktadu
N 4 1 czastek na energie N czastkowego uktadu U(s") i
energie oddziatywania (N + 1)-ej czastki z reszta uktadu

AU = UV — UsM),
wtedy

flex = kBTIn/dsN+1<exp(ﬁAU)>N

@ (...)y - Srednia po zespole kanonicznym N-czastek -
probkowanie zwykta metoda Metropolisa.



Energia swobodna - metoda Widoma

@ Ze wzgledu na catke postepujemy nastepujaco:
o przeprowadzamy symulacje NVT MC dla N czastek
e w czasie symulacji z duzg czestosciag generujemy losowo
wspbtrzedng sy 41 (jednorodnie na szescianie jednostkowym)
o dla tej wspétrzednej obliczamy exp(—SAU) - wartosci te
uSredniamy
@ Obliczmy wiec $rednig zwigzana z wtozeniem dodatkowe;j
czastki do uktadu ale nigdy nie akceptujemy tego zdarzenia.

@ Dobra metoda uzywana dla cieczy atomowych i prostych
molekularnych.



Energia swobodna - metoda Benetta

Metoda naktadajacych sie dystrybucji (Bennett) - metoda
mierzenia réznic energii swobodnej.

@ Rozwazmy dwa N czastkowe uktady 0 i 1 o funkcjach
rozdziatu Qg i @1, dla wygody zaktadajac t3 samg objetos¢ V
obu uktadéw.

@ Roéznice energii swobodnej AF = F; — Fy:

J ds" exp[-BUL(s")] }
[ dsl exp[—BUp(sV)]

@ Przy prébkowaniu konfiguracji uktadu 1, dla kazdej kofiguracji
mozna obliczy¢ energie potencjalna uktadu 0 (Up(sV)) i dalej
réznice AU = U1(SN) - UO(SN).

e Uzyjemy tej informacji do stworzenia histogramu (wykresu)
mierzacego gestos¢ prawdopodobierstwa dla AU - oznaczmy

ja p1(AU).

AF = —kBT|n(Q1/QQ) = —kBTIn {



Energia swobodna - metoda Benetta

o Prawdopodobiefistwo znalezienia uktadu 1 w konfiguracji sV,
w ktérej energia potencjalna uktadéw 1 i 0 réznig sie o AU
. deNeXp(—BUl)(S(Ul — Uo — AU)

AU) = ,
P1( ) q1

q1 = [ dsNexp[—BU;(s")] - konfiguracyjna czesé funkgji
rozdziatu.
@ J pozwala zamieni¢ w czynniku Boltzmanna U; na Uy + AU
@ Relacja miedzy prawdopodobienstwami

deNeXp[—B(Uo + AU)]é(Ul — Uy — AU)

q1
N _— _— p—
— @exp(_ﬁAu)Ids €Xp( /BUO)d(Ul UO AU) _
q1 qo
do

= —exp(—BAU)po(AV)
a1



Energia swobodna - metoda Benetta

@ po(AU) - gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia réznicy
energii AU gdy probkujemy konfiguracje uktadu 0.

e Réznica energii swobodnych AF = —kg T In(q1/q0) z
poprzedniego réwnania spetnia
Inp1(AU) = B(AF — AU) + In pg(AU)

@ Aby otrzymaé AF wygodnie jest zdefiniowa¢ funkcje
fo(AU) = Inpo(AU) — 25Y
A(AU) = Inp(AU) + 25Y
takie, ze
L(AU) = fi(AU) + BAF.

@ Po zmierzeniu fy i i w symulacjach dla uktadu 0 i 1 przybliza
sie je wielomianami r6znigcymi sie tylko stata, ktéra daje
oszacowanie AF.



Energia swobodna - metoda Benetta

@ Nie jest konieczne aby istniat przedziat wartosci AU, gdzie
zaréwno fy jak i fi moga by¢ zmierzone - jednak gdy takie
nakfadanie nie wystepuje doktadnos$¢ metody jest zwykle staba.

@ Metoda ta mozna oszacowaé potencjat chemiczny:

e 1 - uktad N oddziatujacych czastek, 0 - uktad N —1
oddziatujacych czastek i jedna czastka gazu doskonatego
e roznica energii swobodnych miedzy tymi uktadami to prey i

Briex = H(AU) — fo(AU)

o Metoda Widoma zatamuje sie przy wysokich gestosciach, gdy
energia jest na tyle wysoka, ze exp(—SAU) jest zaniedbywalne
- metoda Bennetta moze poméc.



Energia swobodna - inne metody

@ Potrzebne s3 specjalne metody do problemu przechodzenia
przez bariere.

@ S3 to: obliczenie réznicy energii miedzy dwoma stanami
(fazami, konfiguracjami) lub obliczenie energii swobodne;
uktadu, ktérego nie mozna doprowadzi¢ do réwnowagi
zwyktymi metodami poniewaz energia swobodna posiada wiele
wysokich barier.

@ Wysokich barier nie mozna symulowaé konwencjonalnie bo

prawdopodobienstwo osiggniecia szczytu bariery dzieki
spontanicznej fluktuacji jest znikome.



Energia swobodna - histogramy wielokrotne

e Histogramy wielokrotne (metoda stosunku akceptacji) - gdy
wystepuje duza luka pomiedzy fy i fi mozna wykonac
dodatkowe symulacje posrednie.

e Otrzymujemy sekwencje funkcji fy, f1, ..., f, takich, ze kolejne
funkcje naktadaja sie.

o Energie swobodne dodajemy AFy1 + AFi 2+ AF, 1 5.

@ Przy prostej implementacji btedy statystyczne czastkowych
AF sumuja sie kwadratowo w koncowym rezultacie.

@ Jedna z metod zapobiegania propagacji btedu - znalezienie
samo-uzgadniajacego sie estymatora dla histograméw bez
zaktadania formy funkcyjne;j.

@ Réwnania na Z; rozwigzuje sie przez samougodnienie.

@ Faktycznie mozna obliczy¢ jedynie stosunki, wiec mozna
przyjac np. Z; za stata.

o AF = —kBT In(Z,,/Zl).



Energia swobodna - metoda stosunku akceptacji

e W metodzie stosunku akceptacji (Bennet) - estymacja réznicy
energii swobodnej dwéch uktadéw (0 i 1) z symulacji dla
uktadu 0 i uktadu 1.

e Wychodzimy od réwnosci

Q Qo [rw(r")exp[-B(Uo + U1)]
Ql - Ql erW(rN)eXp[—ﬁ(Uo+ Ul)] N
<W€Xp(—BU0)>1 (*)
(wexp(—BUr))o
o Jaki wybér w daje najmniejszy btad statystyczny dla
BAF = In{wexp(—8Up))1 — In{w exp(—5U1))o

o Btad statystyczny - minimalizujemy wariancje po prawe;
stronie powyzszego réwnania (ng, ny - liczba prébek):

constant

(Qo/no) exp(—BUL) + (Q1/m ) exp(—BUo)

w =



Energia swobodna - metoda stosunku akceptacji

e Wstawiajac w do (%)

Q _ ({1+ep[B(Uo— Ui+ O}
Q{1+ exp[B(Ur — Uy — O]} 1o exp(8C),

gdzie exp(8C) := 8‘1’—;’;

e Uzywajac funkcji Fermiego-Diraca f(x) =
Q  (f(Uo— U+ )

@~ (U= U= ) exp(BC).  (*x)
e Wybdr C =1In 8""1 zaktada znajomosé 8‘1’ ale praktycznie
warto$¢ C ustala sie naczej.
@ Zatézmy, ze uzyskaliSmy numeryczne estymacje
(f(Up — Uy 4+ C))1 i (F(Uy — Uy — C))g dla pewnego
przedziatu wartosci C:
<f(Uo—U1+C)>1— L Z fm(Up — U1 + C)
(F(lh = Uo = C))o = = >y frr(Ur = Up — C)
sumy - po wszystkich konfiguracjach prébkowanych w MC.

1
1+exp(Bx)




Energia swobodna - metoda stosunku akceptacji

e Podstawiajac powyzsze i (xx) do réwnania na SAF

o Zl f(Uo — U + C)
BAF = In S, (U —Uo— ©)

e Z drugiej strony z definicji

S P Ve
no

BAF = —1n ™ 4 8C.
no
@ Réwnania te beda takie same gdy

Zf(Uo—Ul—l-C ZfUl Uy — )

o W praktyce: C jest parametrem, ktéry nalezy zmienia¢ do
uzyskania powyzszej réwnosci.



Energia swobodna - umbrella sampling

o Wydaje sig, ze znajomos¢ jednego z rozktadéw pg 1 (AU)
wystarcza do otrzymania AF - catkujac obustronnie po AU
réwnanie

pL(AU) = po(AU) exp[B(AF — AU)),

otrzymujemy
/ dAUpi(AU) = exp(ﬂAF)/ dAUpy(AU) exp(—BAU)

1 = exp(BAF){exp(—BAU))o
lub
exp(—BAF) = (exp(—BAU))o

@ Réwnanie powyzsze znajduje zastosowanie do uktadéw 0 i 1,
ktére s zbyt rézne.



Energia swobodna - umbrella sampling

e Ograniczenie wynika z faktu, ze czesto najwiekszy wktad do
sredniej (exp(—BAU))o pochodzi z rejonuprzestrzeni
konfiguracji, gdzie po(AU) jest bardzo mate a exp(—SAU)
bardzo duze = duzy btad statystyczny.

o Doktadniejsze oszacowanie AF daje umbrella sampling - idea
- prébkowanie czesci przestrzeni konfiguracyjnej dostepnej dla
uktadéw 1 i 0 w pojedynczej symulacji.

o Modyfikacja tancucha Markowa generujacego konfiguracje
przez zastapienie czynnika Boltzmanna nieujemna waga m(r'V).

e W tym wypadku

_ [ drVa(rV)exp[—BUL ()] /7 (")
J drNa(eV)exp[—BUo(r)] /7 (V)

(exp(=BAU))o



Energia swobodna - umbrella sampling

e Whprowadzajac (...),:

(exp(=pU1)/7)x

(exp(=BAU))0 = (exp(—=BUo)/T)x

o 7(r"V) powinno mie¢ znaczace wartoéci w rejonach przestrzeni
konfiguracyjnej prébkowanej przez uktady 0 i 1 - wtasnos¢ ta
odpowiada za nazwe.

o Chcielibysmy zdefiniowa¢ 7 tak, aby wystarczyta jedna
symulacja - jednak lepiej jest przeprowadzi¢ pewng ilos¢
symulacji w czesciowo naktadajgcych sie obszarach.

@ Zdefiniujmy parametr ® - miare potozenia danej konfiguracji
pomiedzy uktadami 0 i 1 (np. energia).

@ Oznaczmy $rednig wartos¢ ® w uktadzie 1 przez @ a w
uktadzie 0 przez ® pin.



Energia swobodna - umbrella sampling

o Przedziat ® 0 — Ppin =: AD prébkujemy w n symulacjach
umbrella sampling - najlepszy wybdr n to taki, ktéry probkuje
AP w najkrétszym czasie.

e Symulujac przedziat A®/n o statej dyfuzji Dy to czas
charakterystyczny probkowania tego przedziatu wynosi

Ad/n)?
= (8O0
. (A¢)2 .
o Czas catkowity Tyor = N7 = Do maleje ze wzrostem n.

@ RozwazalisSmy & ale liczy sie tez czas prébkowania innych
wsp6trzednych, co ogranicza wartos¢ n.

@ Umbrella sampling jest bardzo ogdlng technika i jej wydajnosé¢
bardzo zalezy od wyboru 7 (co zwykle jest trudne).



Metody kwantowe - PIMC & PIMD

PIMC - Path Integral Monte Carlo
PIMD - Path Integral Molecular Dynamics

Pozwalaja w zjawiskach symulowanych klasycznie uwzgledni¢
efekty kwantowe.

Ciekty He - nadciektos¢ nie ma klasycznego odpowiednika.
Efekty izotopowe (klasycznie czes¢ kinetyczna funkcji rozdziatu
kasuje sie w $redniej i zadna wtasno$c¢ nie zalezy od mas
czastek).

Elektron - 1/2000 masy protonu - wigzanie wodorowe, powtoki
solwatacyjne jondw.

Zjawiska magnetyczne - kwantowy charakter spinéw.
Temperatura 0K - do badania stanéw podstawowych inne
metody kwantowe MC (VMC - wariacyjna metoda MC).



Metody kwantowe - PIMC & PIMD

W fizyce kwantowej propagator K dany jest nastepujacym
wyrazeniem:

K(x,t,x',t') = U(x, t; x", t') = (x|U(t, ') | .x")
gdzie U(t) = exp(—iHt/h).
Zachodza relacje: (x,t) = [Ty (x, t')K(x, t; X, t')dx’ oraz
P(t) = U(t)4(0).
ktére w postaci zdyskretyzowanej (discretized path integral
representation, DPI) przyjmuje postac

{n@::;m)”] Jor-ofo
DN

P 2
X exp Zij< x) ~ P V(x”)

nljl n=1




Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Funkcja podziatu w reprezentacji potozeniowej:

QZZe_BE" :Z<n|e_’3':’| Z/dxqp* —BH ) =

n

—Z/dx x|n)p(n|x) = /dx x| p|x) =
:/dxl/dxz---/deH<x”|e_ﬁF'/P\x”+1>, xPH = x1,
n=1

skad wynika nastepujaca posta¢ operatora gestosci:

p=le PP

Przyblizenie wysokotemperaturowe/prymitywne - jezeli
B/P < 1, to ze wzoru Bakera-Campbella-Haudorffa wynika:
e PHIP — o=BV/CP)g=BT/Po=BV/2P) L 0((8/P)?)

N <xn’efﬂFI/P’Xn+1> _ ef,BV(x")/(2P)<Xn|ef,8'7'/P‘xn+1>efﬁv(x")/(2P).



Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Rozwiniecie |x”) w reprezentacji pedowej daje z pomoca wzoru
Lie-Trottera

. DPI
Q= Ilm Qp ",
P—o0

DN b\ P2
o ()] oo

j=1
p P DN 5 1 P
X exp —5 W Z Z mJ (ij—i_l _ XJ-n> —+ F Z V(Xn) .
n=1 j=1 n=1

Poréwnujac z KC(x,x) - Q jest catka po trajektoriach po orbicie
periodycznej z czasem zespolonym 7 = —j5h

[U(t) = exp(—iHE/h), p(B) = exp(~BH) = p(B) = U(~iBh)].



Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Transformata Fouriera pozwala zamieni¢ catkowanie po potozeniach
na catkowanie po pedach i wykonac je:

<xn|e—57'/P|Xn+1> — <Xn|efg PO ﬁf/(2mj)’xn+1>

:/ ( dﬁ’}DN TR P o= TP B ey
2m




Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Potencjat efektywny:




Metody kwantowe - PIMC & PIMD

e Interpretacja potencjatu efektywnego (duze i mate P)
e Naturalny krok czasowy (wielko$¢ przemieszczenia, time
step)
o Krok kinetyczny o = /222 (exp(—3/35x%) = exp(—12)).
e Krok potencjalny




Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Rodzaje ruchéw:

@ Ruchy catego tanicucha (whole chain moves)

e Jednoelementowe ruchy typu klasycznego (classical single slice
moves)

e Wieloelementowe ruchy typu klasycznego (classical multi slice
moves)

e Jednoelementowe ruchy typu czastki swobodnej (free particle
single slice moves)

o Wieloelementowe ruchy typu czastki swobodnej (free particle
multi slice moves ;staging algorithm)



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Ruchy wieloelementowe s3 konieczne:

Gdy wielkos¢ tanicucha rosnie zastosowanie tylko ruchéw
jednoelemetowych spowoduje, ze uktad bedzie poruszat sie coraz
wolniej przez przestrzen konfiguracyjna.

Rozwazajac réwnanie dyfuzji Smoluchowskiego dochodzi sie do
wniosku, ze dyfuzja srodka masy c jest nastepujaca:

() = pal(n?) < 2.



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Jednoelementowe ruchy typu klasycznego:

e Wybierz losowo jeden element tahcucha.

o Wygeneruj nowe potozenie zgodnie z dystrybucja jednorodna:
xg€ = xx + [2 % rand() + 1] x A.
@ Akceptacja ruchu
acc(o — n) = min(1, exp{—B[P(n) — ®(0)]}).

@ Powtérzy¢ poprzednie kroki P razy (cykl - sweep).

@ Oblicz estymatory zadanych wielkosci.



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Jednoelementowe ruchy typu czastki swobodnej:

e Wybierz losowo jeden element tahcucha.
@ Wygeneruj nowe potozenie zgodnie z dystrybucja jednorodna:

N(x,0) = N((xk-1 + Xk+1)/2,\/ 1?3/ (2mP))

a0 -+ ) — exp(~ 4 (n)} =
exp{—mP /212 B[... 4+ (xk—1 — X" )> + (X[ — x¢41)° + .|} o

exp{_1/2[X1'few—(xk;1+><k+1)/2]2 +.)
o Akceptacja ruchu

acc(o — n) = N(n)a(n — o _ exp{—B®P(n)} exp{—BPk(0)}
N(o)a(o — n) — exp{—3®(0)} exp{—fPk(n)}
_ exp{—p®y(n)} _ exp[—(B/P)V (xj")]
exp{—BPv(0)}  exp[-(B/P)V(xk)]

~—

~—

~— [ —



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

@ Powtérzy¢ poprzednie kroki P razy (cykl - sweep).
@ Oblicz estymatory zadanych wielkosci.

@ Dla duzego P potencjat V /P staje sie bardzo maty oraz
Xk_1 & Xx41 & Xk, wiec prawie wszystkie ruchy prébne sa
akceptowane.

@ Nowe x, nie zalezy od starego.



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Wieloelementowe ruchy typu czastki swobodnej:

e Wybierz losowo fragment tafcucha xi, x2, ..., Xj, Xj41.
@ Wygeneruj nowe potozenie zgodnie z rozktadem:

Oé(O = n) = exp{_BCDK(leX% ceey Xjy Xj41, "'7XP)}
= eXp{—mP/2ﬁ25[,., +(q — X2”9W)2 + (v — XgEW)Z n
+ (Y = x1)? + )

Powyzszy wielowymiarowy rozktad normalny mozna
zdiagonalizowa¢ i przedstawi¢ nastepujaco

P1
a0 n) = ~ 50 — 1)’ - m Z



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

@ Akceptacja ruchu

N(n)a(n — o) _ exp{—BP(n)} exp{—BPk(0)}
N(o)a(o — n) — exp{—3®(0)} exp{—L®k(n)}
exp{—BPy(n)} exp{—BPy(x1, x é’eW,...,&PEW,...,Xp)}
exp{—5dy(0)} - exp{—BPv(x1, X2, ..., Xj, ..., xp) }
exp{—(8/P)[V(x3*) + V(x5*") + ... + V(x{*")]}

exp{—(8/P)[V(x2) + V(x3) + ... + V(x))I}

acc(o — n) =

@ Dtugos¢ segmentu j wybiera sie tak aby prawdopodobienstwo
zaakceptowania ruchu wynosito 40 — 50%.

@ Powtérzy¢ poprzednie kroki P razy i obliczyé estymatory.



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Staging transformation:

mP
eXP{_thﬁ[(Xl —x2)? + (2 —x3)* + .. 4 (5 — x11)°]}
1 n+1 na+b 1
2t 2 . p) Ry
(a x)+n(x b) - [x n—|—1] —|—n+1(a b) =
n=1
2 X1 + X 1 1
(X]*X2)2+(X2*X3)2 = I[X _A 5 3]2+§(X17X3)2 = 2u§+§(x17x;:,)2
% «_ X1t+tX3

U2:X2—X2, X2— .

2



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

n=2:
1 3 2 1 3 1
§(X1—X3)2+(X3—X4)2 = §[X3—#]2+§(X1—X4)2 = 5U§+§(X1—X4)2

* * X1 + 2xg
U3 == X3 — X3, X3 ==
3
n=j
1 J x1+ (= DX
—ba = %)+ (g = x11)" = =g - ; )P

1
+ J*-(Xl —xj41)° = jfl”f + j(Xl — xj11)?




Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Podsumowujac:

eXP{*W Z Xk+1

mP > mP Ik 5
= eXP{—%(Xl = Xjr1)" — 2123 Z k—1 ujct
J

— Aexp(—5 Y (2)2),

k=2
gdzie
mPBk—1 1/2
k—|l—"—"fH ] )
mP  k
x1 + (k — 1)xk1




Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Przeksztatcenie odwrotne:

X1 + (k - 1)Xk+1
k

Xk:Uk-l-



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Estymatory energii:

e Estymator termodynamiczny - bezposrednie rézniczkowanie
funkgji rozdziatu:

Q,zC[ﬁ_DNP/Q]/drl. . ./drPexp {—ﬁ

p X s 1 &
T DD mi(e ) 5 D> v ()
n=1 j=1 n=1

},

dlogQ,  DNP P . 1,
(E) = — gggQ ~ 23 +<—262§_:Zmi("i+l—"i)2+’p§_:\/(" )>'




Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

e Estymator wirialny:

Zamiana zmiennych x = r/\/3:

P N P
Q= C/dxl.../dxpexp{—,;Zij (x,f'+1—x,’-’)2—gZV(ﬁ1/2x")}_

n=1 j=1 n=1

_ logQ 1 <§”: d{V[51/2x"]B}>

n=1 dﬁ
1 /& V(B + 28212 (5 + AB))
P Z; dAS

1. J. Vanicek, W.H. Miller, J. Chem. Phys. 127, 114309 (2007)



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Estymator wirialny z usunietym ruchem $rodka masy:
Zmiana wspétrzednych y$ = ¢5 —rl, s =2, ..., P i nastepnie
podstawienie x = y/+/ daje

— C[g-PVPr / drt / dy? | / dyP
< exp{ =Bl 2 Zm, ( y?7)? + Z T —yp) (yf)2>
T (wrl) LY y5)>1},



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

= C[B‘D’V/Q]/dr /dx /dx

X exp{——Zm, ( 24 Z S ) 2 (Xf)z)

P
2 ( (R /szS))]},

(E) = -

2Ny 75

dlogQ _ DN 1 [T~ d{V[r + /*x"]5}
o3~ 28



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Postepujac analogicznie dla kolejnych elementéw tancucha i
usredniajac

_ dlogQ DN 1 [~ d{V[r€ + "5}

El=—"%5 =% <; dp
DN 1 /& VI + (B4 AB)Y2E2(en — ¢O)](B + AB))
=55 TP\ NG ’

gdzie r,-C = ZS L r3/P.

Procedura ta usuwa ruch érodka masy redukujac btad statystyczny.



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Przyktad oscylator harmoniczny:

1 1
(E) :w<2+exp5w—l>

w 1
lim

w—0 exp (fw) — 1 B — (E) =

; (w8 <« 1)

(E) = %w (B> 1)
123
2mP

Krok potencjalny: exp(—23mw?x?) = exp(— %X—z) =0= w\/lm

Krok kinetyczny: o =




Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

value

168™9 steps

cv

08,8086

8.88855

8.8885

th ——
enact

8.88845 [

8.8834

8.88835

08,8083
a

48

58

18

28 38
beads



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

value

08,8086

8.88855

8.8885

8.88845 [

8.8834

8.88835

08,8083

4%18™9 steps

cv
th ——
enact

18 28 38 48
beads

58



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

error

Fe-85

2.5e-85

2e-85 -

1.5e=85 [

1e-85

Se-86 -

168™9 steps

o
th




Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

error

1.8e=-89

1.6e=83 [

1.4e-85

1.2e-85

1e-85 -

8e-86 -

6e-B6 -

4e-86 -

2e-86

4%18™9 steps

[:UI
th ——




Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Zastosowama PIMC:
PIMC jest metoda obliczania wielkosci réwnowagowych w
zespole kanonicznym.

e Kwantowe ciecze i ciata state (oddziatywania van der Waalsa)
- uktady zawierajace lekkie jadra w niskich temperaturach
wykazuja efekty kwantowe w zakresie od rezimu
kwaziklasycznego (np. staty Ar) do silnie kwantowego (np
nadciekty He)

o przejscia fazowe z efektami izotopowymi np. staty Ho;

o transfer elektronéw i protonéw (czeste w reakcjach
biochemicznych)

e dynamika klastréw wody;

o kondensacja Bose'go-Einsteina (symulacja kondensacji He -
duzy sukces PIMC)

e przesuniecie izotopowe statej sieci w statym 2°Ne —22 Ne -
obliczone z duza doktadnoscia

o tatwe do poréwnania z danymi eksperymentalnymi (rozktad
energii kinetycznej w rozpraszaniu neutronéw, pojemnos¢
cieplna w funkgji temperatury)



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

@ Solwatowane elektrony (jedno z pierwszych zastosowan)

e modyfikacja struktury rozpuszczalnika

e zmiana mobilnosci elektronu

o fotochemia (hydratowany elektron - kluczowy uktad
przejsciowy w fotochemii w roztworze)

e przejscia metal-dielektryk obserwowane w amoniakalnych
roztworach metali alkalicznych



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

e Klastry; wazne z powodu umiejscowienia pomiedzy molekutami
a ciatami statymi np. wykazuja zachowania analogiczne do
przej$¢ fazowych ale s3 wystarczajgco mate do badania na tym
samym poziomie doktadnosci mikroskopowej jak molekuty.

e badano efekt skonczonego rozmiaru w przejsciach fazowych
uktadéw kwantowych np. przejscie * He do nadciektosci w
przypadku klastréw (64 i 128 atoméw) jest dostepne do badan
eksperymentalnych i symulacyjnych

o pokazane zostato obnizenie temperatury przejs¢ fazowych dla
H, (para), Dy, Ne

o klastry - temperatura zamarzania jest rézna od temepratury
topnienia - pomiadzy tymi temperaturami istnieje réwnowaga
pomiedzy formami typu ciecz i ciato state

o klastry wysepujace jako ciato state (liczby magiczne) -
minimum globalne PES jest dobrze odseparowane od innych
miniméw

e wzrost energii kinetycznej zwiazany z kwantowa dekolalizaja

o klaster z réznymi izotopami - lzejszy na powierzchni



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

o Adsorpcja; jedno z pierwszych zagadnien to adsorpcja helu na
graficie - symulacje potwierdzity eksperymentalne diagramy
fazowe; adsorpcja w strukturach porowatych - zeolity.

@ Reakcje chemiczne (state szybkosci reakcji chemicznych i
ogolniej proceséw kwantowych, réwnowagi, efekty izotopowe).



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Wiecej o nadciektosci:

3He (fermion) i *He (bozon) - nadciektos¢; funkcja rozdziatu
musi bra¢ pod uwage symetrie.

Potencjat podobny do Lennarda-Jonesa.

He pod cisnieniem swojej pary jest ciekty nawet w
temperaturze 0K - ruchy w punkcie zerowym wystarczaja do
zniszczenia krysztatu.

Nadciektos¢ to makroskopowy efekt kwantowy - atomy s3
zdelokalizowane wiec nierozréznialno$¢ czastek staje sie bardzo
wazna.

*He - ponizej 2.17K obracajac powoli cylinder z He pozostaje
on w spoczynku; przeptyw przez kapilary bez tarcia.



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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FIG. 2. The phase diagram of *He.



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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FIG. 11. The specific heat of *He: solid line, experiment at
saturated vapor pressure (Wilks, 1967); triangles with error
bars, PIMC calculations (Ceperley and Pollock, 1986); open
circles, Feynman-Kikuchi model with 20° sites (Elser, 1984).



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Funkcja rozktadu radialnego.
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FIG. 16. The low-temperature pair-correlation function of
liquid helium at the saturated vapor pressure density of
0.02182 atoms A~3: solid line, PIMC calculation at 1.21 K;
O, neutron-scattering measurement of Sears (1979) at 1.38
K; x, x-ray scattering of Robkoff and Hallock (1981) at 1.38
I’&



Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Czynnik struktury (wyznaczany np. przez dyfrakcje neutronéw) -
transformata Fouriera funkgji korelacji funkcji rozktadu radialnego.
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FIG. 18. The structure factor at 1.38 K and saturated vapor
pressure: solid line, as calculated by PIMC; e, measured by
neutron scattering (Sears et al., 1979); O, measured by x-ray
scattering (Robkoff and Hallock, 1981).



Dygresja - dwie metody z teorii struktury elektronowe;j




Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda

Monte Carlo (DMC)

e Wariacyjna i dyfuzyjna metoda Monte Carlo - s3 to metody
oparte na funkgji falowej; s3 one metodami chemii kwantowe;j.

@ Stuza one jako wzorce dla innych metod.

@ Uzupetniaja one mniej wymagajaca metode DFT dajac
doktadniejsze rezultaty i gtebsze zrozumienie fizyki korelacji
elektronowe;j.

e Algorytmy tych metod s wewnetrznie réwnolegte i pozwalaja
bada¢ uktady z nawet ponad 1000 elektronéw.



Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda

Monte Carlo (DMC)

e Metoda VMC - po raz pierwszy zastosowana do ciektego 4 He
(McMillan, 1965).

e Metoda DMC - w wersji ze statymi weztami (fixed-node) po
raz pierwszy zastosowana do gazu elektronowego (Ceperley,
Alder, 1980).

@ Techniki minimalizacji wariancji do optymalizacji prébnych
funkcji falowych - Umrigar, Wilson, Wilkins, 1988.

o Czas potrzebny do wyznaczenia energii z dang doktadnoscia w
obydwu metodach skaluje sie jak N3.



Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda

Monte Carlo (DMC)

@ Dla matych uktadéw DMC osiagga doktadnos$¢ chemiczng
tzn. lkcal/mol ~ 0.04eV /molekuta. Metoda ta korzystnie
skaluje sie z wielkoscig uktadu - doktadnos¢ nie spada zbyt
szybko z N; aby osiggna¢ duza doktadnos$¢ potrzebne sa
doktadne funkcje falowe ale stochastyczna ich generacja
powoduje, ze rezultaty symulacji s3 wolne od btedéw
skonczonej bazy.

@ W metodzie VMC jakos¢ wynikéw jest catkowicie
zdeterminowana przez jakos$¢ wybranej prébnej funkgji falowej.

@ Obydwie metody najlepiej nadaja sie do obliczen energii ze
wzgledu na korzystng wtasnoS¢ zerowej wariancji - gdy
funkcja prébna zbliza sie do doktadnej (stanu podstawowego
lub wzbudzonego) fluktuacje statystyczne energii zblizaja sie
do zera.



Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda

Monte Carlo (DMC)

o Metody te nie sa tak dobre dla stanéw wzbudzonych ale mimo
to s3 stosowane z sukcesem do obliczania wielu wtasnosci
stanéw wzbudzonych atoméw, molekut i ciat statych.



Wariacyjna metoda Monte Carlo

@ Opiera sie na zasadzie wariacyjnej; Wt - funkcja prébna.

o Vy, VW - musza by¢ ciagte tam, gdzie potencjat ma
wartos¢ skonczona.

o Catki [ W4V, f\U*frI:I\UT oraz fW?szr musz3 istnie¢
(ostatnia zapewnia, ze wariancja energii bedzie skoriczona).

@ Zasada wariacyjna daje ograniczenie gérne na energie stanu
podstawowego:

[ V(R HwT( )dR
> .
Ev = [ W5 (R)Wr(R)dR = o

o Aby zastosowac algorytm Metropolisa przedstawiamy Ey w
postaci

JIVr(R)[Wr(R) AV (R)]dR > K.

fv= T (R)2dR -




Wariacyjna metoda Monte Carlo

e Z powyzszego wzoru wynika, ze prébkujemy przestrzen
konfiguracyjna zgodnie z prawdopodobienistwem

WrR)E/ [ [vr(R)PR
@ Energia lokalna w kazdym z tych punktéw jest dana przez
E; =V (R)LAV(R).

@ Ostatecznie $rednia energia z symulacji wynosi

1M
Ey ~ — E (Rm).



Wariacyjna metoda Monte Carlo

@ Ruchy prébne otrzymuje sie zwykle z rozktadu Gaussa o
poczatku w aktualnej pozycji danej czastki.

@ Inne wielkosci niz energia takze moga by¢ wyrazone jako
3N-wymiarowe catki.

@ Mozna obnizy¢ wariancje z jaka oblicza sie dang wielkos¢
modyfikujac estymator tak, aby warto$¢ oczekiwana pozostata
niezmieniona.



Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

@ Jest to metoda rozwigzywania réwnania Schrodingera z
urojonym czasem

—0:d(R, t) = (H— E7)®(R, t),

gdzie t jest rzeczywista zmienng mierzaca czas urojony.

@ Zasada wariacyjna dla funkcji o ustalonej powierzchni weztowej
- jezeli energia DMC dla danego obszaru ograniczonego
powierzchnia weztowa (identyfikowana zmienng «) wynosi E§'
to

Ey' > Eo,

gdzie Eg jest energia (Scista) stanu podstawowego. Jezeli
powierzchnia weztowa funkgji prébnej W (R) jest taka sama
jak doktadnego stanu podstawowego, to zachodzi réwnosé
powyzszych energii.



Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

@ “Twierdzenie kafelkowe” (tiling theorem) - stany podstawowe
wszytkich obszaréw naleza do tej samej klasy (zdefiniowanej
przez réwnowazno$¢ ze wzgledu na permutacje PR); w
kazdym obszarze jest takie same prawdopodobienstwo.

e Definiujac funkcje f(R, t) = ®(R, t)V(R) oraz predkosé dryftu
vp(R) = VIn|W7(R)| = V(R) VWU (R),

z réwnanie Schrédingera z urojonym czasem przyjmuje postac

—0,f(R,t) = —%sz(R, £)+V-[vp(R)F(R, )]+[EL(R)—E7]f(R, ).



Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

@ Odpowiednie réwnanie catkowe jest nastepujace
F(R.t+7) = / G(R « R, 7)f(R, t)dR,

gdzie zmodyfikowana funkcja Greena
G(R+ R,7)=V(R)G(R «+ R, 1)V (R)7L.

G(R + R',7) = (R|exp(—7(H — ET))|R’)
@ W przyblizeniu krétkiego czasu
G(R+ R, 7) = G4(R + R, 7)Gy(R < R', 7),
[R — R — rvp(R")]?
27 ’
Go(R — R',7) = exp{—7[EL(R) + E.(R) — 2E7]/2}.

G4y(R+R' 1) = (27r7)_3'v/2 exp



Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

o Predkos¢ dryftu vp(R) powoduje przemieszczanie sie
“walkeréw” w kierunku wzrastajacego |V r|. Takze zawsze, gdy
"walker" zbliza sie do powierzchni weztowe] vp rosnie i oddala
go od tej powierzchni.

@ Funkcja Greena jest przyblizona zatem czasem nastepuje
przekraczenie powierzchni weztowej.

@ Przebieg symulacji poprawia akceptacja z uzyciem ponizszego
prawdopodobieristwa

Gy(R + R, 7)Gp(R’ < R, T)V(R)?

R+ R')=min |1
Paccept(R  R) mm[’Gd(R’eR,T)Gb(R<—R’,T)\UT(R’)2

. 1 Gd(R < R/,T)\UT(R)2
—mn [ ' Ga(R R,T)\UT(R’)2]

|



Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

@ Rezultatem metody DMC w opisanej wersji jest rozktad
opisany dystrybucja f(R, t).

o Energia obliczana jest z uzyciem tak zwanego estymatora
mieszanego

(Wolfivr) | [FRE(RIR

1
Eo = (Wo|Wr) — =0 [F(R,7)dR ”M;EL(R”’)‘



Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

¥, @

x

FIG. 2. Ilustration of the walker evolution in the diffusion
Monte Carlo (DMC) method. The example shows a one-
dimensional problem in which a single particle is confined by a
potential well V(x). The initial walker distribution samples a
uniform ¥, ;. As the imaginary-time propagation proceeds,
the distribution converges towards the ground state ¥,. Note
the occasional disappearance of walkers in the region of high
irstaselal s aool ghon seaeiifouaeten ainniaed aelea g g e



Algorytm DMC

© Wygenerowanie zbioréw potozeh poczatkowych zgodnie z
pewna dystrubucja poczatkowa (zwykle z |W 1|2 uzywajac
VMC). Obliczy¢ ich energie lokalne.

@ Obliczy¢ predkosé dryftu vp kazdego “walkera”.

© Jezeli 7 jest krokiem czasowym nowe potozenie oblicza sie
wedtug wzoru

R=R + x +7vp(R),
gdzie x jest 3D-wymiarowym wektorem liczb losowych o
rozktadzie normalnym (o $redniej zero i wariancji 7).

Q Sprawdzi¢, czy “walker” przekroczyt powierzchnie weztowa
(przez sprawdzenie znaku funkcji prébnej) - gdy tak sie stato
wraca sie do poprzedniego potozenia.

© Akceptacja ruchu z prawdopodobiefistwem pyccept(R <— R').



Algorytm DMC

@ Obliczenie liczby kopii (ok. 10% — 10%), ktére kontynuuja
symulacje
Miew = INT (1 + exp{—7[EL(R) + EL(R") — 2E7]/2}),
gdzie 7 - liczba losowa o rozkfadzie jednorodnym na przedziale
0,1].
| ,o]Drugi czynnik mniejszy niz 1 - “walker” kontunuuje ewolucje z
prawdopodobienstwem P; jezeli jest wiekszy lub réwny 1 -

kontynuacja + tworzenie w tym samym miejscu nowego
walkera z prawdopodobienstwem P — 1.

@ Zachowac wielkosci, ktérymi sie interesujemy (np. $rednie E;
ze zbioru “walkeréw™).

© Po poczatkowym rozgrzaniu symulacji kroki 2 — 7 powtarzac
do uzyskania wystarczajaco matego btedu. Wartos¢ Et jest co

pewien czas dostosowywana tak, aby utrzymac $rednia ilos¢

"walkeréw" wedtug wzoru
Er «+— ET— Cg In(Mact/Mave)7

gdzie Cg jest dodatnig statg kontrolujaca szybkos¢ osiagania
zaktadanej liczby M.



Funkcje prébne metod VMC i DMC

@ Obliczenie funkcji prébnej jest najbardziej wymagajacym
etapem metod VMC i DMC. Zatem muszg by¢ one zaréwno
doktadne i tatwe do obliczenia.

e Uzywa sie funkcji typu Slatera-Jastrowa (pojedynczy
wyznacznik Slatera pomnozony przez catkowicie symetryczny
czynnik korekcyjny Jastrowa, ktéry optymalizuje sie).

V(X) = !X D(X),

X = (x1,%2,....,xn), Xj = {ri,0;}.
@ Wyznacznik Slatera otrzymywany jest zwykle z metod LDA lub
HF.

e Jednowyznacznikowa postaé funkgcji jest zwykle wystarczajaca.



Funkcje prébne metod VMC i DMC

@ Czynnik Jastrowa zawiera zwykle cztony jedno- i dwu-ciatowe

N 1 N N
J(X):ZX(X’)_EZ Z U(X,‘,X_j),
i=1 i=1 j=1j#i

u opisuje korelacje miedzyelektronowa a y - korelacje
elektron-jadro.

@ Zwykle ze zmiennych usuwa sie spin i zapisuje funkcje prébna
z iloczynem wyznacznikéw z orbitalami o spinie w dét i w gére

\U(R) = eJ(R)DT(rl, . rNT)Dl’(I’NT+1, cony r[\/).

@ Korzysé - z obliczeniowego punktu widzenia lepiej jest mie¢
dwa mniejsze wyznaczniki niz jeden duzy.



VMC i DMC - zastosowania

@ Energia kohezji ciat statych.

o Gaz elektronowy (malejaca gestos¢: paramagnetyk —
ferromagnetyk — krysztat Wignera).

o Relatywistyczny gaz elektronowy (poprawki perturbacyjne do
energii oddziatywania).

@ Energia wymiany i korelacji (mozna uzy¢ w funkcjonatach
metody DFT).

Rozpraszanie Comptona w Li i Si.
Staty wodér.
Klastry (w tym fullereny).

Stany wzbudzone.



VMC i

DMC - pseudopotencjaty

Koszt obliczen gwattownie wzrasta z liczba atomowa: od Z°
(Ceperley, 1986) do Z%% (Hammond, Reynolds, Lester, 1987).

Dla ciezkich jader krok czasowy powinien by¢ zmniejszony (z
jadrami o duzym Z zwigzana jest mata skala dtugosci dla
wariacji funkcji w poblizu jadra); istnieja dos¢ skuteczne
sposoby przyspieszania symulacji.

Fluktuacje energii lokalnej w poblizu jadra staja sie duze, gdyz
energia potencjalna oraz kinetyczna s3 duze.

Wiele wtasnosci (np. wigzania, niskoenergetyczne wzbudzenia)
zalezy od elektronéw walencyjnych - mozna uzy¢

pseudopotencjatéw do usuniecia elektronéw rdzenia i
efektywnego zmniejszenia liczby atomowe;.

e Wprowadzamy pewien btad ale efektywnos¢ obliczen bardzo
wzrasta.



VMC i DMC - pseudopotencjaty

e W teoriach takich jak HF i DFT funkcja falowa = wyznacznik
orbitali, ktére mozna podzieli¢ na orbitale rdzenia i
walencyjne.

o Si: [1522522p53523p?]; 3s i 3p biora udziat w wiazaniach
chemicznych, zatem sa to orbitale walencyjne.

o |dea: stworzy¢ potencjat efektywny opisujacy taczne dziatanie
jadra i elektronéw rdzenia na elektrony walencyjne.

@ W praktyce robi sie to osobno dla stanéw o réznych
orbitalnych momentach pedu.

@ Pseudopotencjat dla danego atomu V,ps(r) dzieli sie na czes¢
lokalng V/*(r) (taka sama dla wszystkich momentéw pedu)
oraz poprawke dla danego momentu pedu n,,( r).

@ Dla petnego Hamiltonianiu wieloelektronowego:

Vioc(R) + Vit = Z Vlgsc ri) + Z Vlflsl



VMC i DMC - pseudopotencjaty

o Nielokalny operator \A/:lsi dziata na funkcje nastepujaco (catka
wybiera odpowiedni moment pedu s, p, d,...):

V1) = D2 Vi YinlS / Vo (Q)F(r)de.

o Pierwsze pseudopotencjaty opracowane zostaty w roku 1978
dla metod HF i LDA, pozniej uzyte z sukcesem w kwantowych
metodach Monte Carlo.

@ Ukryte przyblizenie - elektrony sa nierozréznialne wiec nie
mozna ich grupowaé w oddzielne zbiory.

e Jest to istotne dla przypadku duzego rdzenia i matej liczby
elektronéw walencyjnych.

o Mozna skorygowac¢ ten efekt dodatkowym potencjatem
polaryzacji rdzenia.



VMC i DMC - pseudopotencjaty

o Pseudopotencjaty w metodzie DMC sg problematyczne i
kosztowne w uzyciu - istnieja alternatywne podejscia; jedna z
najwazniejszych jest metoda pseudo-Hamiltonianu
(Bachelet, Ceperley, Ciocchetti, 1989) - operator energii
kinetycznej jest zastepowany operatorem rézniczkowym
drugiego rzedu z zaleznym od potozenia efektywnym tensorem
mas elektronéw.



Techniki zaawansowane - wiezy - MC

e W MC ma znaczenie czy na wewnetrzne stopnie swobody (np.
dtugos¢ wigzania) natozymy sztywne wiezy.

e Gdy gdy wiezy s3 silne (ale nie sztywne) nalezy dobra¢ dtugosé¢
ruchu prébnego.

e nic nie zabrania stosowania réznych przesunie¢ do réznych
atoméw dopuki ruchy danego atomu prébkujemy z tej samej
dystrybucji

@ Przy bardzo silnych wigzaniach prébkowanie nie jest
wystarczajace.

@ W MD czesto zamienia sie bardzo silne oddziatywania
wewnatrz-molekularne na wiezy sztywne.

o MC - tez mozliwe ale w MD znacznie tatwiejsze (szczegdlnie
dla duzych molekut)

e nie rekomenduje sie uzywania MC dla zadnych poza
najmniejszymi czasteczkami z wiezami wiezami wewnetrznymi



Techniki zaawansowane - wiezy - MC

@ Aby zrozumie¢ dlaczego symulacje MC z wiezami s3
skomplikowane rozwazmy $rednia

(A) = J dp"dr" A(p") exp[—BH(p" V)]
J dpNdrN exp[~BH(p", V)]

o Wygodnie jest uzy¢ zamiast wspétrzednych kartezjanskich
wspétrzedne uogélnione qV (g np. dtugosé wigzania lub kat).
@ Zamiana wspoétrzednych w Hamiltonianie prowadzi do

orlN orlV

8Cla 8(][3 .

1
H(p",a") = 5pG'p + U(@"), Gus =

@ Po podstawieniu i catkowaniu funkcji Gaussa po pedach:



Techniki zaawansowane - wiezy - MC

oy = Jda eel-BU@")IAE") [ do" exp(~(pGp/2) _
J daVdpN exp[-BH(pN,rV)]
J da" exp[-BU(q")]A(a")|G|"/2

[ daVdp" exp[—BH(p",rV)]

o Problemem jest |G|'/? - wyznacznik jest trudny do obliczenia
dla duzych molekul.

o Jezeli niektére wewnetrzne wspétrzedne maja ustalong wartosé
= inny hamiltonian i inne réwnanie na < A >.

@ Wszystko to mozna uwzgledni¢ w MC - potrzebne sg specjalne
ruchy dopasowane do danej sytuacji a MD uwzglednia wiezy w
réwnaniach ruchu.

@ Istnieje mozliwo$¢ uzycia technik MD do generowania ruchdw
w MC.



Techniki zaawansowane - wiezy - MD

@ Wspomniana zamiana wiezéw silnych na sztywne -
rozwiazujemy réwnania ruchu pod warunkiem, ze ograniczone
wiezami np. wigzania nie zmieniaja sie (mozna uzy¢ wiekszego
kroku czasowego).

@ Inna mozliwosé to MD o wielokrotnych skalach czasowych
(multiple-time-scale MD)

o sity zwiazane z drganiami o wysokiej czestotliwosci (wiezy;
w = +/k/m) mozna efektywnie catkowa¢ z krokiem czasowym
innym niz krok czasowy dla pozostatch sit (= odpowiedni
algorytm)

@ Algorytm Verleta w MD z wiezami - rozbiezno$¢ trajektorii od
powierzchni wiezu jest powaznym problemem = nalezy
zmodyfikowa¢ algorytm.



Techniki zaawansowane - wiezy

@ Obliczane érednie réznig sie w zaleznosci czy wiezy sa sztywne
czy nie.

@ Przyktad. W uktadzie 3 atoméw dtugosci wigzan rio i ra3
mozna ustali¢ na 2 sposoby
(a) natozy¢ wiezy r?, = d? i r3; = d? w réwnaniach ruchu.
(b) uzy¢ potencjatu harmocznego

Uharm = §[(rn2 — d)? + (rs3 — d)?]

@ Intuicyjnie mozna sadzi¢, ze grancica o — oo jest réwnowazna

sztywnym wiezom.

@ Rozktad kata wewnetrznego P(1)) dla sit harmonicznych bedzie
P(v¢)) = csin,

a dla wiezéw sztywnych

P(y)) = csinty/1 — (cos))? /4.



Techniki zaawansowane - wiezy

@ Mozna to ustali¢ z rozwazan dotyczacych hamiltonianu (o -
parametr opisujacy wiezy):

N

0o, O

og-1/2 - ~199a Z95
phiex(@) = [HI"“phara(q), Haop = ; mi or; Or;

Uzyskuje sie

Phex _ |1 _ cos? 1)
Phard 4

Réznica moze siegaé 15%.

Stosunek ten zalezy od mas czastek uczestniczacych w
wiezach.

W praktyce zwykle efekt rodzaju wiezu jest stosunkowo maty.



Efekty oddziatywania promieniowania z materiatami
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