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Modelowanie molekularne

Nanostruktury - struktury materialne skªadaj¡ce si¦ z elementów,
których wielko±¢ zawiera si¦ (umownie) w granicach od kilku do
kilkuset nanometrów.
Typowe wi¡zanie chemiczne: 100− 200pm = 0.1− 0.2nm
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Modelowanie molekularne

Ogólna idea - przewidywanie wªasno±ci substancji.
Superkomputery.
Klastry.
Obliczenia rozproszone (Rosetta@home - poszukiwanie leków
przeciwnowotworowych).
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Modelowanie molekularne

Jaguar - Cray, 6-rdzeniowe operatory AMD (224256 rdzeni),
Linux, 1.75 petaFLOP-ów (1.75 · 1015 operacji
zmiennoprzecinkowych na sekund¦).

Czerwiec 2013 - Tianhe-2, Chiny (3 120 000 rdzeni), 33.86
petaFLOP-ów, Kylin Linux.
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Struktura cz¡steczek
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Struktura cz¡steczek - wizualizacja - VMD
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Struktura cz¡steczek

Dynamika cz¡steczki.
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Modelowanie molekularne - symulacje molekularne

Eksperyment komputerowy - symulacja komputerowa odgrywa
role eksperymentu zaprojektowanego do testowania teorii; mo»na
porówna¢ wyniki symulacji z wynikami (przybli»onej) teorii - je»eli
wystepuje niezgodno±¢ to teoria jest zªa.
Z drugiej strony - porównanie symulacji z eksperymentem -
symulacja (u»yty w niej model) jest zªa.

Uwaga! Symulacja komputerowa daje wgl¡d w zjawisko ale nie
daje zrozumienia (tylko liczby - obarczone bª¦dem statystycznym -
potrzeba ∞ dªugiej symulacji).
W niektórych dziedzinach s¡ dobre teorie i nie potrzeba symulacji
(rozrzedzone gazy) ale np. w przypadku g¦stych cieczy i wªasno±ci
substancji w ekstremalnych warunkach jest maªo danych
eksperymentalnych.

Cz¦sto przewiduje si¦ wªasno±ci materiaªów, np. ªatwiej jest
zmierzy¢ eksperymentalnie punkt zamarzania wody w warunkach
pokojowych ale pod du»ym ci±nieniem ju» nie.
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Modelowanie molekularne

Symulacja pozwala odseparowa¢ ró»ne efekty �zyczne.

Modelowanie molekularne - ogólny termin okre±laj¡cy
teoretyczne i obliczeniowe metody modelowania struktury i
wªasno±ci cz¡steczek (=molekuª).

Metodami tymi bada si¦ maªe ukªady chemiczne oraz du»e
cz¡steczki (biaªka) a tak»e materiaªy (polimery itp.) i zwi¡zki
aktywne biologicznie (zwijanie si¦ biaªek i ich stabilno±¢,
kataliz¦ enzymatyczn¡, zmiany konformacji zwiazane z
aktywno±ci¡ biologiczn¡, rozpoznawanie molekularne, DNA,
kompleksy membranowe)
Bada si¦:

1 struktur¦
2 dynamik¦
3 wªasno±ci termodynamiczne
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Modelowanie molekularne - Mechanika molekularna

Mechanika molekularna (MM) - metoda przewidywania stabilnej
kon�guracji (trwaªe uªo»enie atomów) lub konformacji poprzez
minimalizacj¦ energii potencjalnej ukªadu V (R) czyli elektronowej
energii molekuªy lub ukªadu molekuª.

Lokalna MM - polega na szukaniu minimum lokalnego energii
potencjalnej np. metoda gradientowa (grad(V ) = 0; hessian);
ukªad nie mo»e porusza¢ si¦ pod gor¦ potencjaªu.

Gi¦tka MM - wi¡zania traktowane s¡ jak nierozrywalne
spr¦»yny.

Sztywna MM - dªugo±ci wi¡za« i k¡ty pomi¦dzy nimi s¡
ustalone (warto±ci do±wiadczalne); mniej zmiennych.

MM z rozrywalnymi wi¡zaniami - wi¦cej zmiennych -
oscylatory Morse'a (-: obliczenie eksponenty jest dro»sze; 3
parametry a nie dwa; +: zwykle wi¡zania si¦ nie rozrywaj¡).
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Modelowanie molekularne - Mechanika molekularna

Konformacje cykloheksanu - krzesªowa (1) i ªodziowa (4):
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Modelowanie molekularne - Globalna mechanika molekularna

Globalna MM - niezale»na od punktu pocz¡tkowego; powinna
odwiedzi¢ ka»dy obszar hiperpowierzchni energii potencjalnej
(problem ergodyczno±ci).

Schepens - liczba znalezionych konformerów jest proporcjonalna
do czasu prowadzenia bada«.
Przykªad: liczba minimów ro±nie wykªadniczo z ilo±ci¡ atomów w
klastrze Lennarda-Jonnesa.

Analiza konformacyjna - znajdowanie konformacji w danych
warunkach; w temperaturze pokojowej przewa»aj¡ konformacje o
ni»szej energii a zwykle najwa»niejsza jest konformacja
odpowiadajaca minimum globalnemu.
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Modelowanie molekularne - Globalna mechanika molekularna

Uwaga! Rzeczywista konformacja nie zawsze jest minimum
globalnym funkcji potencjaªu- lepszym kryterium jest minimum
energii swobodnej E − TS (uwzgl¦dnia entropi¦ a wi¦c ilo±¢
dost¦pnych stanów przy danej energii) - w szerokiej studni
potencjaªu jest wi¦cej stanów oscylacyjnych ni» w w¡skiej

(∆E = hν, ν = 1
2π

√
k
µ).

Czasem molekuªa mo»e wskutek przeszkód sterycznych (=
geometrycznych) lub czynnika zewn¦trznego zosta¢ zªapana w
lokalne minimum (tzw. kinetyczne np. diament, fullereny), które
jest ró»ne od globalnego (termodynamicznego).
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Modelowanie molekularne - MC i MC

Dynamika molekularna - równanie Newtona; przez pr¦dko±ci
pocz¡tkowe atomów uwzgl¦dnia si¦ temperatur¦.

Pierwsze symulacje - 1953 - MANIAC (Los Alamos) -
symulacja cieczy (Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller,
Teller) oraz anharmonicznego 1-wymiarowego krysztaªu
(Metropolis Ulam).

Dynamika Monte Carlo - zmiany poªo»enia atomów s¡
wyznaczane na podstawie liczb losowych.

Pierwsza symulacja - Alder i Wainwright (Livermoore) -
dynamika twardych sfer.
Pierwsza symulacja prawdziwego materiaªu - 1959 - Vineyard
(Brookhaven) - uszkodzenia krysztaªu Cu pod wpªywem
promieniowania.
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Modelowanie molekularne - MC i MC

Trajektoria ukªadu - zale»no±¢ poªo»e« atomów od czasu.
Dynamika kwantowo-klasyczna - do opisu reakcji chemicznych
np. ukªad enzym + rozpuszczalnik mo»na podzielic na 3 regiony: I
(centrum aktywne; równanie Schrödingera zale»ne od czasu), II
(reszta enzymu; klasyczna MD), III (rozpuszczalnik; o±rodek ci¡gªy
o pewnej przenikalno±ci dielektrycznej).
Region I - poddany dziaªaniu zewn¦trznego pola elektrycznego od
regionów II i III.
Region II - pod wpªywem pola elektrycznego regionu I.
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Modelowanie molekularne - badania materiaªowe

Badania materiaªowe - wpªyw struktury materiaªu na
wªa±ciwo±ci elektryczne, mechaniczne, optyczne,
powierzchniowe, magnetyczne, termiczne.
Zadania praktyczne:

Okre±lanie i zapobieganie (zwykle przez zmian¦ struktury)
niepo»¡danym zmianom wªa±ciwo±ci u»ytkowych materiaªów.
Opracowywanie sposobów otrzymywania, obróbki, u»ytkowania
i ochrony (np. przed korozj¡).
Badanie materiaªów naturalnych (drewno, jedwab) i próba ich
na±ladowania w produkcji materiaªów sztucznych.
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Modelowanie molekularne - badania materiaªowe

Prom kosmiczny podczas l¡dowania rozgrzewa si¦ ok. 1510◦C .
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Modelowanie molekularne - badania materiaªowe

Prom kosmiczny pokryty jest kompozytem w¦giel-w¦giel C/C -
gra�t wzmocniony wªóknem w¦glowym.

ró»ne wªasno±ci w zale»no±ci od uªo»enia wªókien,
w promie Columbia pªytka tego materiaªu zostaªa zªamana,
zachowuje wªasno±ci w temperaturze ponad 2000◦C
stosowany te» w pociskach mi¦dzykontynentalnych i tarczach
hamulcowych F1,
C/SiC - podobny materiaª uwa»any za jeszcze trwalszy.
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo
projektowanie leków

Je»eli wiemy cos o tym jak lek powinien dziaªa¢ na poziomie
cz¡steczkowym mo»na podj¡¢ zaprojektowania go.
Zwykle cz¡steczka leku ma pasowa¢ do pewnego biaªka w
organi¹mie czªowieka lub patogenu.

1 mo»emy zna¢ inn¡ pasuj¡c¡ cz¡steczk¦,
2 lub zna¢ struktur¦ biaªka (miejsce aktywne).

Trzeba bra¢ te» pod uwag¦ efekty uboczne i czas »ycia.
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo
projektowanie leków

Zanamivir (C12H20N4O7) - lek przeciwwirusowy - grypa -
1989r.
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo
projektowanie leków

Jak zaprojektowano Zanamivir?
1 Lek ma wi¡za¢ si¦ z biaªkiem wirusa (neuraminidaza) co

powoduje, »e przestaje ono dziaªa¢.
2 Znano struktur¦ tego biaªka dzi¦ki krystalogra�i

rentgenowskiej.
3 Znany byª te» pewien zwi¡zek (DANA), który ª¡czy si¦ z tym

biaªkiem (ale za sªabo).
4 U»yto metod modelowania molekularnego do zaprojektowania

innych cz¡steczek silnie wi¡»¡cych si¦ z miejscem aktywnym.
5 Sprawdzano jakie oddziaªywania mi¦dzy cz¦±ciami cz¡steczki i

biaªka s¡ korzystne.
6 Odkryto w biaªku obszar o ujemnym ªadunku, który wi¡»e si¦ z

jedn¡ z grup OH cz¡steczki DANA.
7 Zast¡piono t¡ grup¦ dodatnio naªadowan¡ grup¡ NH2 - nowa

cz¡steczka dziaªaªa 100 razy efektywniej.
8 Dalsze dopasowanie do ksztaªtu biaªka - u»ycie wi¦kszej grupy

atomów −NH − (= NH)NH2.
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Modelowanie molekularne - wspomagane komputerowo
projektowanie leków
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Modelowanie molekularne - medycyna

Zwi¡zki aktywne biologicznie - zwijanie si¦ biaªek i ich
stabilno±¢, dziaªanie enzymów, zmiany konformacji zwiazane z
aktywno±ci¡ biologiczn¡, rozpoznawanie molekularne, DNA.

Enzym:

Villin.

Wirus (satelitarny wirus mozaikowato±ci tytoniu - wirusy
satelitarne s¡ jednymi z najmniejszych, 1 milion atomów, czas
14 ns):
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Modelowanie molekularne - medycyna
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

Nanotechnologia - badania sposobów kontrolowania materii
na poziomie atomowym lub molekularnym.

Rozwój materiaªów i urz¡dze« w tej skali.
Molekularna samo-organizacja.
Medycyna, elektronika, produkcja energii.

Richard Feynman (1959) �There's Plenty of Room at the
Bottom�.
Praktyczny pocz¡tek lata 80-te; powstanie mikroskopów
pozwalaj¡cych te» manipulowa¢ atomami np. skaningowy
mikroskop tunelowy (STM)

ten sam instrument pozwala uzyskiwa¢ obraz i manipulowa¢
atomami.

Odkrycie fullerenów.
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

Fulleren C60
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

Atomy Xe na powierzchni Ni .
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

CeNS - Center for Nanoscience.
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

Silnik molekularny nap¦dzany tunelowaniem elektronów.
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

Nanosamochodzik.
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Modelowanie molekularne - nanotechnologia

STM pozwala tak»e obraca¢ pojedyncze wi¡zania w
cz¡steczkach - opór cz¡steczki mo»e si¦ wtedy zmieni¢ -
molekularny przeª¡cznik.

W maªych ukªadach inne zjawiska �zyczne s¡ wa»ne ni» w
du»ych.

Pewne wªasno±ci �zyczne si¦ zmieniaj¡ - zmiana stosunku
powierzchnia/obj¦to±¢ zmienia wªasno±ci termiczne,
mechaniczne i katalityczne.
Przykªady:

Zªoto staje si¦ rozpuszczalne.
Mied¹ staje si¦ prze¹roczysta.
Aluminium staje si¦ palne.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Dynamika molekularna - materiaªy

Zjawisko tarcia - zachowanie ostrza niklowego w styku z
»elazem:

Tarcie 1.

Tarcie 2.
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Energia potencjalna cz¡steczek

Pole siªowe - wyra»enie opisuj¡ce energi¦ cz¡steczki (ukªadu
atomów i/lub cz¡steczek) jako funkcj¦ poªo»enia jej atomów (j¡der
atomowych); V (R).

F (x) = −V (x + ∆x)− V (x)

∆x

Przybli»enie Oppenheimera - równanie Schrodingera rodzielamy
na zagadnienie ruchu elektronów w polu nieruchomych j¡der - w
hamiltonianie pomijamy odpychanie si¦ j¡der atomowych (teoria
struktury elektronowej w chemii kwantowej) i zagadnienie ruchu
j¡der w potencjale wyznaczonym przez energi¦ elektronow¡.

Ψ ≈ ψk(r;R)φk(R)

H(r;R)ψk(r;R) = Ekψk(r;R) ⇒ (T (R)+Ek(R))φk = ekφk(R)
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Energia potencjalna cz¡steczek

Najprostsze cz¡steczki A− B np. O2.

Dwutlenek w¦gla - rotacje.

Dwutlenek w¦gla - wibracje 1.

Dwutlenek w¦gla - rotacje 2.
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Termodynamika

Pierwsze prawo: ∆U = Q + W .
∆U = Q, gdy W = 0 (staªa obj¦to±¢)
Entalpia: H = U + pV .
∆H = Q (staªe ci±nienie, praca wykonana nad ukªadem
W = −p∆V )

Drugie prawo - istnieje funkcja termodynamiczna S

(entropia) taka, »e

∆S ≥
∫ f

i

δQ

T
,

gdzie T - temperatura, δQ - ciepªo dostarczone do ukªadu w
T .

równo±¢ dla procesów odwracalnych, dla samorzutnych -
zmiana dodatnia
ukªad termicznie izolowany: ∆S ≥ 0, tak»e ∆Swszechwiat ≥ 0.
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Termodynamika - energia swobodna

Równowaga termiczna - w ukªadzie nie mo»e zaj±¢ zmiana
zwi¦kszaj¡ca entropi¦ wszech±wiata.

Energia swobodna - daje mo»liwo±¢ opisu równowagi bez
rozwa»ania otoczenia ukªadu.

Staªa obj¦to±¢ i temperatura - energia swobodna
Helmholtza: ∆F = ∆U − T∆S ≤ 0 (∆U = Q,
∆S ≥ Q/T ).

Wniosek: Dla ukªadu w staªej obj¦to±ci i temparaturze
energia swobodna Helmholtza maleje, a» do osi¡gniecia
minimum, wtedy mówimy, »e ukªad jest w równowadze.

Podobny wniosek - pod staªym ci±nieniem i temperatur¡ dla
energii swobodnej Gibbsa G = H − TS .
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Mechanika statystyczna

Mechanika statystyczna - po±redniczy mi¦dzy wielko±ciami
mikroskopowymi a makroskopowymi; nie wszyskie wielko±ci �zyczne
mog¡ by¢ zmierzone w symulacji (odwrotnie: tak»e wielko±ci
mierzone w symulacji zwykle nie odpowiadaj¡ wielko±ciom
mierzonym eksperymentalnie).

Przykªad: symulacja pozwala mierzy¢ chwilowe poªo»enia i
pr¦dko±ci atomów jednak do±wiadczenie nie daje takich informacji
ale wielko±ci u±rednione zarówno w po du»ej liczbie atomów
(molekuª, cz¡stek) i zwykle czasie pomiaru.

Nale»y wiedzie¢ jakie ±rednie oblicza¢ w symulacji - mechanika
statystyczna.

Wi¦kszo±¢ symulacji zakªada, »e dynamik¦ atomów i molekuª
opisuje mechanika klasyczna - obliczenia s¡ proste i najcz¦±ciej
przybli»enie to jest usprawiedliwione.
Jednak ªatwiej jest wyprowadzi¢ podstawowe prawa mechaniki
statystycznej w j¦zyku mechaniki kwantowej.
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Mechanika statystyczna

H|i〉 = Ei |i〉

Ω(E ,V ,N) - liczba stanów ukªadu N cz¡stek o energii E w
objeto±ci V (stanów wªasnych - degeneracja ukªadu wielu cz¡stek
∼ 1023 jest ogromna).

Podstawowe zaªo»enie mechaniki statystycznej - ukªad o
ustalonych (E ,V ,N) mo»na znale¹¢ z jednakowym
prawdopodobie«stwem w ka»dym z Ω(E ) stanów wªasnych.
Zespóª statystyczny - zbiór kopii ukªadu we wszystkich mo»liwych
stanach.
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Mechanika statystyczna

Ukªad o energii E skªadaj¡cy si¦ z 2 podukªadów sªabo
oddziaªuj¡cych: E = E1 + E2.
Energi¦ E mo»na podzieli¢ na wiele sposobów - dla danego E1
liczba zdegenerowanych stanów: Ω1(E1)× Ω2(E2).
Dogodna jest addytywna miara degeneracji:
lnΩ(E1,E − E1) = lnΩ(E1) + lnΩ(E − E1).
Najbardziej prawdopodobna warto±¢ E1 maksymalizuje
lnΩ(E1,E − E1) [dla E1 dost¦pne jest najwi¦cej stanów, wi¦c
ta energia jest najbardziej prawdopodobna]:(

∂ lnΩ(E1,E − E1)

∂E1

)
N,V ,E

= 0.

Wprowadzaj¡c oznaczenie

β(E ,V ,N) =

(
∂ lnΩ(E ,V ,N)

∂E

)
N,V

⇒ β(E1,V1,N1) = β(E2,V2,N2).



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Mechanika statystyczna

Je»eli caª¡ energi¦ umie±cimy w ukªadzie 1 nast¦puje transfer
do ukªadu 2 a» do speªnienia powy»szego warunku lub
równowa»nie a» lnΩ ma warto±¢ maksymaln¡ - równowaga
termodynamiczna.

lnΩ - zwi¡zany jest z entropia (dzi¦ki 2 zasadzie - obie
wielko±ci s¡ maksymalne w stanie równowagi). Z powodów
historycznych nie jest to równo±¢:

S(N,V ,E ) = kB lnΩ(N,V ,E ), kB = 1.38 · 10−23J/K .

Równowaga to β1 = β2 - mówimy, »e temperatura obu
ukªadów jest taka sama⇒ β musi by¢ zwi¡zane z temperatur¡.

Z de�nicji termodynamicznej mamy

1/T =

(
∂S

∂E

)
V ,N

⇒ β = 1/(kBT ) =

(
∂ lnΩ(E ,V ,N)

∂E

)
N,V
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Mechanika statystyczna

Prawdopodobie«stwo dowolnego stanu o energii E wynosi:
P = 1/Ω(NVE ) (tzw. zespóª mikrokanoniczny - NVE).

Je»eli ukªad (A) jest w równowadze termodynamicznej z
rezerwuarem (B) o temperaturze T : E = EB + EA.

Ukªad A jest w stanie kwantowym i o energii Ei - wtedy
rezerwuar ma energi¦ EB = E − Ei i jego degeneracja
wyznacza prawdopodobie«stwo Pi znalezienia ukªadu A w
stanie i :

Pi =
ΩB(E − Ei )∑
j ΩB(E − Ej)
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Mechanika statystyczna

Rozwijaj¡c wokóª Ei = 0:

lnΩB(E − Ei ) ≈ lnΩB(E )− Ei
∂ lnΩB(E )

∂E

Uwzgl¦dniaj¡c: 1/kBT = ∂ lnΩ/∂E

lnΩB(E − Ei ) ≈ lnΩB(E )− Ei/kBT

ΩB(E − Ei ) ≈ ΩB(E ) exp(−Ei/kBT )

Wstawiaj¡c uzyskane wyra»enie do prawdopodobie«stwa w zespole
mikrokanonicznym uzyskujemy prawdopodobie«stwo w staªej
temperaturze tzn. w zespole kanonicznym.
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Mechanika statystyczna

Rozkªad Boltzmanna (zespóª kanoniczny - NVT):

Pi =
exp(−Ei/kBT )∑
j exp(−Ej/kBT )

Energia ±rednia (warto±¢ oczekiwana energii):

〈E 〉 =
∑
i

EiPi = − 1
Q

∂Q

∂(1/kBT )
= − ∂ lnQ

∂(1/kBT )
,

Q - funkcja podziaªu.
Energia swobodna Helmholtza:

F = −kBT lnQ = −kBT ln

(∑
i

exp(−Ei/kBT )

)
.

Wyprowadzenie:
U = F − T (∂F/∂T )V = ∂(F/T )/∂(1/T ) = ∂(βF )/∂β;
U = 〈E 〉 = −∂ lnQ/∂β
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Mechanika statystyczna

Warto±¢ ±rednia (oczekiwana) wielko±ci A ukªadu w równowadze
termodynamicznej (thermal average):

〈A〉 =

∑
i exp(−Ei/kBT )〈i |A|i〉∑

j exp(−Ej/kBT )
,

równania tego nie mo»na u»y¢, gdy» trzeba by wyznaczy¢ wszystkie
stany wielocz¡stkowego ukªadu kwantowego.

Jednak korzystaj¡c z relacji exp(−Ei/kBT ) = 〈i | exp(−H/kBT )|i〉,

〈A〉 =

∑
i 〈i | exp(−H/kBT )A|i〉∑
j〈j | exp(−H/kBT )|j〉

=
Tr [exp(−H/kBT )A]

Tr exp(−H/kBT )
.
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Mechanika statystyczna

exp(−βK) exp(−βU) = exp{(−β[K + U +O([K,U ]))},

[K,O] ∼ }, wi¦c w granicy }→ 0:

Tr exp(−βH) ≈ Tr [exp(−βK) exp(−βU)].

Je»eli |k〉 i |r〉 s¡ odpowiednio wektorami wªasnymi operatora p¦du
i poªo»enia:

Tr exp(−βH) =
∑
r ,k

〈r | exp(−βU)|r〉〈r |k〉〈k | exp(−βK)|k〉〈k |r〉.
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Mechanika statystyczna

〈r | exp(−βU)|r〉 = exp[−βU(rN)],

〈k | exp(−βK)|k〉 = exp

[
−β

N∑
i=1

p2i /(2mi )

]
, pi = }ki ,

〈r |k〉〈k |r〉 = 1/VN ,

zast¦puj¡c sum¦ caªkowaniem:

Tr exp(−βH) ≈ 1
hdNN!

∫
dpNdrN exp

{
−β

[∑
i

p2i /(2mi ) + U(rN)

]}
≡ Qclassical ,

hdN - objeto±¢ w przestrzeni fazowej, 1/N! - dla uwzgl¦dnienia
nierozró»nialno±ci identycznych cz¡stek.
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Mechanika statystyczna

Analogicznie Tr exp(−βH)A:

Tr exp(−βH) =
∑
r ,k

〈r | exp(−βU)|r〉〈r |A|r〉〈r |k〉〈k | exp(−βK)|k〉〈k |r〉.

〈A〉 =

∫
dpNdrN exp{−β[

∑
i p

2
i /(2mi ) + U(rN)]}A(pN , rN)∫

dpNdrN exp{−β[
∑

i p
2
i /(2mi ) + U(rN)]}
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Ergodyczno±¢

�rednia po zespole statystycznym - ±rednia po wszystkich
mo»liwych stanach kwantowych; zwykle tak nie my±li si¦ o
warto±ciach ±rednich ale oblicza si¦ ±rednie z serii pomiarów w
pewnym przedziale czasowym.

Je»eli mierzymy pewn¡ wielko±¢ x(r) (np. ρi (r)), to zakªadaj¡c »e
dla wystarczaj¡co dªugiego czasu symulacji ±rednia po czasie nie
zale»y od warunków pocz¡tkowych (uwaga! to nie zawsze jest
prawda) to ±rednia po czasie dana jest wzorem:

x(r) = lim
t→∞

1
t

∫ t

0

x(r ; t ′)dt ′.
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Ergodyczno±¢

x(r) =

∑
warunki poczatkowe limt→∞

1
t

∫ t
0
x(r ; t ′)dt ′

warunki poczatkowe
=

= lim
t→∞

1
t

∫ t

0

∑
warunki poczatkowe x(r ; t ′)

warunki poczatkowe
dt ′

→ lim
t→∞

1
t

∫ t

0

∫
E
x(r ; rN(0),pN(0), t ′)drNdpN

Ω(N,V ,E )
dt ′

= lim
t→∞

1
t

∫ t

0

〈x(r ; rN(0),pN(0), t ′)〉NVEdt ′.
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Ergodyczno±¢

U±rednianie po czasie mo»na opu±ci¢, poniewa» ±rednia po zespole
statystycznym (NVE) nie zale»y od czasu; u±rednianie po
warunkach pocz¡tkowych jest równowa»ne u±rednianiu po
wspóªrz¦dnych przestrzennych wyewoulowanych w czasie; zatem:

x(r) = 〈x(r)〉NVE .

Powy»sze równanie nazywamy "hipotez¡ ergodyczn¡"; nie jest
spelniona np. w ukªadach metastabilnych (szkªa) czy prawie
harmoniczne ciaªa staªe.

L = podej±cie MD; P = podej±cie MC
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Mechanika kwantowa

Sformuowanie w j¦zyku caªek po trajektoriach (Feynman) -
PIMC & PIMD.
Ilustracj¡ tego podej±cia jest eksperyment z dwoma
szczelinami.
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Mechanika kwantowa

Jest wiele mo»liwych ±cie»ek np.

Caªkowite prawdopodobie«stwo znalezienia elektronu w danym
punkcie to: P(y) = |

∑∞
paths Apath(y)|2.
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Mechanika kwantowa

Poni»sza mody�kacja daje w granicy sum¦ wszystkich ±cie»ek -
granica jest pust¡ przestrzenia, w której powinno by¢ niesko«czenie
wiele ±cie»ek:
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Pola siªowe, powierzchnie energii potencjalnej

Powierzchnia energii potencjalnej (PES - potential energy
surface) - energia molekuªy jako funkcj¦ poªo»enia jej j¡der (opis
jednego ukªadu).
Pole siªowe (force �eld) - wyra»enie opisuj¡ce energi¦ molekuªy
jako funkcj¦ poªo»enia jej j¡der; jest to pole skalarne V (R) (szerszy
zakres np. cz¡steczki organiczne).
F = −∇V - st¡d nazwa; dim(R) = 3N

W poªowie XXw. ustalono podstawowe zale»no±ci geometryczne w
molekuªach ⇒ wyja±nianie budowy skomplikowanych molekuª i
przewidywanie geometrii nowych.
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Pola siªowe, powierzchnie energii potencjalnej

Podstawowe zaªo»enie - przybli»enie Borna-Oppenheimera.

Dla PES wymagana dokªadno±¢ to
1kcal/mol = 1.59 · 10−3a.u.
PES zale»y od 3N− 6 wspóªrz¦dnych (3N-translacje-rotacje).
Liczba potrzebnych puktów PES ro±nie wykªadniczo z
wielko±ci¡ ukªadu, nast¦pnie punkty przybli»a si¦ funkcjami
analitycznymi.

wzór analityczny = wszystkie punkty + mo»liwo±¢
ró»niczkowania (siªy)

Pole siªowe metodami chemii kwantowej - nale»y rozwi¡za¢
równanie Schrödingera dla ka»dego poªo»enia j¡der Ri znajduj¡c
V (R) = {V (Ri )}.
Przykªad: Je»eli N = 100, dla ka»dego wymiaru 100 punktów
(warto±ci potencjaªu), zaªo»my »e obliczenie ka»dego punktu trwa 1
minut¦, to czas obliczenia pola siªowego wynosi:
1003N−61min = 1003∗1001min = 10600min.
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PES - punkty krytyczne

Punkt krytyczny - punkt dla którego gradient potencjaªu ∇V
jest równy zero.

Gi =
∂V

∂xi
= 0, i = 1, 2, ..., 3N

Fi (xi ) = −Gi (xi ) - w punktach krytycznych na atomy nie
dziaªaj¡ »adne siªy.

Punkty krytyczne klasy�kuje si¦ na podstawie hesjanu

Hij =
∂2V

∂xi∂xj
.

3 rodzaje punktów krytycznych: minima, maksima i punkty
siodªowe.
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PES - punkty krytyczne

Diagonalizacja hesjanu - na przek¡tnej warto±ci wªasne.
6 warto±ci jest równych zero - rotacje i translacje caªego
ukªadu (pozostaje 3N − 6 niezerowych warto±ci)
minimum - wszystkie warto±ci s¡ dodatnie λk = ω2 > 0 (ω -
cz¦sto±¢ drga« normalnych) - najbardziej prawdopodobna
konformacja molekuªy
maksimum - wszystkie warto±ci s¡ ujemne (nie musi istnie¢)
punkt siodªowy n-tego rz¦du (n = 1, 2, ..., 3N − 7) - n
warto±ci ujemnych (odpowiednie omega - urojone)

Diagonalizacja - obrót osi wspóªrz¦dnych np.
minimum w ksztaªcie elipsoidalnego zagª¦bienia - osie nowego
ukªadu pokryj¡ sie z osiami elipsy
punkt siodªowy pierwszego rz¦du na 2 wymiarowej powierzchni
(siodªo) - jedna z nowych wspóªrz¦dnych skierowana wzdªu»
konia, druga w poprzek
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PES - punkty krytyczne
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PES - punkty krytyczne

Metody spektroskopowe ⇒ cz¦sto±ci drga« i staªe siªowe
(zwi¡zane z krzywizn¡ hiperpowierzchni V ).

Spektroskopia femtosekundowa (Ahmed Zewail - nagroda
Nobla 1999) - jedyne ¹ródªo informacji o punktach siodªowych
pierwszego rz¦du (TS).
Mi¦dzy dwoma minimami jest zawsze co najmniej jeden
punkt siodªowy pierwszego rz¦du (przeª¦cz) i odpowiada
on najwy»szej energii na ±cie»ce minimum energii mi¦dzy
dwoma minimami (MEP - minimal energy path).

punkty siodªowe wy»szych rz¦dów odpowiadaj¡ wy»szej energii

Wyznaczanie MEP - w punkcie siodªowym diagonalizujemy
hesjan i kierujemy si¦ wzdªu» wektora wªasnego ~L
odpowiadaj¡cego jedynej ujemnej warto±ci wªasnej zgodnie ze
wskazaniami wektora −∆V a» do jego wyzerowania
(minimum).

drugie minimum znajdujemy id¡c w kierunku −~L
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PES - szukanie punktów krytycznych

Minimum i maksimum - metoda gradientowa - zaªo»enia
f ∈ C 1 i jest wypukªa.

1 wybór wektora startowego x0 ∈ D
2 obliczenie kierunku poszukiwa« −∇f (xk)
3 xk+1 = xk − αk∇f (xk) (cz¦sto αk = α = const.)
4 Sparawdzanie kryterium stopu - je»eli speªnione to STOP

(‖∇f (xk)‖ ≤ ε lub ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε)
5 je»eli f (xk+1) ≥ f (xk) zmniejszamy αk i powtarzamy punkt 3

dla k
6 Powtarzamy punkt 3 dla nast¦pnego kroku tzn. k + 1

Punkt siodªowy - minimalizujemy energi¦ wg. jednego
kierunku a maksymalizujemy wg. drugiego.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

PES - drgania normalne

Jakie ruchy wykonuj¡ j¡dra w minimum PES?
Niewielka amplituda - drgania mo»na przyj¡c za harmoniczne.
Drgania normalne - drgania harmoniczne atomów wokóª
poªo»e« równowagi o tej samej fazie dla ka»dego atomu (tzn.
wychylenia maksymalne w tym samym czasie).
Jest 3N − 6 niezale»nych drga« normalnych - z ich naªo»enia
wynika caªy ruch drgaj¡cy molekuªy.
Rozwa»my jedno minimum V (R0),
R = [X1,X2,X3, ...,X3N−2,X3N−1,X3N ] i rozwi«my PES w
szereg Taylora

V (R0+x) = V (R0)+
∑
i

(
∂V

∂xi

)
0

xi+
1
2

∑
ij

(
∂2V

∂xi∂xj

)
0

xixj+...,

gdzie x = R−R0 (xi = Xi − Xi ,0, i = 1, ..., 3N) - wychylenie z
poªo»enia równowagi R0.
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PES - drgania normalne

∂V
∂xi

= ∂V
∂Xi

; w R0 pierwsze pochodne znikaj¡ a
harmoniczno±¢ oznacza zaniedbanie czªonów wy»szych
rz¦dów ni» 2:

V (R0 + x) = V (R0) +
1
2

∑
ij

(
∂2V

∂xi∂xj

)
0

xixj

De�niuj¡c macierz staªych siªowych (V ′′)ij =
(

∂2V
∂xi∂xj

)
0
:

V (R0 + x) = V (R0) +
1
2
xTV′′x

Geometrycznie harmoniczno±¢ - zast¡pienie funkcji V
3N-wymiarow¡ paraboloid¡ w punkcie R0.
Drgania normalne wyznacza si¦ przez obrót ukªadu
wspóªrz¦dnych tak, aby osie pokryªy si¦ z osiami gªównymi
paraboloidy.
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PES - drgania normalne

Aby opisa¢ ruch zapisujemy macierzowo równania Newtona

Mẍ = −V′′x,

gdzie M - diagonalna macierz mas atomowych oraz skªadowa
siªy wzdªu» osi k to

− ∂V
∂xk

= −(V′′x)k (F = −kx = −V ′′x).

Równanie upraszczamy korzystaj¡c z równo±ci
M1/2M1/2 = M.

M−1/2 · | M1/2M1/2ẍ = −M1/2M−1/2V′′M−1/2M1/2x

ÿ = −Ay (∗),

gdzie y = M1/2x i A = M−1/2V′′M−1/2.
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PES - drgania normalne

Rozwi¡zanie równania (∗): y = c1e iωt + c2e−iωt , ω = 2πν -
cz¦sto±¢ koªowa drga«, c ∈ C3N .
Wspóªczynniki zale»¡ od warunków pocz¡tkowych i macierzy
A.

zakªadaj¡c dla t = 0 wychylenie y = 0 ⇒ c1 = −c2 ⇒
y = Lsin(ωt)

Wstawiaj¡c y do (∗) otrzymujemy równanie wªasne
(A− ω21)L = 0.

Rozwi¡zuj¡c dostajemy 3N warto±ci wªasnych i
odpowiadaj¡cych im oscylatorów - cz¦sto±ci ogólnie nie
musz¡ by¢ takie same

(A− ω2
k1)Lk = 0, k = 1, .., 3N.

Równanie to rozwi¡zujemy diagonalizuj¡c macierz A (=
obracaj¡c odpowiednio ukªad wspóªrz¦dnych)
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PES - drgania normalne

6 ze znalezionych cz¦sto±ci (5 w przypadku molekuªy liniowej)
jest równe zero ⇐ translacje i rotacje molekuªy nie zmieniaj¡
energii wi¦c staªa siªowa jest równa zero.

W przypadku 2 wymiarowym po diagonalizacji otrzymujemy

V (R0 + x) = V (R0) +
1
2
k1(x ′1)2 +

1
2
k2(x ′2)2.

k1, k2 >0 - minimum
k1, k2 <0 - maksimum
k1 · k2 < 0 - punkt siodªowy
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PES - drgania normalne

Do minimum potencjaªu V (R0) nale»y doda¢ energi¦
kinetyczn¡ aby uzyska¢ energi¦ ukªadu.

Gdy wszystkie oscylatory normalne znajduj¡ si¦ w stanach
podstawowych nale»y doda¢ energi¦ drga« zerowych

E = V (R0) +
1
2

∑
j

hνj

Wzór zakªada harmoniczno±¢ oscylacji - rzeczywiste cz¦sto±ci
drga« cz¡steczek s¡ kilka procent ni»sze.
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PES - drgania normalne
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Pola siªowe

Wi¡zania - ka»de wi¡zanie ma dªugo±¢ r0 dla której jego
wkªad do energii b¦dzie najmniejszy, w pobli»u minumum
mo»na przyj¡¢ 1

2
kXY (r − r0)2 - wyra»eniu temu przypisuje si¦

uniwersaln¡ wa»no±¢ dla wiaza« X − Y danego typu
niezale»nie od otoczenia tego wi¡zania (tj. to samo r0 i kXY ).

Poprawki anharmoniczne - mo»na uwzgl¦dni¢ zmniejszaj¡c¡ si¦
siª¦ potrzebn¡ do rozci¡gania wi¡zania.
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Pola siªowe

K¡ty - maj¡c dane optymalne dªugo±ci A− B i B − C i
zmieniaj¡c k¡t A−B −C zmieniamy te» odlegªo±¢ AC - atomy
te nie s¡ zwi¡zane wi¡zaniem chemicznym, wi¦c zmiana energii
b¦dzie mniejsza ni» w przypadku zmiany dªugo±ci wi¡zania.

Istniej¡ optymalne k¡ty mi¦dzy danymi wi¡zaniami -
odchylenia od nich tak»e uwzgl¦dniamy czªonem
harmonicznym: 1

2
kXYZ (α− α0)2

Przykªad: kC−C−C = 0.0099 kcal
mol ·stopien podczas gdy

kC−C = 317 kcal
mol ·A .
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Pola siªowe

Oddziaªywania van der Waalsa - atomy oddalone od siebie
bardziej ni» 2 wi¡zania tak»e oddziaªywuj¡.

Promie« van der Waalsa - je»eli rF = odlegªo±¢ równowagi
przy zbli»aniu do siebie dwóch atomów F i analogicznie rCl , to
gdy zbli»amy do siebie H − F i Cl − H, to odlegªo±¢
równowagowa ≈ rF + rCl .

Atomy zwykle nie zbli»aj¡ si¦ na odlegªo±¢ wi¦ksz¡ ni» suma
ich promieni van der Waalsa (enegria gwaªtownie ro±nie) a
odalane b¦d¡ si¦ przyci¡ga¢ proporcjonalnie do r−6 ⇒ je»eli w
odlegªo±ci równowagowej energia wynosi −ε, to oddziaªywanie
opisuje wzór Lennarda-Jonesa (LJ 12-6):

VLJ(X ,Y ) = ε

[( r0
r

)12
− 2

( r0
r

)6]
.
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Pola siªowe
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Pola siªowe

Oddziaªywania elektrostatyczne - q1q2/r .

K¡ty torsyjne - w przypadku zwi¡zanych atomów
X −Y − Z −W rotacja Y − Z o k¡t ω wprowadza dodatkow¡
energi¦ AXYZW (1− cos nω), gdzie n - krotno±¢ wyst¡pienia
bariery przy peªnym obrocie np. etan n=3 (vs. etylen, n=2).

Czªony mieszane (sprzegaj¡ce) np. wi¡zanie - k¡t (staªa
siªowa zmiany k¡ta powinna zale»e¢ od aktualnych dªugo±ci
wi¡zan).

Czªony uwzgl¦dniaj¡ce przenikalno±¢ dielektryczn¡
o±rodka - gdy uwzgl¦dniamy o±rodek bez jego struktury
molekularnej, np. polaryzacja o±rodka przez molekuªe.

Inne np. wi¡zania wodorowe, polaryzowalno±¢ (na ªadunek
atomu wpªywaj¡ oddziaªywania z innymi atomami).
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Pola siªowe

V =
∑
X−Y

1
2
kXY (r − r0)2 +

∑
X−Y−Z

1
2
kXYZ (α− α0)2 +

∑
XY

VLJ(X ,Y )+

+
∑
XY

q1q2

r
+
∑
tors

AXYZW (1− cos nω)

Dodatkowa zaleta - pole siªowe daje funkcj¦ V (R) w postaci
wzoru dla dowolnego R.

Zwykle dla tego samego zagadnienia jest wiele pól siªowych -
cz¦sto rezultaty bardzo podobne ale nie zawsze (nawet z tej samej
geometrii pocz¡tkowej).

Parametrów z jednego pola siªowego nie powinno si¦ u»ywac w
innym, gdy» s¡ one optymalizowane dla danej postaci funkcyjnej,
która w innym polu mo»e by¢ inna.
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Pola siªowe

Funkcje i parametry w polach siªowych mog¡ pochodzi¢ z
eksperymentów (spektroskopia, rtg, entalpia parowania) lub
oblicze« kwantowomechanicznych.

Pola siªowe zjednoczonego atomu (united-atom FF) - parametry
nie s¡ dane dla ka»dego atomu ale grupy typu CH3 traktuje si¦ jako
pojeyncze centrum oddziaªywania.

Gruboziarniste pola siªowe (coarse-grained FF) - nawet wi¦ksze
cz¦±ci molekuªy traktuj¡ jako pojedynczy punkt np. w symulacji
biaªek.
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Problemy z polami siªowymi

Siªy van der Waalsa s¡ silnie zale»ne od ±rodowiska (wpªyw
rozpuszczalnika) - McLachlan (1963) - przyciaganie w
rozpuszczalniku jest sªabsze i zakªada »e ró»ne atomy
przyci¡gaj¡ si¦ sªabiej ni» identyczne; teoria ta dopuszcza
oddziaªywania czysto odpychaj¡ce jak w ciekªym helu.
Klasyczne pola siªowe opieraj¡ si¦ na reguªach
kombinatorycznych (combinatorial rules) - energia
oddziaªywania ró»nych atomów jest ±redni¡ energii
oddziaªywa« takich samych atomów np.
E (C ...N) = [E (C ...C ) + E (N...N)]/2.

Struktura biaªek - uczestnicy CASP (Critical Assesment of
Techniques for Protein Structure Prediction) nie próbuj¡
unikn¡¢ tego, »e minimalizacja energii lub MD prowadzi do
struktury ró»nej od wyznaczonej do±wiadczalnie - zamiast tego
rozwini¦to inne wielko±ci do oceny przebiegu symulacji.
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Popularne pola siªowe

MM2 - stworzone do analizy konformacyjnej maªych zwi¡zków
organicznych; posiada du»y zbiór parametrów, który jest ci¡gle
ulepszany i dostosowywany do ró»nych klas zwi¡zków
organicznych (MM3, MM4).

CFF - stworzone do ujednolicenia oblicze« energii, struktury i
wibracji czasteczek i krysztalow molekularnych; program CFF
posªu»yª do rozwini¦cia wielu innych.

ECEPP - do modelowania peptydow i protein; dla
uproszczenia u»ywa ustalonych geometrii aminokwasów, wi¦c
zmiennymi s¡ tylko k¡ty torsyjne.
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Popularne pola siªowe

AMBER, CHARMM, GROMOS - rozwini¦te do MD
makromolekuª, ale s¡ powszechnie u»ywane do minimalizacji
energii - wspóªrz¦dne wszystkich atomów s¡ zmiennymi.

EVB (Empirical Valence Bond) - reaktywne pole siªowe
(reactive force �eld) - prawdopodobnie najlepsze do
modelowania reakcji chemicznych w ró»nych ±rodowiskach;
pozwala oblicza¢ energie swobodne aktywacji.
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Modele wody

Model wody - pole siªowe dla wody; wa»ne ze wzgl¦du na
specjalne wªasno±ci wody i jej wa»no±¢ jako rozpuszczalnika.
Klasy�kujemy je ze wzgl¦du na liczb¦ centrów de�niuj¡cych model,
sztywno±¢ - gi¦tko±¢, efekty polaryzacyjne.

Najprostsze modele s¡ sztywne np. TIP3P.

Eab =
na a∑
i

na b∑
j

kqiqj

rij
+

A

r12OO
− B

r6OO
,

k=332.1Åkcal/mol, q - ªadunki cz¡stkowe, które mog¡ by¢
rozmieszczone na atomach lub innych centrach (wolne pary
elektronów).
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Modele wody
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Modele wody

TIP3P (model 3-centrowy) : rOH , ](HOH), A, B , q(O) < 0,
q(H) > 0.

TIP5P (model 5-centrowy) : rOH , ](HOH), r(OL), ](LOL), A,
B , q(L), q(H).

TIP5P przewiduje takie wªasno±ci jak geometria dimeru wody,
radialny rozkªad dyfrakcji neutronów, temperatur¦ maksymalnej
g¦sto±ci wody.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Modele wody

Model SPC/E - zawiera poprawk¦ polaryzacyjn¡

Epol =
1
2

∑
i

(µ− µ0)2

αi
= 1.25kcal/mol ,

µ - moment dipolowy spolaryzowanej cz¡steczki H2O, µ0 - moment
dipolowy cz¡steczki izolowanej, αi - izotropowa staªa
polaryzowalno±ci.

Modele gruboziarniste - jedno- lub dwucentrowe.

Czas oblicze« - proporcjonalny do ilo±ci oddziaªywa« w modelu
np. dla 3-centrowego modelu jest 9 odlegªo±ci dla ka»dej pary
molekuª wody a dla 5-punktowego 4× 4qq + 1OO = 17.

Modele sztywne - wymagaj¡ dodatkowego kosztu na utrzymanie
zaªo»onej struktury (istniej¡ odpowiednie algorytmy) ale za to
mo»na cz¦sto zwiekszy¢ krok czasowy (time step).
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UFF - Dokªadniejsze omówienie wybranego pola siªowego

UFF (Universal Force Field) - zaprojektowane do opisu wszystkich
atomow, wi¦c obejmuje i zwiazki nieorganiczne. Parametry bazuj¡
na trzech zmiennych: rodzaju atomu, hybrydyzacji i wi¡zaniach.

Typ atomu - 126 typów opisanych symbolem pierwiastka,
geometri¡/hybrydyzacj¡ i jednym dodatkowym parametrem;
1 = linia, 2 = trójkat, R = aromatyczny, 3 = tetraedr, 4 =
kwadrat, 5 = bipiramida trygonalna, 6 = oktaedr;
np. N_3, Rh6; dodatkowy parametr - P_3_q fosfor tworz¡cy
wiazanie koordynacyjne np. (Ph3P)2PtCl2.
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UFF

Posta¢ funkcyjna

E = ER + Eθ + Eφ + Eω + EvdW + Eel

- ER - wi¡zania; oscylatory harmoniczne lub Morse'a;

dªugo±¢ wi¡zania skªada si¦ z promieni atomów tworz¡cych
wi¡zanie (promienie brane s¡ z ustalonych zwi¡zków np. CR z
benzenu), poprawki rz¦du wi¡zania
rBO = −0.1332(rI + rJ) ln (n) i poprawki elektroujemno±ci
rEN = rI rJ(

√
χI +

√
χJ)2/(χI rI + χJ rJ);

staªe siªowe ER = E0 − FrIJ − G
Z∗
I
Z∗
J

rIJ
⇒ kIJ = (∂

2ER
∂R2 )0 =

664.12Z
∗
I
Z∗
J

r3
IJ

[kcal/(mol · A2)], Z ∗ - efektywne ªadunki (w

jednostkach atomowych) dopasowane do pewnego zbioru
danych.
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UFF

- Eθ - k¡ty mi¦dzy wi¡zaniami.

Dla k¡tów (ogolnie) - rozwiniecie Fouriera

Eγ = K

m∑
n=0

Cn cos (nγ)

Eθ = KIJK

m∑
n=0

Cn cos (nθ),

Cn - speªniaj¡ warunki brzegowe np. aby funkcja miaªa
minimum przy danym θ0.
Eθ = E0 − Fθ − β Z∗

I
Z∗
K

rIK
⇒ KIJK = (∂

2ER
∂R2 )0
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UFF

- Eφ - k¡ty torsyjne.

Eφ = KIJKL

m∑
n=0

Cn cos (nφIJKL),

KIJKL, Cn - okre±lone s¡ przez barier¦ rotacji Vφ,
periodyczno±¢ potencjaªu i k¡t równowagowy.

- Eω - czªony inwersyjne
Dla atomu I zwi¡zanego z trzema innymi atomami J,K , L
u»ywa si¦ jedno- lub dwuczªonowego rozwini¦cia Fouriera:

Eω = KIJKL(C0 + C1 cosωIJKL + C2 cos 2ωIJKL) [kcal/mol ],

ωIJKL = ](o± IL, pªaszczyzna IJK ); brane s¡ pod uwag¦
wszystkie osie (IL, IJ, IK ).
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UFF

cos 2ω : min = 90◦, max = 0◦ (PH3)
cosω : min = 0◦, max = 180◦ (etylen)
Kombinacja liniowa powy»szych przypadków pozwala opisa¢
przypadki po±rednie.
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Inwersja
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Inwersja
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UFF

- EvdW - oddziaªywania van der Waalsa
LJ 6-12:

EvdW = DIJ

[(xIJ
r

)12
− 2

(xIJ
r

)6]
,

DIJ [kcal/mol ], xIJ [Å] - otrzymywane z reguª
kombinatorycznych (xIJ - ±rednia arytmetyczna, dla krysztaªów
- geometryczna; DIJ - geometryczna).

- Eel - oddziaªywania elektrostatyczne

- Nie ma oddziaªywa« van der Waalsa i elektrostatycznych 1, 2 i
1.3.

- Dokªadno±¢ - bª¡d poni»ej 0.1Å i 5− 10◦.
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NH3 + H 
 NH2 + H2 PES

2 etapy konstrukcji PES:
wybór postaci funkcyjnej modów rozci¡gaj¡cych (stretch) i
zginaj¡cych (bend)
kalibracja do danych do±wiadczalnych i/lub ab initio

W tym wypadku (Corchado, Espinosa-Garcia, 1997) - dla
reagentów i produktów wykorzystano dane eksperymentalne a
dla punktu siodªowego dane ab inito.

NH3 + Hb 
 NH2 + HHb

V = Vstret + Vharm + Vumb

Czynnik rozci¡gaj¡cy

Vstret =
3∑
i=1

V3(RNHi
,RNHb

,RHiHb
),

V3 - funkcja Londona-Eyringa-Polany'ego (LEP)
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NH3 + H 
 NH2 + H2 PES

Harmoniczny czynnik zginaj¡cy

Vharm =
1
2

2∑
i=1

3∑
j=i+1

K 0KiKj(θij − θ0ij)2,

staªe siªowe Ki = A1 exp[−A2(RNHi
− R0)2].

K¡ty odniesienia θ0ij dane odpowiedni¡ funkcj¡ pozwalaj¡c¡ na
relaksacj¦ w czsie reakcji.
Powy»sze potencjaªy rozci¡gaj¡ce i zginaj¡ce daj¡ prawidªow¡
ilo±¢ cz¦sto±ci w punktach krytycznych i wzdªu» ±cie»ki reakcji:

reagenty 6 = 3 ∗ 4− 6
produkty 4 = 1 + 3 ∗ 3− 6
punkt siodªowy 9 = 3 ∗ 5− 6

Dªugo±ci i k¡ty w geometriach równowagowych (indeks 0) -
znane.
Okazuje si¦, »e mod parasolkowy amoniaku (umbrella) jest
przeszacowany - koryguje to potencjaª Vumb.
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NH3 + H 
 NH2 + H2 PES

Kalibracja - wcze±niejsze prace nad reakcjami tego typu
wskazuj¡, »e wystarczy skalibrowa¢ punkty krytyczne.

najpierw reagenty i produkty (energie, cz¦sto±ci)
punkt siodªowy (wysoko±¢ bariery, geometria, cz¦sto±ci)

Kalibrowano 31 parametrów.
TS - obliczenia ab initio geometrii, cz¦sto±ci i energii.
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Dynamika molekularna - idea

Wªasno±ci równowagowe i transportu (np. przewodno±¢
cieplna).

Symulacja klasyczna - ruch j¡der podlega prawom mechaniki
klasycznej.

Efekty kwantowe - w przypadku lekkich atomów lub wibracji
o cz¦sto±ci hν > kBT .
MD podobna do prawdziwego eksperymentu:

pomiar zamuje pewien czas i podlega bª¦dom statystycznym,
im dªu»sze u±rednianie tym dokªadniejszy pomiar
w MD czekamy a» wªasno±ci ukªadu przestan¡ si¦ zmienia¢
(tzn. doprowadzamy ukªad do stanu równowagi) i nast¦pnie
przeprowadzamy pomiar.
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Dynamika molekularna - idea

Obserwabla - musi by¢ funkcj¡ poªo»e« i p¦dów cz¡stek
ukªadu.

przykªad - temperatura - de�nicja wykorzystuje zasad¦
ekwipartycji energii, dla ±redniej energii kinetycznej stopnia
swobody zachodzi 〈

1

2
mv2α

〉
=

1

2
kBT

w praktyce - mierzymy caªkowit¡ Ekin i dzielimy przez liczb¦
stopni swobody (3N − 3 dla N cz¡stek o staªym p¦dzie
caªkowitym):

T (t) =
N∑
i=1

miv
2

i (t)

kBNf

wzgl¦dne �uktuacje temperatury s¡ rz¦du 1/
√
Nf (dla

Nf = 102 − 103, �uktuacje 5− 10%)
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Dynamika molekularna - program

1 Czytanie parametrów danej symulacji (temperatura
pocz¡tkowa, liczba cz¡stek, g¦sto±¢, krok czasowy).

2 Zainicjowaniowanie ukªadu (wczytanie pocz¡tkowych
poªo»e« i pr¦dko±ci).

3 Obliczenie siª dziaªaj¡cych na wszystkie cz¡stki.
4 Caªkowanie równa« ruchu. (punkt 3 i 4 powtarza si¦ do

uzyskania ewolucji ukªadu w danym czasie)
5 Obliczenie ±rednich z mierzonych wielko±ci i zatrzymanie

programu.
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Dynamika molekularna - program

ALGORYTM.
program md

call init

t=0

do while (t.lt.tmax)

call force(f,en)

call integrate(f,en)

t=t+delt

call sample

enddo

stop

end
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Dynamika molekularna - program

Ad.2. Inicjalizacja.

Poªo»enia pocz¡tkowe - zgodne ze struktur¡, któr¡
zamierzamy symulowa¢.

Pozycj¦ cz¡stki w poprzednim kroku przybli»amy jako
xm(i) = x(i)− v(i)dt.

Pr¦dko±ci pocz¡tkowe ustalamy tak by p¦d pocz¡tkowy byª
równy zero (losowo, potem skalowanie by p¦d = 0; w procesie
ustalania si¦ równowagi cz¡stki uzyskuj¡ odpowiednie
pr¦dko±ci).
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Dynamika molekularna - program

Ad.3. Siªy - najwi¦cej czasu w MD.

Rozwa»aj¡c wszystkie pary cz¡stek: N(N − 1)/2 siª ⇒ czas
skaluje si¦ jak N2.

Istniej¡ metody przyspieszenia symulacji do skalowania jak
N (lista Verleta).

Siª¦ dziaªaj¡c¡ wzdªu» osi x obliczamy wzorem

fx(r) = −∂u(r)

∂x
= −

(x
r

)(∂u(r)

∂r

)
.

Dla potencjaªu Lennarda-Jonesa

fx(r) =
48x
r2

(
1
r12
− 0.5

1
r6

)
.
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Dynamika molekularna - program

Ad.4. Caªkowanie równa« ruchu.

Algorytm Verleta - najprostszy i cz¦sto najlepszy.

Rozwijamy w szereg Taylora poªo»enie cz¡stki w czasie t

r(t + ∆t) = r(t) + v(t)∆t +
f (t)

2m
∆t2 +

...
r

3!
∆t3 +O(∆t4),

r(t −∆t) = r(t)− v(t)∆t +
f (t)

2m
∆t2 −

...
r

3!
∆t3 +O(∆t4).

Po zsumowaniu

r(t + ∆t) + r(t −∆t) = 2r(t) +
f (t)

m
∆t2 +O(∆t4),

r(t + ∆t) ≈ 2r(t)− r(t −∆t) +
f (t)

m
∆t2.
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Dynamika molekularna - program

Ad.4. Caªkowanie równa« ruchu.

W algorytmie nie ma pr¦dko±ci ale mo»na je wyprowadzi¢ z
trajektorii cz¡stek

r(t + ∆t)− r(t −∆t) = 2v(t)∆t +O(∆t3)

lub

v(t) =
r(t + ∆t)− r(t −∆t)

2∆t
+O(∆t2).

Dokªadno±¢ tego wyra»enia jest rz¦du ∆t2 ale istniej¡
algorytmy pozwalaj¡ce dokªadniej oszacowa¢ pr¦dko±¢ (a wi¦c
i energi¦ kinetyczn¡).
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Dynamika molekularna - program

Ad.4. Caªkowanie równa« ruchu.

Po obliczeniu nowych poªo»e«, aktualne poªo»enia staj¡ si¦
starymi (w czasie t −∆t) a nowe aktualnymi (w czasie t).

Po ka»dym kroku czasowym obliczamy aktualn¡ temperatur¦
(temp), aktualn¡ energi¦ potencjaln¡ (en, obliczona w
algorytmie force) oraz energi¦ caªkowit¡ (etot, powinna
by¢ zachowana).
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Dynamika molekularna - program

Ad.4. Caªkowanie równa« ruchu.
ALGORYTM.
subroutine integrate(f,en)

sumv=0

sumv2=0

do i=1,npart

xx=2*x(i)-xm(i)+delt**2*f(i)

vi=(xx-xm(i))/(2*delt)

sumv=sumv+vi

sumv2=sumv2+vi**2

xm(i)=x(i)

x(i)=xx

enddo

temp=sumv2/(3*npart)

etot=(en+0.5*sumv2)/npart

end
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Dynamika molekularna - równania ruchu

Wa»ny jest dobry algorytm caªkowania równa« Newtona - nie
jest oczywiste jakie kryteria powinien on speªnia¢.
Szybko±¢ - nie jest najwa»niejsza - czas zu»yty na równania
ruchu jest maªy w porównaniu z czasem obliczania
oddziaªywa«.
Korzystne s¡ zaawansowane algorytmy pozwalaj¡ce na du»y
krok czasowy (wi¦kszy krok czasowy ⇒ mniej oblicze« siª na
jednostk¦ czasu).

Algorytmy takie przechowuj¡ informacj¦ o pochodnych

wy»szych rz¦dów ⇒ potrzeba wi¦cej pami¦ci ale jest to
problem tylko dla bardzo du»ych ukªadów.

Zachowanie energii - wa»ne
algorytmy typu Verleta - umiarkowanie dobrze zachowuj¡
energi¦ w krótkim czasie (kilka kroków) ale dobrze w dªugim
czasie.
algorytmy wy»szego rz¦du - bardzo dobre zachowanie w
krótkim czasie ale niezªe w dªugim.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Dynamika molekularna - równania ruchu

Nie ma algorytmów dokªadnie przewiduj¡cych trajektorie
wszystkich cz¡stek zarówno w krótkim jak i dªugim czasie.

trajektorie w 6N wymiarowej przestrzeni fazowej (poªo»enia +
p¦d) z czasem odbiegaj¡ wykªadniczo od prawdziwych
trajektorii (niestabilno±¢ Lyapunowa)
celem MD nie jest przewidzenie co si¦ dokªadnie stanie ale
przewidywania statystyczne (obliczamy ±rednie a stan
pocz¡tkowy nie jest kluczowy)

Algorytm Verleta - szybki (nie jest to szczególnie wa»ne), nie
jest zbyt dokªadny dla du»ych kroków czasowych (trzeba liczy¢
siªy do±¢ cz¦sto), potrzeba bardzo maªo pami¦ci, dobre
zachowanie energii w krótkim czasie i niezªe w dªugim.
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Dynamika molekularna - równania ruchu

Algorytm »abiego skoku (Leap Frog algorithm) - oblicza
pr¦dko±ci w poªowie kroku czasowego i u»ywa ich do obliczenia
nowych poªo»e«; jest równowa»ny algorytmowi Verleta.

wyprowadzamy go z algorytmu Verleta de�nuj¡c pr¦dko±ci w
poªowie kroku

v(t −∆t/2) := r(t)−r(t−∆t)
∆t

,

v(t + ∆t/2) := r(t+∆t)−r(t)
∆t

.
Z drugiego z tych równa« nowe poªo»enia:
r(t + ∆t) = r(t) + ∆tv(t + ∆t/2),
gdzie pr¦dko±ci aktualizujemy zgodnie z algorytmem

Verleta

v(t + ∆t/2) = v(t −∆t/2) + ∆t
f (t)
m

.
Uzasadnienie:
v(t+∆t/2)−v(t−∆t/2) = − 2r(t)

∆t
+ r(t+∆t)+r(t−∆t)

∆t
= f (t)

m
∆t

(ostatnia równo±¢ - z algorytmu Verleta

r(t + ∆t) + r(t −∆t) = 2r(t) + f (t)
m

∆t2)
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Dynamika molekularna - równania ruchu

Algorytm »abiego skoku dzieki wyprowadzeniu z algorytmu
Verleta - identyczne trajektorie.

Pr¦dko±ci nie s¡ obliczane w tym samym czasie co poªo»enia
⇒ energia kinetyczna i potencjalna te» odpowiadaj¡ innym
punktom w czasie⇒ nie mo»na obliczy¢ energii caªkowitej.

Algorytm Verleta z pr¦dko±ci¡ - u»ywa poªo»e« i pr¦dko±ci
w tym samym czasie.

r(t + ∆t) = r(t) + v(t)∆t +
f (t)

2m
∆t2 (∗)

v(t + ∆t) = v(t) +
f (t + ∆t) + f (t)

2m
∆t
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Dynamika molekularna - równania ruchu

Uzasadnienie równowa»no±ci z algorytmem Verleta:

Z (∗): r(t + 2∆t) = r(t + ∆t) + v(t + ∆t)∆t + f (t+∆t)
2m

∆t2

oraz (przeksztaªcaj¡c (*))
r(t) = r(t + ∆t)− v(t)∆t − f (t)

2m
∆t2

po dodaniu r(t + 2∆t) + r(t) =

2r(t + ∆t) + [v(t + ∆t)− v(t)]∆t + f (t+∆t)−f (t)
2m

∆t2

u»ywaj¡c wzoru na pr¦dko±¢
r(t + 2∆t) + r(t) = 2r(t + ∆t) + f (t+∆t)

m
∆t2
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Dynamika molekularna - równania ruchu

Algorytm Beemana - takie same trajektorie jak algorytm
Verleta ale dokªadniejsze pr¦dko±ci ⇒ lepsze zachowanie
energii caªkowitej.

r(t + ∆t) = r(t) + v(t)∆t +
4f (t)− f (t −∆t)

6m
∆t2

v(t + ∆t) = v(t) +
2f (t + ∆t) + 5f (t)− f (t −∆t)

6m
∆t
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Dynamika molekularna - równania ruchu

Wyprowadzenie algorytmu Verleta z dziaªania.

S =

∫ te

tb

dt

[
1
2
m

(
dx(t)

dt

)2

− U(x)

]

Sdiscr =
ie−1∑
i=ib

∆t

[
1
2
m

(
xi+1 − xi

∆t

)2

− U(xi )

]
Warunek stacjonarno±ci:

∂Sdiscr
∂xi

= 0⇒ m

(
2xi − xi+1 − xi−1

∆t

)
−∆t

∂U(xi )

∂xi
= 0

⇒ xi+1 = 2xi − xi−1 −
∆t2

m

∂U(xi )

∂xi
.
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Dynamika molekularna - niestabilno±¢ Lyapunowa

Poªo»enie pewnej cz¡stki w czasie t jest funkcj¡ pocz¡tkowych
poªo»e« i p¦dów w czasie t = 0 ~r(t) = f [~rN(0),~pN(0); t].

Poªo»enia b¦d¡ inne gdy zaburzymy np. pocz¡tkowe p¦dy o ε
~r ′(t) = f [~rN(0),~pN(0) + ε; t].

Dla krótkich czasów ∆~r(t) := ~r(t)−~r ′(t) jest liniowa z ε.

Ale wspóªczynnik zale»no±ci liniowej zmienia si¦ wykªadniczo -
jest to niestabilno±¢ Lyapunowa:
∆~r(t) ∼ ε exp (λt),
λ - wykªadnik Lyapunowa.

Nakªadaj¡c ograniczenie ∆max na |∆~r(t)| w przedziale
0 < t < tmax - jaki jest dopuszczalny bª¡d pocz¡tkowy ε ?

ε ∼ exp (−λtmax) ⇒ dopuszczalny bª¡d maleje wykªadniczo
z tmax , w symulacjach faktycznie obserwuje si¦ tak¡ zale»no±¢.
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Dynamika molekularna - eksperymenty komputerowe

Chcemy �zmierzy¢� pewne wielko±ci ukªadu wielocz¡stkowego
- które wielko±ci s¡ interesuj¡ce?

Te które mo»na porówna¢ z rzeczywistymi eksperymentami.
Najprostsze s¡ wielko±ci termodynamiczne: temperatura T ,
ci±nienie P , pojemno±¢ cieplna CV .

temperatura (dla f stopni swobody) kBT = <2K>
f

ci±nienie (dla dwuciaªowych oddziaªywa« addytywnych; d -
wymiar; wyra»enie wyprowadzone dla zespoªu NVT a nie NVE
- mo»na konwertowa¢ ±rednie z jednego zespoªu statystycznego
do innego)

P = ρkBT +
1

dV

〈∑
i<j

f(rij) · rij

〉
pojemno±¢ cieplna w staªej obj¦to±ci - mo»na otrzyma¢ z
energii kinetycznej w zespole mikrokanonicznym

〈K 2〉NVE − 〈K 〉2NVE =
3k2BT

2

2N

(
1− 3kB

2CV

)
.
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Dynamika molekularna - eksperymenty komputerowe

Pewne funkcje termodynamiczne nie mog¡ by¢ bezpo±rednio
mierzone w symulacji (nie mo»na ich wyrazi¢ jako ±redni¡
pewnej funkcji poªo»e« i p¦dów) - s¡ to: entropia S, energia
swobodna Helmholtza H, energia swobodna Gibbsa G.
Druga grupa wielko±ci, które mo»na obliczy¢ (obok
termodynamicznych) to charakterystyki lokalnej struktury
(np. pªynu).

funkcja rozkªadu radialnego g(r) - odgrywa podstawow¡
rol¦ w teorii cieczy; informacje o niej daje rozpraszanie
neutronów i promieni X.
r - odlegªo±¢ od danego atomu (zakªadamy identyczno±¢),
zakªadaj¡c równo±¢ g¦sto±ci caªkowitych obliczamy j¡ jako

g(r) =
〈ρ(r)〉

〈ρgazdosk.(r)〉
z de�nicji g(r) = 1 w gazie doskonaªym a odchylenia od
jedno±ci ±wiadcz¡ o korelacjach mi¦czy cz¡stkami

spowodowanymi oddziaªywaniami mi¦dzycz¡steczkowymi.
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Dynamika molekularna - eksperymenty komputerowe

Opisane wielko±ci nie zale»¡ od czasu - mo»na je te» uzyska¢
z MC.

Dynamiczne wielko±ci równowagowe - mo»na nimi
opisywa¢ sªabo zaburzony ukªad np. proces dyfuzji.
Wyra»enie na wspóªczynnik dyfuzji jest przykªadem funkcji
korelacji czasowej

D =
∫∞
0

dτ〈vx(τ)vx(0)〉
wyprowadzenie z prawa Ficka - strumie« dyfunduj¡cych
cz¡stek jest proporcjonalny do ujemnego gradientu ich st¦»enia
j = −D∇c

Inne wielko±ci: lepko±¢, przewodno±¢ cieplna.
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Dynamika molekularna

W dynamice molekularnej wyst¦puje zespóª NVE (ukªad nie
wymienia ciepªa z otoczeniem - proces adiabatyczny).

Temperatura - uwzgl¦dnia si¦ przez pr¦dko±ci pocz¡tkowe
atomów (T pocz¡towa).

Symulacja sama nie utrzymuje temperatury - termostat
Nosé-Hoovera.
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Dynamika molekularna - zastosowania

1977 - pierwsza symulacja du»ej cz¡steczki - biaªka.

Standardowa metoda badania wpªywu promieniowania na ciaªa
staªe i ich powierzchnie.

Modelowanie dziaªania nanoukªadów.
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Dynamika molekularna - materiaªy

Topnienie ciaªa staªego:

Topnienie 1. Topnienie 2. Topnienie 3.

Topnienie 4. Topnienie 5. Topnienie 6.

Topnienie 7. Topnienie 8.
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Dynamika molekularna

Rozpuszczanie soli.
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Dynamika molekularna

Zamarzanie wody.
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Monte Carlo
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Monte Carlo
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Stanisªaw Ulam
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Stanisªaw Ulam

�Pomysª ten, nazwany po¹niej metod¡ Monte Carlo, wpadª mi
do gªowy, kiedy podczas choroby stawiaªem pasjanse.
Zauwa»yªem, »e znacznie praktyczniejszym sposobem
oceniania prawdopodobie«stwa uªo»enia pasjansa jest
wykªadanie kart, czyli eksperymentowanie z tym procesem i po
prostu zapisywanie procentu wygranych, ni» próba obliczenia
wszystkich mo»liwosci kombinatorycznych, których liczba
ro±nie wykªadniczo�

�Jest to zaskakujace z intelektualnego punktu widzenia, i cho¢
mo»e nie caªkiem upokarzaj¡ce, to jednak zmusza do
skromnosci i pokazuje granice tradycyjnego, racjonalnego
rozumowania. Jesli problem jest wystarczaj¡¡co zªo»ony,
próbowanie jest lepszym sposobem ni» badanie wszystkich
ªa«cuchów mo»liwo±ci.�

Stanisªaw M. Ulam, Przygody matematyka.
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Stanisªaw Ulam

�Pomysª polegaª na wypróbowaniu tysi¦cy takich mo»liwosci z
przypadkowym wybieraniem zdarzenia okre±laj¡cego los
neutronu na ka»dym etapie procesu, przy u»yciu �liczb
losowych� (...) Po zbadaniu mo»liwych przebiegów procesu
jedynie w kilku tysi¡cach przypadków b¦dziemy mieli dobr¡
próbk¦ i przybli»on¡ odpowied¹ na pytanie. Wszystko czego
potrzeba, to metoda tworzenia takich przykªadowych
przebiegów. Tak sie zªo»yªo, »e wªa±nie powstaªy maszyny
licz¡ce...�

�Wydaje mi si¦ »e nazwa Monte Carlo bardzo przyczyniªa si¦
do jej popularyzacji. Metoda zostaªa tak nazwana z powodu
roli przypadku: generowania liczb losowych, które decyduja o
przebiegu gry.�

Stanisªaw M. Ulam, Przygody matematyka.
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Stanisªaw Ulam

�Cech¡ metody Monte Carlo jest to, »e nigdy nie daje ona
dokªadnej odpowiedzi; wnioski z niej pokazuja raczej, »e
odpowied¹ jest zawarta w pewnym przedziale bª¦du z takim a
takim prawdopodobie«stwem.�

�...zadanie polega na obliczeniu obj¦to±ci obszaru okre±lonego
za pomoca pewnej liczby równan lub nierówno±ci w
wielowymiarowej przestrzeni. Zamiast korzysta¢ z klasycznej
metody polegaj¡cej na przybli»eniu tego obszaru sieci¡
punktów czy komórek, co wymaga u»ycia miliardów
pojedynczych elementów, mo»na po prostu wybra¢ losowo
kilka tysi¦cy punktów i za pomoc¡ takiej próbki wyrobi¢ sobie
poj¦cie o poszukiwanej warto±ci.�

Stanisªaw M. Ulam, Przygody matematyka.
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Caªkowanie metod¡ Monte Carlo

Wybierzmy N przypadkowych punktów o rozkªadzie jednorodnym w
wielowymiarowym obszarze V (próbkowanie proste, random
sampling), wtedy:∫

fdV ≈ V 〈f 〉 ± V

√
〈f 2〉 − 〈f 〉2

N
,

〈f 〉 =
1
N

N∑
i=1

f (xi ), 〈f 2〉 =
1
N

N∑
i=1

f 2(xi ).
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Caªkowanie metod¡ Monte Carlo

Odchylenie standardowe:

σ =

√
E ((X − E (X ))2)

N
=

√∑N
i=1(f (xi )− 〈f 〉)2/N

N
=

=

√∑N
i=1

f 2(xi )
N
− 2〈f 〉

∑N
i=1

f (xi )
N

+
∑N

i=1
〈f 〉2
N

N

=

√∑N
i=1

f 2(xi )
N
− 2〈f 〉2 + 〈f 〉2

N
=

√
〈f 2〉 − 〈f 〉2

N
.
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Caªkowanie metod¡ Monte Carlo

Dokªadno±¢ ro±nie jak
√
N.

Dla funkcji staªej - wynik dokªadny.

Redukcja wariancji - zamiana zmiennej tak, aby f byªa w
przybli»eniu staªa i próbkowanie nie za du»ego obszaru.
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Caªkowanie metod¡ Monte Carlo

Próbkowanie wa»one (importance sampling) - je»eli na du»ym
obszarze funkcja jest bliska zeru (jak w przypadku funkcji
wykªadniczej), to próbkowanie proste w wiekszo±ci punktów b¦dzie
dawaªo znikomy wkªad do warto±ci caªki.
Próbkuj¡c wedªug rozkªadu niejednorodnego w(x) mo»na caªk¦
zapisa¢ nast¦puj¡co:

I =

∫ 1

0

f (x)dx =

∫ 1

0

f (x)

w(x)
w(x)dx .

Zakªadaj¡c w(x) = u′(x), gdzie u jest funkcj¡ nieujemn¡ i
niemalejac¡ oraz u(0) = 0 i u(1) = 1 (zapewnia to normalizacj¦ w
do jedno±ci), to

I =

∫ 1

0

f [x(u)]

w [x(u)]
du.
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Caªkowanie metod¡ Monte Carlo

Po wygenerowaniu zbioru {ui}Ni=1 wedªug rozkªadu jednorodnego:

I ≈ 1
N

N∑
i=1

f [x(ui )]

w [x(ui )]
,

√
〈(f /w)2〉 − 〈f /w〉2

N
,

zatem aby zredukowac bª¡d nale»y wybra¢ tak¡ w(x) aby f /w byªa
mo»liwie staªa.
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Monte Carlo Metropolisa

Monte Carlo Metropolisa generuje proces Markowa
kon�guracji/stanów próbnych o rozkªadzie prawdopodobie«stwa
danym przez rozkªad normalny.

π(o→ n) - prawdopodobie«stwo przej±cia ze starej kon�guracji o
do nowej n (macierz przej±cia, transition matrix); macierz π musi
speªnia¢ warunek: po osiagni¦ciu rozkªadu równowagowego
kon�guracji ukªad musi w nim pozosta¢ (mo»na wyobrazi¢ sobie
symulacj¦ wielu kopii ukªadu zachodz¡cych jednocze±nie).

Oznacza to, »e w stanie równowagi prawdopodobie«stwo
opuszczenia przez ukªad kon�guracji o musi by¢ równe sumie
prawdopodobie«stw przejscia ukªadu ze wszyskich innych
kon�guracji n do o.
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Monte Carlo Metropolisa

Przyjmuje si¦ silniejszy warunek, »e rowno±¢ taka musi zachodzi¢
pomi¦dzy dwoma dowolnymi kon�guracjami ukªadu o oraz n
(równowaga szczegóªowa, detailed balance):

N (o)π(o → n) = N (n)π(n→ o),

gdzie N jest rozkªadem prawdopodobie«stwa znajdowania si¦
ukªadu w danej kon�guracji.

Wybór macierzy przej±cia speªniaj¡cej powy»szy warunek nie jest
jednoznaczny.
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Monte Carlo Metropolisa

Macierz przej±cia π mo»na przedstawi¢ w poni»szej formie:

π(o → n) = α(o → n)acc(o → n),

gdzie α(o → n) okre±la prawdopodobie«stwo danego ruchu
próbnego (trial move) a acc(o → n) jest prawdopodobie«stwem
zaakceptowania danego ruchu.

Najcz¦±ciej wybieramy α symetryczn¡ (α(o → n) = α(n→ o)):

N (o)acc(o → n) = N (n)acc(n→ o),

acc(o → n)

acc(n→ o)
=
N (n)

N (o)
= exp{−β[U(n)− U(o)]}.
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Monte Carlo Metropolisa

Ponownie, wybór acc nie jest jednoznaczny, Metropolis przyj¡ª
nast¦puj¡c¡ posta¢ (i z dotychczasowej praktyki wydaje si¦ »e jest
to najlepszy wybór - daje bardzo efektywne próbkowanie przestrzeni
kon�guracji ukªadu):

acc(o → n) =

{
N (n)/N (o), N (n) < N (o)

1, N (n) ≥ N (o).

Prawdopodobie«stwo przej±cia jest zatem dane wzorami:

π(o → n) = α(o → n) N (n) ≥ N (o)

= α(o → n)[N (n)/N (o)] N (n) < N (o)

π(o → o) = 1−
∑
n 6=o

π(o → n).

Nie okre±lili±my α (tylko symetria) ⇒ du»a swoboda w wyborze
ruchów próbnych.
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Monte Carlo Metropolisa

Decyzja czy ruch próbny zostanie zaakceptowany czy odrzucony:
je»eli wygenerowany zostaª ruch próbny o → n taki, »e
U(n) > U(o) to akceptujemy go z prawdopodobie«stwem równym

acc(o → n) = exp{−β[U(n)− U(o)]} < 1.

Realizacja prawdopodobie«stwa - nale»y wygenerowa¢ liczb¦ losow¡
o rozkªadzie jednorodnym rand ∈ [0, 1]. Prawdopodobie«stwo, »e
rand < acc(o → n) wynosi acc(o → n), zatem dany ruch
wykonujemy, je»eli

rand < acc(o → n),

w przeciwnym wypadku jest on odrzucany.
Wa»ne jest »eby π(o → n) byªo ergodyczne, czyli pozwalaªo
osi¡gn¡¢ ka»dy punkt przestrzeni kon�guracyjnej z dowolnego
innego punktu w sko«czonej liczbie kroków MC.
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Dynamika Monte Carlo

Zajmiemy si¦ symulacjami w zespole statystycznym (N,V ,T ).

〈A〉 =

∫
dpNdrNA(pN , rN) exp{−βH(pN , rN)}∫

dpNdrN exp{−βH(pN , rN)}
.

Caªkowanie po p¦dach mo»na wykona¢ analitycznie:

〈A〉 =

∫
drNA(rN) exp{−βU(rN)}∫

drN exp{−βU(rN)}
.

Caªki tego rodzaju nie mo»na obliczy¢ zwykªymi metodami: je»eli
system jest DN-wymiarowy, to przy m punktach dla ka»dego
wymiaru liczba punktów, w których trzeba obliczy¢ funkcj¦
podcalkow¡ wynosi mDN; przyjmuj¡c DN = 300 i m = 5, to
5300 = 51.43∗210 = 10210.
Dodatkowy problem - exp jest szybko zmnieniaj¡c¡ si¦ funkcj¡
która jest bliska zero na du»ym obszarze, niestety nie mo»na
zastosowa¢ techniki próbkowania wa»onego, gdy» nie znamy
odpowiedniego rozkªadu.
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Dynamika Monte Carlo

Oznaczaj¡c funkcj¦ rozdziaªu przez Q, g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa
znalezienia ukªadu w s¡siedztwie rN wynosi

N (rN) ≡ exp[−βU(rN)]

Q
≥ 0.

Je»eli generowa¢ punkty w przestrzeni wedªug tego rozkªadu, to
±rednio liczba punktów przypadaj¡cych na jednostkowe otoczenie
punktu rN jest równa ni = LN (rN), gdzie L jest caªkowit¡ liczb¡
wygenerowanych punktów.

〈A〉 ≈ 1
L

N∑
i=1

niA(rNi ).

Uwaga. Ró»nica mi¦dzy próbkowaniem wa»onym a tym wzorem jest
taka »e znamy tylko wzgl¦dne prawdopodobie«stwo N (nie znamy
Q)
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Dynamika Monte Carlo

Obrazowe porównanie - pomiar ±redniej gª¦boko±ci Nilu.
1. Mierzymy w zadanych punktach - wi¦kszo±¢ z nich nawet nie
wypada w rzece!
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Dynamika Monte Carlo

2. Przechodzimy od jednego punktu do drugiego zgodnie ze
wzgl¦dnym prawdopodobie«stwem - ±rednia wszystkich pomiarów
(zarówno w krokach zaakceptowanych jak i nie) jest szukan¡
warto±ci¡.

Metoda konwencjonalna da nam tak»e powierzchni¦ Nilu (Q).
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Dynamika Monte Carlo - algorytm metody

1 Wybierz przypadkowo cz¡stk¦ (np. atom) i oblicz jej energi¦
U(rN).

2 Zmnie« jej poªo»enie o przypadkow¡ warto±¢ r ′ = r + ∆ i
oblicz now¡ energi¦ U(r′N)

3 Zaakceptuj wykonany ruch rN → r′N z prawdopodobie«stwem

acc(o → n) = min(1, exp{−β[U(n)− U(o)]}).
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Dynamika Monte Carlo - algorytm metody

program mc

do icycl=1,ncycl

call mcmove

if (mod(icycl,nsamp).eq.0)

call sample

enddo

end

subroutine mcmove

o=int(rand)*npart+1

call ener(x(o),eno)

xn=x(o)+(rand-0.5)*delx

call ener(xn,enn)

if (rand.lt.exp(-beta*(enn-eno))) x(o)=xn

return

end
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Dynamika Monte Carlo

Dlaczego ponownie liczyc stare kon�guracje?
Prawdopodobienstwo przej±cia musi by¢ znormalizowane:∑

n

π(o → n) = 1 ⇒ π(o → o) = 1−
∑
n 6=o

π(o → n),

st¡d wynika, »e prawdopodobie«stwo pozostania w �starym� stanie
mo»e by¢ niezerowe.

Przykªad: Ukªad dwustanowy {E1,E2} - je»eli nie b¦dziemy liczy¢
starych kon�guracji to ±rednia zawsze b¦dzie wynosi¢
〈E 〉 = (E1 + E2)/2 (niezale»nie od temperatury).

Ponadto, bª¦dy s¡ wi¦ksze.
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Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania
basenów oddziaªywania

Globalna optymalizacja:

Problem komiwoja»era.

Znajdywanie optymalnej scie»ki przesyªu danych w procesorach
i internecie.

Przewidywanie aktywnej struktury biomolekuª.

Klastry Lennarda-Jonesa (147-atomowy klaster posiada 1060!).
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Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania
basenów oddziaªywania

Alternatywne metody poszukiwania minimum globalnego:

Algorytmy genetyczne (genetic algorithms; na±ladowanie
ewolucji genetycznej - mutacje).

Metody deformacji hiperpowierzchni (hypersurface deformation
methods; transformowanie powierzchni energii potencjalnej
tak, aby zostaªa ona wygªadzona; po minimalizacji -
transformacja odwrotna).

Symulowane schªadzanie (simulated annealing; w wy»szej
temperaturze powierzchnia energii swobodnej jest prostsza)

Dyfuzyjna metoda MC (wykorzystuje tunelowanie kwantowe
do pokonania barier potencjaªu - znajduje si¦ funkcj¦ falow¡
stanu podstawowego, która powinna lokalizowa¢ si¦ z }→ 0;
metoda skaluje si¦ jak 2N).
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Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania
basenów oddziaªywania

Metoda przeskakiwania basenów oddziaªywania
(basin-hopping): Nast¦puj¡ca transformacja nie zmienia minimum
globalnego ani minimow lokalnych:

Ê (X) = minE (X), X ∈ R3N ,

min - oznacza minimalizacj¦ lokaln¡ zaczynaj¡c od X (np. metoda
sprze»onych gradientów).
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Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania
basenów oddziaªywania

Do funkcji Ê (X) stosujemy metod¦ Monte Carlo:

Minimalizacja (kryterium zbie»no±ci - bª¡d ±redniokwadratowy
(root-mean-square error) gradientu i ∆Ei s¡ mniejsze ni»
pewna warto±¢).

Ka»da wspóªrz¦dn¡ przemieszczamy o liczb¦ z przedziaªu
[−1, 1] ∗ step (step dobiera si¦ tak, »eby ok. 0.5 ruchów byªo
akceptowane; dzi¦ki transformacji krok mo»e by¢ wi¦kszy ni»
bez niej).

Mo»na przeprowadzi¢ kilka symulacji zaczynaj¡c od ró»nych
(przypadkowych) warto±ci pocz¡tkowych.
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Szukanie minimum globalnego - metoda przeskakiwania
basenów oddziaªywania

Metoda ta pozwala zidenty�kowac wszystkie znane minima do
LJ110.
Wszystkie najtrudniejsze przypadki zostaªy zlokalizowane przez
ogólny (�niestronniczy�) algorytm.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Warunki brzegowe

Symulacje MC maj¡ dostarcza¢ informacji o wªasno±ciach
makroskopowej próbki.

Wi¦kszo±¢ symulacji bada strukturalne i termodynamiczne
wªasno±ci ukªadów kilkuset-kilku tysi¦cy cz¡stek - nie jest to
próbka makroskopowa.

Dla tak maªych ukªadów nie mo»na zakªada¢, »e wybór
warunków brzegowych nie wpªywa na wªasno±ci symulowanego
ukªadu.

W trójwymiarowym ukªadzie N cz¡stek uªamek molekuª
znajduj¡cych si¦ na powierzchni ukªadu jest proporcjonalna do
N−1/3 np. dla sze±ciennego krysztaªu 1000 cz¡stek jest to
49% a dla 106 6%.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Periodyczne warunki brzegowe - ukªad wygl¡da jak
niesko«czony; obj¦to±¢ zawieraj¡ca N cz¡stek jest traktowana jak
komórka niesko«czonej sieci.

Ka»da cz¡stka oddziaªywuje z wszystkimi innymi w sieci (tak»e
swoimi wªasnymi obrazami).

Caªkowita energia N cz¡stek w dowolnej sze±ciennej komórce
L× L× L:

Utot =
1
2

∑
i ,j ,n

′u(|rij + nL|),

gdzie n ∈ Z 3 i dla n = 0 wykluczane s¡ wyrazy takie, »e i = j .

Pojawia si¦ problem - powy»sza suma jest niesko«czona.
Najcz¦±ciej oddziaªywania s¡ krótkozasi¦gowe a wi¦c mo»na
dokona¢ obci¦cia powy»ej pewnego rc .
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Periodyczne warunki brzegowe s¡ zazwyczaj bardzo skuteczne
ale nale»y uwa»a¢ na mo»liwo±¢ dodatkowych korelacji, które
mog¡ nie by¢ obecne w rzeczywistym ukªadzie.

Fluktuacje mog¡ mie¢ dªugo±¢ co najwy»ej λ = L.
Przykªadowo �uktuacje o du»ej dªugo±ci fali s¡ wa»ne w
pobli»u przej±cia fazowego - w tym wypadku nale»y spodziewa¢
si¦ problemów przy stosowaniu warunków periodycznych.

Uwaga! Wybranej komórce elementarnej nie nale»y
przypisywa¢ »adnego znaczenia - jej pocz¡tek mo»e by¢
wybrany zupeªnie dowolnie i nie zmieni to »adnej wªa±nosci
ukªadu. Ale ksztaªt i orientacja jest ustalona.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Obcinanie oddziaªywa«

Wybieraj¡c obci¦cie rc dostatecznie du»e bª¡d mo»e by¢
dowolnie maªy.
Przy periodycznych warunkach brzegowych, je»eli rc < L/2
wystarczy uzwgl¦dnic oddziaªywanie danej cz¡stki i tylko z
najbli»szymi obrazami ka»dej cz¡stki j .
Potencjaª nie jest dokªadnie równy zero dla r ≥ rc , co
powoduje bª¡d systematyczny. Je»eli oddziaªywanie maleje
wystarczaj¡co szybko (szybciej ni» r−3; wa»ny przypadek
oddziaªywa« kulombowskich nie speªnia tego warunku) mo»na
wprowadzi¢ poprawk¦:

Utot =
∑
i<j

uc(rij) +
Nρ

2

∫ ∞
rc

dr u(r)4πr2,

gdzie uc - obci¦ta energia potencjalna, ρ - ±rednia g¦sto±¢.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Mimo »e warto±¢ potencjaªu maleje z odlegªo±ci¡
miedzycz¡steczkow¡ r , to ilo±¢ cz¡stek bior¡cych daj¡cych
wkªad do oddziaªywania ro±nie: liczba cz¡stek w odlegªo±ci r
od danego atomu ro±nie asymptotycznie jak rd−1 (d - wymiar
przestrzeni ukªadu).

Przykªad - poprawka dla potencjaªu Lennarda-Jonesa (±rednia
energia na jeden atom):

u =
1
2

∫ ∞
rc

dr u(r)ρ(r)4πr2 =
1
2
4πρ

∫ ∞
rc

dr u(r)r2

=
1
2
16πρε

∫ ∞
rc

dr r2
[(σ

r

)12
−
(σ
r

)6]
=

8
3
πρεσ3

[(
σ

rc

)9

−
(
σ

rc

)3
]
.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Proste obci¦cie

utrunc(r) =

{
u(r) r ≤ rc

0 r > rc

Nieci¡gªo±¢ b¦dzie dawa¢ dodatkowy (niezaniedbywalny)
wkªad do ci±nienia; mo»na to skorygowa¢.
Obci¦cie i przesuni¦cie

utr−sh(r) =

{
u(r)− u(rc) r ≤ rc

0 r > rc

Nie ma nieci¡gªo±ci; energia i ci±nienie takiego ukªadu b¦dzie
inne ni» w poprzednim przypadku i bez obci¦cia ale mo»na
skorygowac ten efekt. Ten rodzaj obci¦cia musi by¢ u»ywany
ostro»nie do oddzialywa« anizotropowych.
Konwencja minimalnego obrazu - obliczane jest
oddziaªywanie z najbli»szym obrazem ka»dej z cz¡stek.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Inicjalizacja - pocz¡tkowe poªo»enia cz¡stek mog¡ by¢ do±¢
dowolne (ka»de rozs¡dne jest akceptowalne) bo wªasno±ci
równowagowe ukªadu nie powinny zale»e¢ od warunków
pocz¡tkowych.

Wiemy jak wygl¡da cz¡steczka/i, które symulujemy.

Ciaªo staªe - znamy struktur¦ krystaliczn¡.

Uniezale»nienie si¦ od warunków pocz¡tkowych daje tak zwane
rozgrzanie/ekwilibracja ukªadu.
Je»eli wyniki zale»a od warunków pocz¡tkowych, to:

1 Najprawdopodobniej nie zostaª osi¡gni¦ty stan równowagi
(próbkowanie przestrzeni kon�guracji mo»e by¢ nieprawidªowe).

2 Ukªad jest nieergodyczny.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Jednostki zredukowane - wybieramy dogodn¡ jednostk¦ energii,
dªugo±ci i masy a wszystkie inne jednostki wyra»amy przez te
wybrane (temperatur¦, g¦sto±¢, ci±nienie).

Przykªad: uLJ(r) = εf (r/σ), naturalny wybór to dªugo±¢ - σ,
energia - ε oraz masa - m.
Wtedy np. jednostk¡ temperatury jest ε/kB , czasu σ

√
m/ε,

ci±nienia - ε/σ3, g¦sto±ci - 1/σ3.
Zredukowany potencjaª u∗ ≡ u/ε jest funkcj¡ bezwymiarow¡
zredukowanej odlegªo±ci r∗ ≡ r/σ:

u∗LJ(r∗) = 4

[(
1
r∗

)12

−
(

1
r∗

)6
]
.
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Korzy±ci z jednostek zredukowanych:

Niesko«czenie wiele kombinacji jednostek rzeczywistych
odpowiada tym samym jednostkom zredukowanym np. Ar ,
T = 60K , ρ = 840kg/m3 i Xe, T = 112K , ρ = 1617kg/m3

odpowiadaj¡ jednostkom zredukowanym ρ∗ = 0.5, T ∗ = 0.5.
Dla Ar parametry potencjaªu LJ: σ = 3.405 · 10−10m oraz
ε = 1.6537 · 10−21J.

T ∗ =
kB

ε
T =

1.3806 · 10−23J/K
1.6537 · 10−21J

60K = 0.5

ρ∗ = σ3ρ = σ3
ρNA

M
= (3.405 · 10−10m)3

840kg/m36.02 · 1023mol−1

0.03994kg ·mol−1

= 0.5
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Dynamika Monte Carlo - szczegóªy techniczne

Prawie wszystkie wielko±ci s¡ rz¦du jedno±ci (mniej wiecej:
10−3− 103) - pozwala to wykrywa¢ bªedy (pojawienie si¦ liczby
o nietypowej wielko±ci) oraz zmniejsza bª¦dy numeryczne (nie
ma ryzyka niedomiaru (under�ow) czy nadmiaru (over�ow)).
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Dynamika Monte Carlo - Równowaga kontra równowaga
szczegóªowa

Je»eli wybiera¢ cz¡stk¦ i jej przemieszczane pojedynczo i
nast¦pnie akceptowa¢-odrzuca¢ je, to wykonanie ruchu
odwrotnego do wykonanego poprzednio jest takie same -
warunek równowagi szczegóªowej jest zachowany.

Ale je»eli przemieszcza¢ wszystkie cz¡stki kolejno a nastepnie
dokonywa¢ akceptacji to prawdopodobie«stwo ruchu
odwrotnego do ruchu danej cz¡stki jest zerowe (po
przemieszczeniu danej cz¡stki przemieszczamy zawsze kolejn¡
a nigdy ponownie t¡ sam¡). W takim wypadku równowaga
szczegóªowa jest pogwaªcona ale równowaga nadal jest
zachowana i próbkowanie jest prawidªowe (zwykle).
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Dynamika Monte Carlo - Równowaga kontra równowaga
szczegóªowa

Wi¦kszo±¢ algorytmów, które nie speªniaj¡ warunku równowagi
szczegóªowej jest bª¦dna; szczególnie nale»y uwa»a¢ na
algorytmy ª¡cz¡ce ró»ne ruchy próbne.

Prawdopodobnie nie jest znany przypadek, gdy algorytm
zachowuj¡cy jedynie równowag¦ jest znacz¡co szybszy od
zachowuj¡cego równowag¦ szczegóªow¡.
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Sposób generowania ruchów próbnych jest to problem wyboru
macierzy α.

Optymalny schemat próbkowania - taki, który daje najmniejszy
bª¡d statystyczny danej wielko±ci w danym czasie. Zatem nie jest
to jednoznaczne poj¦cie dla danej symulacji

Bardziej praktyczn¡ de�nicj¡ b¦dzie - suma kwadratów wszystkich
zaakceptowanych przemieszcze« podzielona przez czas oblicze«.
Uzasadnienie: bª¡d obserwabli jest odwrotnie proporcjonalny do
liczby nieskorelowanych kon�guracji odwiedzonych w danym czasie
oblicze«; a liczba ta jest miar¡ odlegªo±ci w przestrzeni
kon�guracyjnej.
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Ruchy translacyjne - przemieszczamy jedynie ±rodek masy przez
dodanie liczby z przedziaªu [−∆/2,∆/2]:

x ′i = xi + ∆(rand − 0.5)

y ′i = yi + ∆(rand − 0.5)

z ′i = zi + ∆(rand − 0.5)

Ruch odwrotny jest równie prawdopodobny, wi¦c α jest
symetryczna.
Problemy: wybór wielko±ci ruchu ∆ i czy przemieszcza¢ cz¡stki
jednocze±nie czy po jednej (przypadkowo je wybieraj¡c - dla
zachowania symetrii).
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

W przypadku ukªadów takich jak symulacje fazy skondensowanej
lepiej u»ywa¢ ruchów jednocz¡stkowych.

Rozwa»my N cz¡stek oddziaªywuj¡cych zgodnie z potencjaªem
U(rN).
Ruch próbny b¦dzie zwykle odrzucany je»eli ∆U � kBT ale krok
powinien by¢ du»y z nie za maªym prawdopodobie«stwem
zaakceptowania, zatem:

∆x ↔ kBT .

W przypadku ruchu jednocz¡stkowego:

〈∆U〉 =

〈
∂U
∂rαi

〉
∆rαi +

1
2

〈
∂2U

∂rαi ∂r
β
i

〉
∆rαi ∆r

β
i + ...

= 0 + f (U)∆r2i +O(∆4).
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Kreska - ±rednia po ruchach próbnych; 〈〉 - ±rednia po zespole
statystycznym.

〈∆U〉 ≈ kBT ⇒ ∆r2i ≈ kBT/f (U).

Przy przemieszczaniu N cz¡stek pojedynczo, to najwi¦cej
czasu zabiera obliczenie zmiany energii; przy zastosowaniu
odpowiednich algorytmów czas ten wynosi tCPU = nN, gdzie n
jest ±rednia liczb¡ cz¡stek oddziaªuj¡c¡ z dana cz¡stk¡.
Suma ±rednich kwadratowych przemieszcze« b¦dzie
proporcjonalna do N∆r2 ∼ NkBT/f (U), wi¦c ±rednie
przemieszczenie na jednostk¦ czasu b¦dzie proporcjonalne do
kBT/(nf (U))
Je»eli przemieszcza¢ wszystkie cz¡stki jednocze±nie - tCPU nie
zmieni si¦ ale suma ±rednich kwadratowych przemieszcze«
b¦dzie mniejsza o czynnik 1/N (zmiana potencjaªu N razy
wi¦ksza).
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Uwaga! Powy»sze rozwa»ania zakªadaj¡, »e ka»dy ruch kolektywny
skªada si¦ z niezale»nych przemieszcze«; istniej¡ jednak metody
wykonywania efektywniejszych ruchów kolektywnych je»eli
przemieszczenia s¡ zale»ne od siebie.

Wielko±¢ przemieszczenia ∆ - wiele ¹ródeª doradza by
prawdopodobie«stwo zaakceptowania ruchu wynosilo 50% (metoda
próbkowania mo»e determinowa¢ inna warto±¢).
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

wykres < ∆r2 > od ∆
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Kryterium efektywno±ci nie pozwala jednak stwierdzi¢ czy
próbkowanie jest ergodyczne.
Kryterium ergodyczno±ci (Mountain, Thirumalai). ej(t) - ±rednia
po czasie energii cz¡stki j w przedziale czasu t:

ej(t) =
1
t

∫ t

0

dt ′ej(t
′).

�rednia energia cz¡stki wynosi

ē(t) =
1
N

N∑
j=1

ej(t).

Wariancja

σ2E (t) =
1
N

N∑
j=1

[ej(t)− ē(t)]2.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Je»eli wszystkie cz¡stki próbkuj¡ caª¡ przestrze« kon�guracji, to
σ2E (t)→ 0, gdy t →∞

σ2E (t)/σ2E (0)→ τE/t,

gdzie τE jest czasem charakterystycznym otrzymania
nieskorelowanych próbek.
Dobr¡ metod¡ optymalizacji efektywno±ci MC jest minimalizacja
iloczynu τE i tCPU na ruch próbny.
Dla potncjaªu LJ okazaªo si¦, »e prawdopodobie«stwo
zaakceptowania ruchu 20% jest dwukrotnie efektywniejsze ni» 50%.
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Ruchy zmieniaj¡ce orientacj¦

Molekuªy sztywne liniowe. Je»eli orientacja cz¡steczki i
dana jest wektorem jednostkowym ûi , to wektor nowej
orientacji dany jest wzorem:

û′i =
t
t
, t = γv̂ + ûi ,

gdzie v̂ jest wektorem jednostkowym wygenerowanym losowo.
Translacje i rotacje mo»na wykonywa¢ jednocze±nie lub nie. W
drugim przypadku dobrze jest wybiera¢ typ ruchu próbnego w
sposób przypadkowy.
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Molekuªy sztywne nieliniowe. Rotacja ciaªa sztywnego mo»e
by¢ opisana kwaternionem

Q ≡ (q0, q1, q2, q3), q20 + q21 + q22 + q23 = 1.

Rotacja wektora sztywno przymocowanego do molekuªy
opisana jest macierz¡

R =

 q20 + q21 − q22 − q23 2(q1q2 − q0q3) 2(q1q3 + q0q2)
2(q1q2 + q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 − q0q1)
2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 .
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Dynamika Monte Carlo - ruchy próbne

Molekuªy gi¦tkie. Wa»ne jest czy niektóre stopnie swobody
zostaªy zamro»one. Je»eli nie - wykonuje si¦ normalne ruchy
próbne poszczególnych atomów w cz¡steczce. Je»eli s¡
sztywne wi¦zy - powinno si¦ robi¢ maªe ruchy próbne dla tych
stopni swobody ale najlepiej jest u»yc metody MD.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Liczby losowe z przedziaªu (0, 1) mo»na odwzorowa¢ na dowolny
przedziaª za pomoc¡ funkcji liniowej

∀x∈(0,1) y = a + (b − a)x ⇒ y ∈ (a, b)

Liczby te zwykle uzyskujemy za pomoc¡ algorytmów
rekeurencyjnych - s¡ to wi¦c liczby pseudolosowe.
Podstawow¡ operacj¡ wykorzystywan¡ w prostych generatorach jest
modulo

y = x mod m ⇔ ∃n x = nm + y .



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Generowanie liczb pseudolosowych

Dobre wªasno±ci statystyczne - rozkªad
prawdopodobienstwa generowanych liczb powinien by¢
mo»liwie bliski zaªo»onego.

Test jednorodno±ci rozkªadu: Niech dana b¦dzie
d -wymiarowa regularna sie¢ o rozmiarach L× L, gdzie L jest
liczb¡ w¦zªów w danym kierunku. Je»eli zapeªnia¢ tak¡ sie¢
wybieraj¡c przypadkowo w¦zªy (liczby pseudolosowe z
przedziaªu (0, 1) mo»na odwzorowa¢ na liczby caªkowite
wzorem [rL] + 1), to dobry generator powinien zapewni¢
mo»liwo±¢ osi¡gni¦cia wszystkich punktów sieci.

Je»eli generujemy NLd liczb pseudolosowych, to ±rednio ka»dy
w¦zeª sieci powinien by¢ wylosowany N razy. Natomiast
uªamek pustych w¦zªów sieci powinien male¢ proporcjonalnie
do exp(−N).
Nale»y stosowa¢ mo»liwie du»e sieci; zwykle L ∈ (20, 100) oraz
N ∈ (10, 20).
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Generowanie liczb pseudolosowych

Periodyczno±¢ generowanego ci¡gu liczb.

Generator Lehmera:

Ii+1 = (aIi + c)mod m,

aby z liczb caªkowitych otrzyma¢ liczby rzeczywiste z przedziaªu
(0, 1) oblicza si¦ iloraz

ri = Ii/m,

gdzie m jest zwykle najwi¦ksz¡ mo»liw¡ liczb¡ caªkowit¡ dostepn¡
dla danego procesora.

Okres ci¡gu tak generowanych liczb jest nie wi¦kszy ni» m i zale»y
od a, c i I0. Przykªad:
m = 16, a = 3, c = 1, I0 = 2 ⇒ 2, 7, 6, 3, 10, 15, 14, 11, 2, 7, ...
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Generowanie liczb pseudolosowych

Najlepiej, gdy m jest liczb¡ pierwsz¡ np. m = 17
2, 7, 5, 16, 15, 12, 3, 10, 14, 9, 11, 0, 1, 4, 13, 6, 2, 7, ...
Okres generatora musi by¢ znacznie wi¦kszy ni» ilo±¢ liczb, które
b¦d¡ potrzebne do symulacji; zwykle powinno by¢ to ponad 1010.
Istotne znaczenie ma dobór parametrów.

Je»eli sªowo u»ywane przez procesor jest n-bitowe, to najwi¦ksza
liczba caªkowita to (jeden bit okre±la znak liczby)

mmax = 2n−1 − 1.

Przykªad: dla procesora 32 bitowego jest to
231 − 1 = 2147483647 ∼ 109.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Maksymalny okres wyst¦puje dla c 6= 0 ale wtedy wlasno±ci
statystyczne s¡ zªe, zatem przyjmuje si¦ c = 0 i odpowiednio
dobiera si¦ a.

Korelacja mi¦dzy kolejnymi liczbami generowanego ci¡gu jest
proporcjonalna do odwrotno±ci a ale z drugiej strony powinno
wybiera¢ si¦ a znacznie mniejsze od

√
2n−1.

W praktyce zwykle stosuje si¦ a = 16807,

a = 16807 <
√
232−1 ≈ 46341.

Uwaga! Pocz¡tkowa liczba I0 (ziarno generatora, seed) powinna
by¢ du»a; w przeciwnym razie generator nale»y "rozgrzac"
generuj¡c krótki ci¡g liczb, które musz¡ by¢ odrzucone przed
rozpocz¦ciem wªa±ciwej symulacji.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Efekt Marsaglii - rozkªady generatorów liniowych (opartych o
modulo) ukªadaj¡ si¦ na regularnych hiperpªaszczyznach wewn¡trz
kostki [0, 1]k .

(U1,U2, ...,Uk), (U2,U3, ...,Uk+1), ...

(U1,U2, ...,Uk), (Uk+1,Uk+2, ...,U2k), ...

Ogólnie:

Xn = (a1Xn−1 + a2Xn−2 + ...+ akXn−k + c) modm,

okres maksymalny - mk − 1.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Testy G. Marsaglii DIEHARD - pomogªy wyeliminowa¢ wiele zªych
generatorów
http://www.stat.fsu.edu/pub/diehard
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Generowanie liczb pseudolosowych

Generator Tauswortha - du»a wydajno±¢, okresy rzedu 1050 oraz
bardzo dobra jednorodno±¢ rozkªadu.
Wykorzystuje operacj¦ XOR (exclusive OR ; ró»ne bity = 1,
jednakowe = 0).
Algorytm:

1 Generacja zbioru podstawowego M caªkowitych liczb
pseudolosowych przy pomocy generatora modulo.

2 �Rozgrzanie� generatora.
3 Generacja caªkowitej liczby pseudolosowej Ik :

Ik = XOR(Ik−q, Ik−p),

Ik−q, Ik−p - liczby ze zbioru M; p i q - odpowiednio dobrane.
4 Obliczenie rzeczywistej liczby pseudolosowej Ik/Imax .
5 Mody�kacja zbioru podstawowego przez podstawienie Ik w

miejsce jednego z dotychczasowych elementow.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Takie generatory nazywane s¡ generatorami opartymi na
rejestrach przesuwanych.

bn = (a1bn−1 + ...+ akbn−k) mod2, a1, ..., ak ∈ {0, 1}

(a + b) mod2 = a xor b
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Generowanie liczb pseudolosowych

Generator RANLUX (M.Lüscher, 1993) - speªnia wszystkie znane
testy statystyczne! Pozwala uzyskac wyniki o du»ej precyzji.

Oparty jest o generator RCARRY uzupeªniony o algorytm
odrzucania pewnch sekwencji liczb - usuwane s¡ krótkozasi¦gowe
korelacje; u»ycie wykªadników Lapunowa i entropii Kolmogorowa.

Okres: 5.2 · 10171.

Xn = Xn−s	Xn−r modm (r , s ∈ N, r > s; r = 24, s = 10, m = 224)

Inicjacja: X1, ...,Xr ∈ (0,m), c - nie mog¡ to by¢ dowolne liczby.

xn−s 	 yn−r modm =

=

{
xn−s − yn−r − cn−1 + m, cn = 1, gdy x − y − cn−1 < 0

xn−s − yn−r − cn−1, cn = 0, gdy x − y − cn−1 ≥ 0.

cn - �bity nios¡ce�.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Korelacje s¡ krótkozasi¦gowe i usuwa si¦ je nastepuj¡co:
u»ywa si¦ r liczb, odrzuca si¦ p − r nast¦pnych itd.
p ≥ r - parametr kontroluj¡cy ilo±¢ odrzucanych liczb.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Zufall - oparty na ci¡gu Fibonacciego, generuje liczby z
zakresu [0, 1);

t = u(n − 273) + u(n − 607),

u(n) = t − int(t).

Fortran - call random_seed ; mo»na generowac kilka liczb na
raz.

C - srand() - ziarno; rand() ∈ (0,RandMax) ∩ N, gdzie
RandMax > 32767.
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Generowanie liczb pseudolosowych

Metoda Boxa-Mullera - generuje liczby pseudolosowe o
rozkªadzie normalnym:

x ∼ N(0, 1) =
1√
2π

e−x
2/2.

Zde�niujmy funkcj¦

U(R) ≡ 1
2π

∫
x2+y2≤R2

dxdy e−(x2+y2)/2,

U(R) =
1
2π

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

dr re−r
2/2 =

∫ R2/2

0

du e−u = 1− e−R
2/2.
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Generowanie liczb pseudolosowych

lim
R→0

U(R) = 0, lim
R→∞

U(R) = 1.

Dla liczby p ∈ [0, 1]:

U(R) = p ⇒ R =
√
−2 log(1− p).

Po wprowadzeniu zmiennych s = 1− p ∈ [0, 1] i t ∈ [0, 1] ponizsze
x posiada rozkªad normalny:

x =

{√
−2 log(s) cos(2πt)√
−2 log(s) sin(2πt).

Uogolniaj¡c zmienna losowa o rozkªadzie x ∼ N(µ, σ2) dana jest
wyra»eniami:

x =

{
µ+ σ

√
−2 log(s) cos(2πt)

µ+ σ
√
−2 log(s) sin(2πt).
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Generowanie liczb pseudolosowych

Metoda Boxa-Mullera jest przypadkiem ogólnej metody
odwracania dystrybuanty:
Je»eli U jest liczb¡ losow¡ z rozkªadu równomiernego na [0, 1], a F

dystrybuanta (funkcja sci±le rosn¡ca, F (−∞) = 0, F (∞) = 0), to
zmienna losowa

X = F−1(U),

ma rozkªad o dystrybuancie F .

Zalety: dokªadna; prosta; szybka dla niektórych rozkªadów.
Wady: dystrybuanta powinna byc znana analitycznie i odwracalna;
gdy caªkujemy numerycznie - wolniej, mniej dokªadnie,
niestabilnosci numeryczne; trudna do zastosowanie dla rozkªadow
wielowymiarowych.
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MC i MD - metoda ±rednich blokowych

Dane z MC nie s¡ niezale»ne ale skorelowane.

�rednia blokowa (block average) - ±rednia po pewnym
przedziale czasu

ĀB =
1
tB

∫ tB

0

dtA(t).

Podczas symulacji mo»na gromadzi¢ ±rednie blokowe dla danej
dªugo±ci bloku tB a nast¦pnie oblicza¢ je dla dªugo±ci n × tB
przez zwykªe u±rednianie.

Wariancja dla danej dªugo±ci bloku:

σ(ĀB) =
1
nB

nB∑
b=1

(ĀB − 〈A〉)2.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

MC i MD - metoda ±rednich blokowych

Je»eli tB � tcA, to

σ2(ĀB) ≈
(
〈A2〉 − 〈A〉2

) tcA
tB
.

Czas korelacji tcA jest jednak nieznany; wielko±¢

P(tB) = tB
σ2(ĀB)

〈A2〉 − 〈A〉2

w granicy du»ego tB (tB � tcA) zmierza do tcA; z wykresu P od
tB (lub 1/P od 1/tB) wyznacza si¦ tcA a wi¦c i oszacowanie
bª¦du Ā.

Je»eli P(tB) jest silnie zmienna w granicy dªugiego czasu, to
symulacja jest za krótka.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

MC i MD - metoda ±rednich blokowych

Metoda Flyvbjerga-Petersena: niech {Ai}Li=1 b¦da kolejnymi
próbkami wielko±ci A (zebranymi po ustaleniu si¦ równowagi).

Gdyby nie korelacja mo»na by u»y¢ zwykªych estymatorów

〈A〉 ≈ Ā =
1
L

L∑
i=1

Ai ,

σ2(A) = 〈A2〉 − 〈A〉2 ≈ 1
L

L∑
i=1

[Ai − Ā]2.

U»ycie w tych wzorach coraz wi¦kszych bloków prowadzi do
usuni¦cia korelacji mi¦dzy blokami.
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MC i MD - metoda ±rednich blokowych

Dane po transformacji

A′i = 0.5(A2i−1 + A2i )

L′ = 0.5L

nadal daj¡ t¡ sam¡ ±redni¡.
Nowa wariancja wynosi:

σ2(A′) = 〈A′2〉 − 〈A′〉 ≈ 1
L′

L′∑
i=1

A′2i − Ā′2.

Powtarzamy t¡ operacj¦ a»

σ2(A′)

L′ − 1
≈ const.

Podobnie mo»na obliczy¢ wariancj¦ tej wielko±ci:

σ2(A) ≈ σ2(A′)

L′ − 1
±

√
2σ4(A′)

(L′ − 1)3
.
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MC i MD - metoda ±rednich blokowych
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MC i MD - ±rednie biegn¡ce

�rednie biegn¡ce

〈A〉n =
n∑
i=1

Ai ,

gdzie n ∈ (1, L).
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MC i MD - ±rednie biegn¡ce
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Dynamika Monte Carlo



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

MC i MD - lista Verleta

W ukªadzie N cz¡stek jest N(N − 1) oddziaªywa« i czas
potrzebny do obliczenia energii (siªy) skaluje si¦ jak N2 -
istniej¡ algorytmy o skalowaniu N3/2.

W symulacji du»ego ukªadu je»eli obci¦cie oddziaªywa« (=
odlegªo±¢ powy»ej której zaniedbujemy oddziaªywanie) jest
mniejsze ni» symulowana obj¦to±¢ ⇒ wiele cz¡stek nie daje
wkªadu do energii cz¡stki i .
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MC i MD - lista Verleta

Lista Verleta - metoda wykluczania oddziaªywa« cz¡stek z
obliczania energii (siªy).

de�niuje si¦ drugi promie« odci¦cia rv > rc (o pocz¡tku w
poªo»eniu cz¡stki i)
przed obliczeniem oddziaªywa« tworzymy list¦ wszystkich
cz¡stek w promieniu rv i obliczamy oddziaªywanie cz¡stki i
tylko z cz¡stkami z listy
nast¦pne obliczenie oddziaªywa« - je»eli maksymalne

przemieszczenie cz¡stek jest mniejsze ni» rv − rc , to
rozwa»amy tylko cz¡stki z listy Verleta (w tym kroku
zyskujemy czas - sprawdzanie które atomy s¡ w zasi¦gu
obci¦cia zajmuje czas)
gdy jedna z cz¡stek zostaje przemieszczona o wi¦cej ni» rv − rc
- aktualizacja listy Verleta

Lista Verleta przynosi korzy±¢ gdy zawiera ona znacznie mniej
cz¡stek ni» caªkowita liczba cz¡stek w ukªadzie.

N5/3
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MC i MD - suma Ewalda

Mo»na obecnie symulowa¢ ukªady do 105 − 106 cz¡stek
(ukªady biologiczne).

Wa»ne jest unikni¦cie obliczania wszystkich par oddziaªywa« -
szczególnie wa»ne dla oddziaªywa« dªugozasi¦gowych (obci¦cie
potencjaªu nie jest mo»liwe).

Przy dyskusji obci¦cia uzyskali±my

Utail =
Nρ

2

∫ ∞
rc

dru(r)4πr2,

u(r) musi zanika¢ szybciej ni» r−3 ⇒ nie mo»na u»y¢ obci¦cia
do oddziaªywa« kulombowskich (r−1) i dipolowych (r−2 na
du»ej odlegªo±ci).

Mo»na próbowa¢ zaniedba¢ dªugozasi¦gow¡ cz¦±¢ potencjaªu
ale wyst¦puj¡ powa»ne niedokªadno±ci i artefakty.
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MC i MD - suma Ewalda

Z technik nie zaniedbuj¡cych dªugozasi¦gowej cz¦±ci
oddziaªywania najcz¦±ciej u»ywana jest suma Ewalda.
Skalowanie N3/2 - dla du»ych ukªadów nadal mo»e to by¢ za
du»o (istniej¡ inne metody).
Rozwa»my N ªadunków punktowych (dodatnich i ujemnych) w
sze±cianie V = L3 z periodycznymi warunkami brzegowymi.
Zakªadamy, »e cz¡stki odpychaj¡ si¦ na maªych odlegªo±ciach i
ukªad jako caªo±¢ jest oboj¦tny elektrycznie (

∑
i qi = 0).

Chcemy obliczy¢ kumolbowsk¡ cz¦±¢ potencjaªu tego ukªadu

UCoul =
1
2

N∑
i=1

qiφ(ri ), φ(ri ) =
∑
j ,n

′ qj

|rij + nL|
.

φ - potencjaª enektrostatyczny w poªo»eniu cz¡stki i ; prim -
suma po wszystkich obrazach periodycznych n i wszystkich j z
wyj¡tkiem j = i je»eli n = 0.
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MC i MD - suma Ewalda

φ obliczany zgodnie z tym wzorem - suma jest sªabo zbie»na.
Dla poprawienia zbie»no±ci u»yjemy g¦sto±ci ªadunku (teraz -
g¦sto±¢ jest delt¡ Diraca).
Zaªó»my, »e ka»da cz¡stka i o ªadunku qi jest otoczona przez
rozmyty rozkªad ªadunku przeciwnego znaku kasuj¡cego
dokªadnie qi .
Potencjaª elektrostatyczny cz¡stki i pochodzi od
nieekranowanej cz¦±ci qi - na du»ych odlegªo±ciach ta cz¦±¢
szybko (zale»y to od rodzaju rozkªadu) d¡»y do 0.

zakªadamy rozkªad gaussowski

Wkªad do potencjaªu w punkcie ri pochodz¡cy od zbioru
ekranowanych ªadunków okazuje si¦ ªatwy do obliczenia przez
sumowanie.
Nie chcemy jednak oblicza¢ tego potencjaªu ale potencjaª od
ªadunków punktowych - potrzebna odpowiednia korekta na
dodane rozkªady ªadunku.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

MC i MD - suma Ewalda

zbiór ªadunków punktowych = zbiór ªadunków ekranowanych
+ potencjaª koryguj¡cy.
S¡ 3 wkªady do potencjaªu: od ªadunku punktowego (qi ), od
gaussowskiego rozkªadu ekranuj¡cego (−qi ) i od rozkªadu
kompensuj¡cego (qi ).

aby wykluczy¢ samo-oddziaªywanie nie wª¡czamy »adnego z
tych 3 oddziaªywa« do potencjaªu w poªo»eniu jonu i
korzystne okazuje si¦ pozostawienie potencjaªu
kompensuj¡cego i pó¹niejsze poprawienie rezultatu ⇐ rozkªad
ªadunku kompensuj¡cego pozostanie ci¡gªy i okresowy - mo»na
go przedstawi¢ szeregiem Fouriera

Jako rozkªad ªadunku kompensuj¡cego przyjmujemy rozkªad
Gaussa o szeroko±ci

√
2/α

ρGauss(r) = −qi (α/π)3/2 exp(−αr2),

α jest ustalane w rozwa»aniach na temat wydajno±ci
obliczeniowej.
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MC i MD - suma Ewalda

UCoul =
1
2V

∑
k 6=0

4π
k2
|ρ(k)|2 exp(−k2/4α)− (α/π)1/2

N∑
i=1

q2i +

+
1
2

N∑
i 6=j

qiqjerfc(
√
αrij)

rij

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞
x

e−t
2
dt
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych

MD - zespóª mikrokanoniczny NVE − P (p¦d).
MC - zespóª kanoniczny NVT.

s¡ ró»nice w ±rednich statystycznych wyliczonych tymi
metodami - przy kilkuset cz¡stkach s¡ maªe i znikaj¡ w
granicy termodynamicznej

wybór zespoªu ma znaczenie przy obliczniu ±rednich
kwadratowych �uktuacji - istniej¡ relacje pomi¦dzy
�uktuacjami w ró»nych zespoªach.

Inne zespoªy w MD: staªe P, staªe napr¦»enie, staªe T.

Inne zespoªy w MC: izobaryczno-izotermiczny (NPT), staªe
napr¦»enie-izotermiczny, wielki kanoniczny (µVT),
mikrokanoniczny (NVE), zespóª Gibbsa (metoda rozwini¦ta do
badania wspóªistnienia faz).
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC

Procedura sprawdzania poprawno±ci algorytmu MC.
1 Wybór rozkªadu prawdopodobie«stwa N do próbkowania -

zale»y od zespoªu statystycznego.
2 Naªo»enie warunku równowagi szczegóªowej

K (o → n) = K (n→ o), gdzie
K (o → n) = N (o)α(o → n)acc(o → n) jest strumieniem
kon�guracji od o do n.

3 Ustalenie prawdopodobie«stwa generowania danej kon�guracji.
4 Wyprowadzenie warunku jaki musz¡ speªnia¢ reguªy

akceptowania ruchu.

Zespóª kanoniczny NVT - suma statystyczna:

Q(N,V ,T ) =
1

Λ3NN!

∫
drN exp[−βU(rN)],

Λ =
√
h2/(2πmkBT ) - dªugo±¢ fali termicznej de Broglie'a (±rednia

dla gazu doskonaªego).
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NVT

Z Q wynika prawdopodobie«stwo znalezienia kon�guracji rN

N (rN) ∼ exp[−βU(rN)]

Rozkªad N próbkujemy nast¦puj¡co:
1 Losowo wybieramy cz¡stk¦; obliczamy energi¦ U(o).
2 r(o)→ r(o) + ∆(Rand − 0.5), nowa kon�guracja ma energi¦

U(n).
3 Przemieszczenie akceptujemy z prawdopodobie«stwem

acc(o → n) = min(1, exp{−β[U(n)− U(o)]}). (∗)

Uzasadnienie algorytmu: prawdopodobie«stwo
wygenerowania danej kon�guracji jest staªe i niezale»ne od
aktualnej kon�guracji α(o → n) = α(n→ o) = α
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NVT

Podstawienie α oraz N do warunku równowagi szczegóªowej daje
reguª¦ akceptowania ruchów

N (o)α(o → n)acc(o → n) = N (n)α(n→ o)acc(n→ o)

exp[−βU(o)]αacc(o → n) = exp[−βU(n)]αacc(n→ o)

acc(o → n)

acc(n→ o)
= exp{−β[U(n)− U(o)]}

Reguªa (∗) speªnia powy»sz¡ zale»no±¢ (2 przypadki: U(n) > U(o)
i U(o) > U(n)).
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NVE

Zespóª mikrokanoniczny NVE - eksperymenty takie s¡ rzadkie
a symulacje MC w takim zespole nie s¡ u»ywane do ukªadów
molekularnych.

Liczby losowe nie wyst¦puj¡ przy akceptowaniu ruchu -
przydatna cecha gdy zachodzi obawa, »e generator liczb
losowych nie jest wystarczaj¡co dobry lub obliczanie
wykªadnika exp{−β[U(n)− U(o)]} zabiera wiele czasu.
Metoda polega na porównywaniu ró»nicy ∆U = U(n)− U(o)
dla kon�guracji z energi¡ ED = E − U(o) ≥ 0 (E > U(o) -
ustalona energia caªkowita):

∆U < 0 - akceptujemy ruch i zwi¦kszamy ED o |∆U|
∆U > 0 - sprawdzamy czy ED wystarcza by pokry¢ ró»nic¦
energii (zmniejszamy ED), je±li nie ruch odrzucamy.

Nie jest to dokªadna symulacja NVE - utrzymujemy w
przybli»eniu staª¡ energi¦ potencjaln¡.
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NPT

Zespóª izobaryczno-izotermiczny NPT.

NPT - cz¦sto u»ywany w MC - wi¦kszo±¢ rzeczywistych
eksperymentów odbywa si¦ w takich warunkach.

Pozwala okre±li¢ równanie stanu nawet gdy wyra»enie na
ci±nienie nie mo»e by¢ ªatwo wyprowadzone.

Wygodny w symulacjach ukªadów w s¡siedztwie przej±cia
fazowego - w staªym ci±nieniu ukªad mo»e osi¡gn¡¢ minimum
energii swobodnej (w NVT - ukªad mo»e si¦ nie rozseparowa¢
na fazy o ró»nej g¦sto±ci gdy powinien).

Wyprowadzimy metod¦ dla ukªadu N identycznych atomów
(L = V 1/3):

Q(N,V ,T ) =
1

Λ3NN!

∫ L

0

...

∫ L

0

drN exp[−βU(rN)].
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NPT

Skalujemy wspóªrz¦dne ri = Lsi , dla i = 1, 2, ...,N:

Q(N,V ,T ) =
VN

Λ3NN!

∫ 1

0

...

∫ 1

0

dsN exp[−βU(sN ; L)].

Zakªadamy, »e ukªad o obj¦to±ci V i N cz¡stkach jest
odizolowany tªokiem od rezerwuaru gazu doskonaªego o
obj¦to±ci V0 − V i M − N cz¡stkach; suma statystyczna jest
iloczynem sum pod podukªadów
Q(N,M,V ,V0,T ) =
VN(V0−V )M−N

Λ3NN!(M−N)!

∫
dsM−N

∫
dsN exp[−βU(sN ; L)].

uwaga - caªka dla gazu doskonaªego (po sM−N) wynosi jeden;
dla gazu doskonaªego zaªo»yli±my to samo Λ

Caªkowita energia swobodna ukªadów
F tot = −kBT lnQ(N,M,V ,V0,T ).
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NPT

Je»eli tªok jest swobodny - obj¦to±¢ V podukªadu N cz¡stek
�uktuuje.

Najbardziej prawdopodobna obj¦to±¢ minimalizuje energi¦
swobodn¡ F tot .

G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa, »e podukªad N cz¡stek
ma obj¦to±¢ V (krok trudny do uzasadnienia - obj¦to±ci nie
mo»na zlicza¢ jak cz¡stek lub poziomów energii)

N (V ) =
VN(V0 − V )M−N

∫
sN exp[−βU(sN ; L)]∫ V0

0
dV ′V ′N(V0 − V ′)M−N

∫
dsN exp[−βU(sN ; L′)]

Granica gdy rozmiar rezerwuaru d¡»y do niesko«czono±ci tzn.
V0 →∞, M →∞, M−N

V0
→ ρ.

w tej granicy maªa zmiana obj¦to±ci maªego ukªadu nie
zmienia ci±nienia P du»ego ukªadu (jest on wi¦c stabilizatorem
ci±nienia)
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NPT

wyra»enia na funkcj¦ rozdziaªu caªego ukªadu i N (V )
upraszczaj¡ si¦:

dla V /V0 → 0: (V0 − V )M−N = VM−N
0

(1− V
V0

)M−N →
VM−N
0

exp(−(M − N) V
V0

)

dla M − N →∞: exp(−(M − N) V
V0

)→ exp(−ρV )
rezerwuar zawiera gaz doskonaªy: ρ = βP

NN,P,T (V ) =
VN exp(−βPV )

∫
sN exp[−βU(sN ; L)]∫ V0

0
dV ′V ′N exp(−βPV ′)

∫
dsN exp[−βU(sN ; L′)]

G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa znalezienia maªego ukªadu
w kon�guracji sN i obj¦to±ci V :

N (V ; sN) ∼ VN exp(−βPV ) exp[−βU(sN ; L)] =

= exp{−β[U(sN ;V ) + PV − Nβ−1 lnV ]}.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC - NPT

Mo»na zastosowa¢ metod¦ Metropolisa do wspóªrz¦dnych
zredukowanych sN i obj¦to±ci V (V traktuje si¦ jak dodatkow¡
wspóªrz¦dna; musi speªnia¢ te same warunki).

Je»eli ruch próbny to V ′ = V + ∆V

(∆V ∈ [−∆Vmax ,+∆Vmax ] - liczba losowa), to
prawdopodobie«stwo jego akceptacji wyniesie
acc(o → n) = min(1, exp{−β[U(sN ;V ′)− U(sN ;V ) +
P(V ′ − V )− Nβ−1 ln (V ′/V )]})
Zmienn¡ mo»e by¢ te» dªugo±¢ L lub lnV .

W symulacji nale»y kontrolowa¢ ci±nienie.
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MC

Staªe napr¦»enie-T
NPT doskonaªa dla jednorodnych pªynów; dla krysztaªów
problemem jest mo»liwo±¢ zmiany symulowanej obj¦to±ci.
Przy symulacji zmiany jednej struktury krystalicznej w drug¡ -
wa»ne by obszar symulacji dawaª wystarczaj¡c¡ swobod¦.
Wykorzystuje si¦ zamian¦ wspóªrz¦dnych - macierz tej operacji
mo»e by¢ zmieniana dla utrzymania staªego napr¦»enia.

Wielki zespóª kanoniczny µVT - pozwala otrzyma¢ ±redni¡
liczb¦ cz¡stek ukªadu jako funkcj¦ warunków zewn¦trznych.

adsorpcja - ilo±¢ materiaªu zaadsorbowana w zale»no±ci od
ci±nienia i temperatury rezerwuaru
gdyby próbowa¢ u»y¢ zespoªu mikrokanonicznego (NVE) - czas
ustalania si¦ równowagi jest zwykle za dªugi, trzeba symulowa¢
faz¦ która nas nie interesuje, potrzebny du»y ukªad by
powierzchnia mi¦dzyfazowa nie wpªywaªa na wyniki
równowaga - T i µ substancji adsorbowanej musz¡ by¢ równe
na zewn¡trz i wewn¡trz adsorbenta
rozwa»aj¡c dwa podukªady otrzymuje si¦ odpowiedni rozkªad
proawdopodobie«stwa kon�guracji
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MD

Problem MD w innych zespoªach ma 2 rozwi¡zania:
1 poª¡czenie MD z ruchami MC
2 mody�kacja równa« Lagrange'a

Najwa»niejsza i pierwsza historycznie jest MD w staªej
temperaturze.

Warunek staªej temperatury nie jest równowa»ny staªej energii
kinetycznej kBT = m < v2α >.
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MD

Ad.1. Termostat Andersena.

Rozwa»any ukªad jest sprz¦»ony z rezerwuarem ciepªa o
»¡danej temperaturze.
Sprz¦»enie reprezentuj¡ losowe siªy dziaªaj¡ce na losowo
wybierane cz¡stki.
Losowe zderzenia z cz¡stkami rezerwuaru ciepªa mo»na
traktowa¢ jako ruchy MC zmieniaj¡ce energi¦ ukªadu.
Pomi¦dzy zderzeniami odbywa si¦ zwykªa dynamika Newtona.
Zderzenia zapewniaj¡ próbkowanie ró»nych warto±ci energii
zgodnie z rozkªadem Boltzmanna.
Parametrem, który trzeba wybra¢ jest siªa spr¦»enia z
rezerwuarem ciepªa - opisuje j¡ cz¦sto±¢ zderze« losowych ν.
Je»eli zderzenia s¡ nieskorelowane czas mi¦dzy zderzeniami ma
rozkªad Poissona P(t; ν) = νe−νt ; P(t; ν)dt -
prawdopodobie«stwo, »e nast¦pne zderzenie zajdzie w czasie
[t, t + dt].
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MD

Algorytm Andersena.
1 Wybór pocz¡tkowych poªo»e« i p¦dów {rN(0),pN(0)} i

caªkowanie równa« ruchu dla czasu ∆t.
2 Pewn¡ liczb¦ cz¡stek wybieramy do zderze« z rezerwuarem

ciepªa - prawdopodobie«stwo wybrania cz¡stki w czasie ∆t

wynosi ν∆t.
3 Nowe pr¦dko±ci cz¡stek wybranych do zderzenia losujemy

zgodnie z rozkªadem Maxwella-Boltzmanna odpowiadaj¡cemu
»¡danej temperaturze T .

Ze wzgl¦du na zaburzenia pr¦dko±ci nie mo»na symulowa¢
wielko±ci dynamicznych np. wspóªczynnik dyfuzji zale»y od ν.

Dla uwzgl¦dnienia pr¦dko±ci - algorytm Verleta z pr¦dko±ci¡.

Energia caªkowita ani p¦d caªkowity nie s¡ zachowane.
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MD

Ad.2. Termostat Nosé-Hoovera.

Nosé rozszerzyª Lagrangian o dodatkowe sztuczne wspóªrz¦dne
i pr¦dko±ci.
Wspóªrz¦dn¡ oznaczamy s a Q zwi¡zan¡ z ni¡ efektywn¡
mas¡; parametr L ustalimy pó¹niej.

LNose =
N∑
i=1

mi

2
s2ṙ2i − U(rN) +

Q

2
ṡ2 − L

β
ln s.

Mo»na wyprowadzi¢ funkcj¦ rozdziaªu

QNose =
1
N!

∫
dpsdsdp

NdrNδ(E −HNose)

Po wybraniu L = 3N + 1 ±rednie w tym zespole staj¡ si¦ równe
±rednim w zespole kanonicznym NVT.

〈A(p/s, r)〉Nose = 〈A(p′, r)〉NVT , p′ = p/s
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MD

Z hamiltonianu HNose mo»na wyprowadzi¢ równania ruchu
dri
dt

=
∂HNose

∂pi
=

pi
mi s2

dpi
dt

= −∂HNose

∂ri
= −∂U(rN)

∂ri
ds

dt
=

∂HNose

∂ps
=

ps

Q

dps

dt
= −∂HNose

∂s
=

(∑
i

p2i
mi s2

− L

β

)
/s

Równania Nosé-Hoovera upraszczaj¡ sformuªowanie Nosé'go
ale nie mo»na wyprowadzi¢ ich z Hamiltonianu.
�a«cuch Nosé-Hoovera - termostat jest sprz¦»ony z kolejnym
termostatem itd.

rozwi¡zuje problem nieergodyczno±ci w oscylatorze
harmonicznym (termostat Andersena nie ma tego problemu ale
dynamika jest mniej realistyczna)
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Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych - MD

MD w staªym ci±nieniu (NPT).

Wi¦kszo±¢ eksperymentów przeprowadzana jest w staªym
ci±nieniu a nie obj¦to±ci np. wªasno±ci w zale»no±ci od skªadu
mieszaniny cieczy.

Obj¦to±¢ - jest zmienna podobnie do MC.

Rozszerza si¦ równania ruchu - manostat i wprowadza
równanie ruchu dla obj¦to±ci zawieraj¡ce ci±nienie
zewn¦trzne.

Ci±nienie wewn¦trzne mo»na obliczy¢ z odpowiedniego wzoru.
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Energia swobodna w symulacjach molekularnych

Przydatna do oblicze« przej±¢ fazowych pierwszego rodzaju
(nieci¡gªe G ) ;diagram fazowy.
Symulacja bezpo±rednia - zmieniamy temperatur¦ lub ci±nienie
i czekamy na przej±cie fazowe.

histereza (temperatura topnienia ró»na od temperatury
zamarzania np. agar) ⇐ fazy rozdziela du»a bariera energii
swobodnej
bariera zale»y od mi¦dzyfazowej energii swobodnej, która
ro±nie z powierzchni¡ mi¦dzyfazow¡
do symulacji bezpo±redniej trzeba przygotowa¢ ukªad z
powierzchni¡ mi¦dzyfazow¡ lub wyeliminowa¢ j¡ caªkowicie
wspóªistniej¡ce fazy bez powierzchni mi¦dzyfazowej mo»na
studiowa¢ np. metod¡ zespoªu Gibbsa (metoda zaªamuje si¦
gdy jedna z faz staje si¦ tak g¦sta, »e nie mo»e wymienia¢
cz¡stek).

Potrzebne metody obliczania energii swobodnych.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Energia swobodna - caªkowanie termodynamiczne

II zasada termodynamiki - w równowadze entropia osi¡ga
maksimum (w ukªadzie zamkni¦tym o energii E , obj¦to±ci V i
N cz¡stkach) - mo»na wyprowadzi¢ warunki równowagi

dla staªych NVT energia swobodna Helmholtza F := E − TS

osi¡ga minimum w stanie równowagi
dla NPT - energia swobodna Gibbsa G = F + PV

Aby dowiedzie¢ si¦ która faza jest stabilna trzeba porówna¢ ich
energie swobodne Fα i Fβ - jednak z symulacji nie mo»na
uzyska¢ energii swobodnej (ani entropii)

wielko±ci te nie s¡ ±rednimi funkcji wspóªrz¦dnych przestrzeni
fazowej ukªadu ale zale»¡ od dost¦pnej obj¦to±ci przestrzeni
fazowej dla danego ukªadu (wielko±ci termiczne).

F zwi¡zana jest z kanoniczn¡ funkcj¡ rozdziaªu
F = −kBT lnQ(N,V ,T ) =

−kBT ln
(∫

dpNdrN exp[−βH(pN ,rN)]

ΛdNN!

)
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Energia swobodna - caªkowanie termodynamiczne

Nie jest dziwne, »e wielko±ci termicznych nie mo»na uzyska¢ z
symulacji - w eksperymentach te» nie mo»na ich mierzy¢.

Eksperymenty mierz¡ pochodne energii swobodnej:(
∂F

∂V

)
NT

= −P,
(
∂F/T

∂1/T

)
VN

= E (∗)

Aby obliczy¢ energi¦ swobodn¡ ze wzoru (∗) trzeba caªkowa¢
(caªkowanie termodynamiczne) po drodze odwracalnej na
pªaszczy¹nie V-T, ª¡cz¡cej dany stan ze stanem o znanej
energii swobodnej.

Znana jest energia swobodna: gazu doskonaªego i krysztaªu
harmonicznego w niskiej temperaturze.

Przykªad caªkowania termodynamicznego: obliczenie energii
swobodnej cieczy z gazem doskonaªym jako stanem odniesienia
(wykorzystuje si¦ równanie stanu).
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Energia swobodna - caªkowanie termodynamiczne

W symulacjach komputerowych sytuacja jest analogiczna.
nie trzeba koniecznie osi¡gn¡¢ stanu gazu doskonaªego ale stan
wystarczaj¡co rzadki aby energia swobodna byªa wyznaczona
dokªadnie (z rozwini¦cia wspóªczynnika ±ci±liwo±ci
PV /(NkBT ))
do caªkowania nie trzeba u»ywa¢ �zycznej drogi (takiej któr¡
mo»na odtworzy¢ w eksperymencie) - ka»dy parametr energii
potencjalnej mo»e by¢ zmienn¡

Zaªó»my, »e energia potencjalna U zale»y liniowo od
parametru λ tak, »e UI = U(λ = 0) jest energi¡ potencjaln¡
ukªadu odniesienia (o energii swobodnej znanej analitycznie lub
numerycznie) a UII = U(λ = 1) energi¡ potencjaln¡
rozwa»anego ukªadu.

U(λ) = (1− λ)UI + λUII = UI + λ(UII − UI )
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Energia swobodna - caªkowanie termodynamiczne

Q(N,V ,T , λ) =
1

Λ3NN!

∫
drN exp[−βU(λ)] ⇒(

∂F (λ)

∂λ

)
N,V ,T

= − 1
β

∂

∂λ
lnQ(N,V ,T , λ) =

= − 1
βQ(N,V ,T , λ)

∂Q(N,V ,T , λ)

∂λ
=

=

∫
drN(∂U(λ)/∂λ) exp[−βU(λ)]∫

drN exp[−βU(λ)]
=

〈
∂U(λ)

∂λ

〉
λ

F (λ = 1)− F (λ = 0) =

∫ λ=1

λ=0

dλ

〈
∂U(λ)

∂λ

〉
λ

(∗),

gdzie ±rednia po zespole statystycznym
〈
∂U(λ)
∂λ

〉
λ
mo»e by¢

wyznaczona z symulacji.
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Energia swobodna - caªkowanie termodynamiczne

U(λ) nie musi by¢ liniowa, wystarczy ró»niczkowalno±¢ i
speªnienie warunków brzegowych.

Interpolacja liniowa jest jednak korzystna - znamy znak
∂2F/∂λ2 (nierówno±¢ Gibbsa-Bogoliubowa)

∂2F

∂λ2
= −β{〈(UII − UI )

2〉λ − 〈UII − UI 〉2λ} ≤ 0

wniosek - ∂F/∂λ nie mo»e wzrasta¢ z λ (mo»na sprawdzi¢
poprawno±¢ symulacji)

We wzorze (∗) caªkowanie numeryczne.
czasem liniowo±¢ U(λ) mo»e prowadzi¢ do osobliwo±ci dla
λ→ 0
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Energia swobodna - caªkowanie termodynamiczne

Sztuczne caªkowanie termodynamiczne - cz¦ste w obliczaniu
ró»nicy w energii swobodnej podobnych cz¡stek np. w
modelowaniu biomolekularnym oblicza si¦ wpªyw podstawienia
na siª¦ wi¡zania molekuªy z enzymem (np. przeksztaªca si¦
−H w −CH3).

Jest to metoda statyczna - seria symulacji równowagowych;
istnieje podobna metoda dynamiczna - dla MD, polega na
adiabatycznej zmianie hamiltonianu (tak wolnej »e entropi¦
mo»na przyj¡¢ za staª¡).
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Energia swobodna - caªkowanie termodynamiczne

Przykªad - równowagowy efekt izotopowy (EIE - equilibrium
isotope e�ect).

EIE de�niujemy jako stosunek staªych równowagi l»ejszego (l)
i cie»szego (h) izotopu

EIE =
Kl

Kh

=
Q

(p)
l /Q

(r)
l

Q
(p)
h /Q

(r)
h

=
Q

(r)
h

Q
(r)
l

/
Q

(p)
h

Q
(p)
l

Interpoluj¡c (w najprostszy sposób - liniowo) masy izotopów

mi (λ) = (1− λ)m
(r)
i + λm

(p)
i ,

dzi¦ki caªkowaniu termodynamicznemu zachodzi

Qh

Ql

= exp
[
−β
∫ 1

0

dF (λ)

dλ
dλ

]
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Energia swobodna - metoda Widoma

Metoda Widoma (wkªadania cz¡stki) - metoda wyznaczania
potencjaªu chemicznego (np. istotny w teorii przej±¢
fazowych), dokªadnie nadmiarowego potencjaªu chemicznego
tzn. ró»nicy mi¦dzy µ ukªadu a µ gazu doskonaªego.

Dla ukªadu N cz¡stek a:

µa =

(
∂G

∂Na

)
PTNb 6=a

=

(
∂F

∂Na

)
VTNb 6=a

= −T
(
∂S

∂Na

)
VENb 6=a

B¦dziemy rozwa»a¢ ukªad jednoskªadnikowy (opuszczamy
indeks a) N cz¡stek w sze±cianie V = Ld w staªej
temperaturze T .

Skaluj¡c wspóªrz¦dne sN = rN/L

Q(N,V ,T ) =
VN

ΛdNN!

∫ 1

0

...

∫ 1

0

dsN exp[−βU(sN , L)]
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Energia swobodna - metoda Widoma

Energia swobodna

F (N,V ,T ) = −kBT lnQ = −kBT ln
(

VN

ΛdNN!

)
−

− kBT ln{
∫

dsN exp[−βU(sN , L)]} =

= Fid (N,V ,T ) + Fex(N,V ,T )

Fid - energia swobodna gazu doskonaªego, Fex - nadmiarowa
energia swobodna.
Dla du»ego N pochodn¡ ∂F/∂N:

µ = −kBT ln(QN+1/QN)

µ = −kBT ln
(
V /Λd

N + 1

)
− kBT ln

{∫
dsN+1 exp[−βU(sN+1, L)]∫
dsN exp[−βU(sN , L)]

}
=

= µid (ρ) + µex .

Uzadanienie: ∂ lnQN/∂N = (lnQN+1 − lnQN)/((N + 1)− N)
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Energia swobodna - metoda Widoma

Aby obliczy¢ µex rozdzielamy energi¦ potencjaln¡ ukªadu
N + 1 cz¡stek na energi¦ N cz¡stkowego ukªadu U(sN) i
energi¦ oddziaªywania (N + 1)-ej cz¡stki z reszt¡ ukªadu

∆U = U(sN+1)− U(sN),

wtedy

µex = −kBT ln
∫

dsN+1〈exp(−β∆U)〉N

〈...〉N - ±rednia po zespole kanonicznym N-cz¡stek -
próbkowanie zwykª¡ metod¡ Metropolisa.
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Energia swobodna - metoda Widoma

Ze wzgl¦du na caªk¦ post¦pujemy nast¦puj¡co:
przeprowadzamy symulacj¦ NVT MC dla N cz¡stek
w czasie symulacji z du»¡ cz¦sto±ci¡ generujemy losowo
wspóªrz¦dn¡ sN+1 (jednorodnie na sze±cianie jednostkowym)
dla tej wspóªrz¦dnej obliczamy exp(−β∆U) - warto±ci te
u±redniamy

Obliczmy wi¦c ±redni¡ zwi¡zan¡ z wªo»eniem dodatkowej
cz¡stki do ukªadu ale nigdy nie akceptujemy tego zdarzenia.

Dobra metoda u»ywana dla cieczy atomowych i prostych
molekularnych.
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Energia swobodna - metoda Benetta

Metoda nakªadaj¡cych si¦ dystrybucji (Bennett) - metoda
mierzenia ró»nic energii swobodnej.

Rozwa»my dwa N cz¡stkowe ukªady 0 i 1 o funkcjach
rozdziaªu Q0 i Q1, dla wygody zakªadaj¡c t¡ sam¡ obj¦to±¢ V
obu ukªadów.

Ró»nic¦ energii swobodnej ∆F = F1 − F0:

∆F = −kBT ln(Q1/Q0) = −kBT ln
{∫

dsN exp[−βU1(sN)]∫
dsN exp[−βU0(sN)]

}
Przy próbkowaniu kon�guracji ukªadu 1, dla ka»dej ko�guracji
mo»na obliczy¢ energi¦ potencjaln¡ ukªadu 0 (U0(sN)) i dalej
ró»nic¦ ∆U = U1(sN)− U0(sN).

U»yjemy tej informacji do stworzenia histogramu (wykresu)
mierz¡cego g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa dla ∆U - oznaczmy
j¡ p1(∆U).
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Energia swobodna - metoda Benetta

Prawdopodobie«stwo znalezienia ukªadu 1 w kon�guracji sN ,
w której energia potencjalna ukªadów 1 i 0 ró»ni¡ si¦ o ∆U

p1(∆U) =

∫
dsNexp(−βU1)δ(U1 − U0 −∆U)

q1
,

q1 =
∫
dsNexp[−βU1(sN)] - kon�guracyjna cz¦±¢ funkcji

rozdziaªu.
δ pozwala zamieni¢ w czynniku Boltzmanna U1 na U0 + ∆U

Relacja mi¦dzy prawdopodobie«stwami

p1(∆U) =

∫
dsNexp[−β(U0 + ∆U)]δ(U1 − U0 −∆U)

q1
=

=
q0

q1
exp(−β∆U)

∫
dsNexp(−βU0)δ(U1 − U0 −∆U)

q0
=

=
q0

q1
exp(−β∆U)p0(∆U)
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Energia swobodna - metoda Benetta

p0(∆U) - g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa znalezienia ró»nicy
energii ∆U gdy próbkujemy kon�guracje ukªadu 0.

Ró»nica energii swobodnych ∆F = −kBT ln(q1/q0) z
poprzedniego równania speªnia
ln p1(∆U) = β(∆F −∆U) + ln p0(∆U)

Aby otrzyma¢ ∆F wygodnie jest zde�niowa¢ funkcje
f0(∆U) = ln p0(∆U)− β∆U

2

f1(∆U) = ln p1(∆U) + β∆U
2

takie, »e
f1(∆U) = f0(∆U) + β∆F .

Po zmierzeniu f0 i f1 w symulacjach dla ukªadu 0 i 1 przybli»a
si¦ je wielomianami ró»ni¡cymi si¦ tylko staª¡, która daje
oszacowanie ∆F .
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Energia swobodna - metoda Benetta

Nie jest konieczne aby istniaª przedziaª warto±ci ∆U, gdzie
zarówno f0 jak i f1 mog¡ by¢ zmierzone - jednak gdy takie
nakªadanie nie wyst¦puje dokªadno±¢ metody jest zwykle sªaba.
Metod¡ t¡ mo»na oszacowa¢ potencjaª chemiczny:

1 - ukªad N oddziaªuj¡cych cz¡stek, 0 - ukªad N − 1
oddziaªuj¡cych cz¡stek i jedna cz¡stka gazu doskonaªego
ró»nica energii swobodnych mi¦dzy tymi ukªadami to µex i

βµex = f1(∆U)− f0(∆U)

Metoda Widoma zaªamuje si¦ przy wysokich g¦sto±ciach, gdy
energia jest na tyle wysoka, »e exp(−β∆U) jest zaniedbywalne
- metoda Bennetta mo»e pomóc.
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Energia swobodna - inne metody

Potrzebne s¡ specjalne metody do problemu przechodzenia
przez barier¦.

S¡ to: obliczenie ró»nicy energii mi¦dzy dwoma stanami
(fazami, kon�guracjami) lub obliczenie energii swobodnej
ukªadu, którego nie mo»na doprowadzi¢ do równowagi
zwykªymi metodami poniewa» energia swobodna posiada wiele
wysokich barier.

Wysokich barier nie mo»na symulowa¢ konwencjonalnie bo
prawdopodobie«stwo osi¡gni¦cia szczytu bariery dzi¦ki
spontanicznej �uktuacji jest znikome.
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Energia swobodna - histogramy wielokrotne

Histogramy wielokrotne (metoda stosunku akceptacji) - gdy
wyst¦puje du»a luka pomi¦dzy f0 i f1 mo»na wykona¢
dodatkowe symulacje po±rednie.
Otrzymujemy sekwencj¦ funkcji f0, f1, ..., fn takich, »e kolejne
funkcje nakªadaj¡ si¦.
Energie swobodne dodajemy ∆F0,1 + ∆F1,2 + ∆Fn−1,n.
Przy prostej implementacji bª¦dy statystyczne cz¡stkowych
∆F sumuj¡ si¦ kwadratowo w ko«cowym rezultacie.
Jedna z metod zapobiegania propagacji bª¦du - znalezienie
samo-uzgadniaj¡cego si¦ estymatora dla histogramów bez
zakªadania formy funkcyjnej.
Równania na Zi rozwi¡zuje si¦ przez samougodnienie.
Faktycznie mo»na obliczy¢ jedynie stosunki, wi¦c mo»na
przyj¡¢ np. Z1 za staª¡.
∆F = −kBT ln(Zn/Z1).
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Energia swobodna - metoda stosunku akceptacji
W metodzie stosunku akceptacji (Bennet) - estymacja ró»nicy
energii swobodnej dwóch ukªadów (0 i 1) z symulacji dla
ukªadu 0 i ukªadu 1.
Wychodzimy od równo±ci

Q0

Q1

=
Q0

Q1

∫
rNw(rN) exp[−β(U0 + U1)]∫
rNw(rN) exp[−β(U0 + U1)]

=

=
〈w exp(−βU0)〉1
〈w exp(−βU1)〉0

(∗)

Jaki wybór w daje najmniejszy bª¡d statystyczny dla
β∆F = ln(Q0/Q1) ?

β∆F = ln〈w exp(−βU0)〉1 − ln〈w exp(−βU1)〉0
Bª¡d statystyczny - minimalizujemy wariancj¦ po prawej
stronie powy»szego równania (n0, n1 - liczba próbek):

w =
constant

(Q0/n0) exp(−βU1) + (Q1/n1) exp(−βU0)
.
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Energia swobodna - metoda stosunku akceptacji
Wstawiaj¡c w do (∗)

Q0

Q1

=
〈{1 + exp[β(U0 − U1 + C )]}−1〉1
〈{1 + exp[β(U1 − U0 − C )]}−1〉0

exp(βC ),

gdzie exp(βC ) := Q0n1
Q1n0

.
U»ywaj¡c funkcji Fermiego-Diraca f (x) = 1

1+exp(βx)

Q0

Q1

=
〈f (U0 − U1 + C )〉1
〈f (U1 − U0 − C )〉0

exp(βC ). (∗∗)

Wybór C = ln Q0n1
Q1n0

zakªada znajomo±¢ Q0
Q1

ale praktycznie
warto±¢ C ustala si¦ naczej.
Zaªó»my, »e uzyskali±my numeryczne estymacje
〈f (U0 − U1 + C )〉1 i 〈f (U1 − U0 − C )〉0 dla pewnego
przedziaªu warto±ci C :
〈f (U0 − U1 + C )〉1 = 1

n1

∑
m fm(U0 − U1 + C )

〈f (U1 − U0 − C )〉0 = 1
n0

∑
m′ fm′(U1 − U0 − C )

sumy - po wszystkich kon�guracjach próbkowanych w MC.
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Energia swobodna - metoda stosunku akceptacji

Podstawiaj¡c powy»sze i (∗∗) do równania na β∆F

β∆F = ln

∑
1 f (U0 − U1 + C )∑
0 f (U1 − U0 − C )

− ln
n1

n0
+ βC .

Z drugiej strony z de�nicji

β∆F = − ln
n1

n0
+ βC .

Równania te b¦d¡ takie same gdy∑
m

f (U0 − U1 + C ) =
∑
m′

f (U1 − U0 − C ).

W praktyce: C jest parametrem, który nale»y zmienia¢ do
uzyskania powy»szej równo±ci.
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Energia swobodna - umbrella sampling

Wydaje si¦, »e znajomo±¢ jednego z rozkªadów p0,1(∆U)
wystarcza do otrzymania ∆F - caªkuj¡c obustronnie po ∆U

równanie

p1(∆U) = p0(∆U) exp[β(∆F −∆U)],

otrzymujemy∫ ∞
−∞

d∆Up1(∆U) = exp(β∆F )

∫ ∞
−∞

d∆Up0(∆U) exp(−β∆U)

1 = exp(β∆F )〈exp(−β∆U)〉0
lub

exp(−β∆F ) = 〈exp(−β∆U)〉0
Równanie powy»sze znajduje zastosowanie do ukªadów 0 i 1,
które s¡ zbyt ró»ne.
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Energia swobodna - umbrella sampling

Ograniczenie wynika z faktu, »e cz¦sto najwi¦kszy wkªad do
±redniej 〈exp(−β∆U)〉0 pochodzi z rejonuprzestrzeni
kon�guracji, gdzie p0(∆U) jest bardzo maªe a exp(−β∆U)
bardzo du»e ⇒ du»y bª¡d statystyczny.

Dokªadniejsze oszacowanie ∆F daje umbrella sampling - idea
- próbkowanie cz¦±ci przestrzeni kon�guracyjnej dost¦pnej dla
ukªadów 1 i 0 w pojedynczej symulacji.

Mody�kacja ªa«cucha Markowa generuj¡cego kon�guracje
przez zast¡pienie czynnika Boltzmanna nieujemn¡ wag¡ π(rN).

W tym wypadku

〈exp(−β∆U)〉0 =

∫
drNπ(rN)exp[−βU1(rN)]/π(rN)∫
drNπ(rN)exp[−βU0(rN)]/π(rN)
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Energia swobodna - umbrella sampling

Wprowadzaj¡c 〈...〉π:

〈exp(−β∆U)〉0 =
〈exp(−βU1)/π〉π
〈exp(−βU0)/π〉π

π(rN) powinno mie¢ znacz¡ce warto±ci w rejonach przestrzeni
kon�guracyjnej próbkowanej przez ukªady 0 i 1 - wªasno±¢ ta
odpowiada za nazw¦.

Chcieliby±my zde�niowa¢ π tak, aby wystarczyªa jedna
symulacja - jednak lepiej jest przeprowadzi¢ pewn¡ ilo±¢
symulacji w cz¦±ciowo nakªadaj¡cych si¦ obszarach.

Zde�niujmy parametr Φ - miar¦ poªo»enia danej kon�guracji
pomi¦dzy ukªadami 0 i 1 (np. energia).

Oznaczmy ±redni¡ warto±¢ Φ w ukªadzie 1 przez Φmax a w
ukªadzie 0 przez Φmin.
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Energia swobodna - umbrella sampling

Przedziaª Φmax − Φmin =: ∆Φ próbkujemy w n symulacjach
umbrella sampling - najlepszy wybór n to taki, który próbkuje
∆Φ w najkrótszym czasie.

Symuluj¡c przedziaª ∆Φ/n o staªej dyfuzji DΦ to czas
charakterystyczny próbkowania tego przedziaªu wynosi
τn = (∆Φ/n)2

DΦ
.

Czas caªkowity τtot = nτn = (∆Φ)2

nDΦ
maleje ze wzrostem n.

Rozwa»ali±my Φ ale liczy si¦ te» czas próbkowania innych
wspóªrz¦dnych, co ogranicza warto±¢ n.

Umbrella sampling jest bardzo ogóln¡ technik¡ i jej wydajno±¢
bardzo zale»y od wyboru π (co zwykle jest trudne).
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Metody kwantowe - PIMC & PIMD

PIMC - Path Integral Monte Carlo
PIMD - Path Integral Molecular Dynamics

Pozwalaj¡ w zjawiskach symulowanych klasycznie uwzgl¦dni¢
efekty kwantowe.

Ciekªy He - nadciekªo±¢ nie ma klasycznego odpowiednika.

Efekty izotopowe (klasycznie cz¦±¢ kinetyczna funkcji rozdziaªu
kasuje si¦ w ±redniej i »adna wªasno±¢ nie zale»y od mas
cz¡stek).

Elektron - 1/2000 masy protonu - wi¡zanie wodorowe, powªoki
solwatacyjne jonów.

Zjawiska magnetyczne - kwantowy charakter spinów.

Temperatura 0K - do badania stanów podstawowych inne
metody kwantowe MC (VMC - wariacyjna metoda MC).
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Metody kwantowe - PIMC & PIMD

W �zyce kwantowej propagator K dany jest nastepuj¡cym
wyra»eniem:

K(x, t, x′, t ′) = U(x , t; x ′, t ′) = 〈x|U(t, t ′)|,x ′〉

gdzie U(t) = exp(−iHt/~).
Zachodz¡ relacje: ψ(x, t) =

∫ +∞
−∞ ψ(x′, t ′)K (x, t; x′, t ′)dx′ oraz

ψ(t) = U(t)ψ(0).
które w postaci zdyskretyzowanej (discretized path integral
representation, DPI) przyjmuje posta¢

K(x, x′) = lim
P→∞

DN∏
j=1

(
mjP

2πi}τ

)P/2∫ dx2 . . .
∫

dxP

× exp

 iP

2}τ

P∑
n=1

DN∑
j=1

mj

(
xn+1
j − xnj

)2
− iτ

}P

P∑
n=1

V (xn)

 .
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Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Funkcja podziaªu w reprezentacji poªo»eniowej:

Q =
∑
n

e−βEn =
∑
n

〈n|e−βĤ |n〉 =
∑
n

∫
dxψ∗ne

−βĤψn =

=
∑
n

∫
dx〈x|n〉ρ̂〈n|x〉 =

∫
dx〈x|ρ̂|x〉 =

=

∫
dx1

∫
dx2 · · ·

∫
dxP

P∏
n=1

〈xn|e−βĤ/P |xn+1〉, xP+1 = x1,

sk¡d wynika nast¦puj¡ca posta¢ operatora g¦sto±ci:
ρ̂ = [e−βĤ/P ]P .
Przybli»enie wysokotemperaturowe/prymitywne - je»eli
β/P � 1, to ze wzoru Bakera-Campbella-Haudor�a wynika:

e−βĤ/P = e−βV̂ /(2P)e−βT̂/Pe−βV̂ /(2P) +O((β/P)3)

⇒ 〈xn|e−βĤ/P |xn+1〉 = e−βV (xn)/(2P)〈xn|e−βT̂/P |xn+1〉e−βV (xn)/(2P).
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Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Rozwini¦cie |xn〉 w reprezentacji p¦dowej daje z pomoc¡ wzoru
Lie-Trottera

Q = lim
P→∞

QDPI
P ,

QDPI
P =

DN∏
j=1

(
mjP

2πβ}2

)P/2∫ dx1 . . .
∫

dxP

× exp

−β
 P

2}2β2
P∑
n=1

DN∑
j=1

mj

(
xn+1
j − xnj

)2
+

1
P

P∑
n=1

V (xn)

 .

Porównuj¡c z K(x, x) - Q jest caªk¡ po trajektoriach po orbicie
periodycznej z czasem zespolonym τ∗ = −iβ}
[U(t) = exp(−iHt/~), ρ(β) = exp(−βH) ⇒ ρ(β) = U(−iβ~)].
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Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Transformata Fouriera pozwala zamieni¢ caªkowanie po poªo»eniach
na caªkowanie po p¦dach i wykona¢ je:

〈xn|e−βT̂/P |xn+1〉 = 〈xn|e−
β
P

∑DN
j=1 p̂

2
j
/(2mj )|xn+1〉

=

∫
dp

(2π})DN
e
∑P

n=1
ip(xn−xn+1)

} e−
β}
P

∑DN
j=1 p̂

2
j
/(2mj})

=
DN∏
j=1

(
mjP

2π}2β

)P/2
exp

 P∑
n=1

DN∑
j=1

mjP(xn − xn+1)2

2}2β
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Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Potencjaª efektywny:

Φ(x1, ..., xP) =
P

2}2β2
P∑
n=1

DN∑
j=1

mj

(
xn+1
j − xnj

)2
+

1
P

P∑
n=1

V (xn)

Φ(x1, ..., xP) = ΦK (x1, ..., xP) + ΦV (x1, ..., xP).
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Metody kwantowe - PIMC & PIMD

Interpretacja potencjaªu efektywnego (du»e i maªe P)
Naturalny krok czasowy (wielko±¢ przemieszczenia, time
step)

Krok kinetyczny σ =
√

}2β
2mP

(exp(− 2mP
2}2β x

2) = exp(− 1

2

x2

σ2 )).

Krok potencjalny
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Rodzaje ruchów:

Ruchy caªego ªa«cucha (whole chain moves)

Jednoelementowe ruchy typu klasycznego (classical single slice
moves)

Wieloelementowe ruchy typu klasycznego (classical multi slice
moves)

Jednoelementowe ruchy typu cz¡stki swobodnej (free particle
single slice moves)

Wieloelementowe ruchy typu cz¡stki swobodnej (free particle
multi slice moves ;staging algorithm)
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Ruchy wieloelementowe s¡ konieczne:
Gdy wielko±¢ ªa«cucha ro±nie zastosowanie tylko ruchów
jednoelemetowych spowoduje, »e ukªad bedzie poruszaª si¦ coraz
wolniej przez przestrze« kon�guracyjn¡.
Rozwa»aj¡c równanie dyfuzji Smoluchowskiego dochodzi si¦ do
wniosku, »e dyfuzja ±rodka masy c jest nast¦puj¡ca:

〈(δc)2〉 =
1
P2
〈(δr)2〉 ≤ A

P3
.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Jednoelementowe ruchy typu klasycznego:

Wybierz losowo jeden element ªa«cucha.

Wygeneruj nowe poªo»enie zgodnie z dystrybucja jednorodn¡:

xnewk = xk + [2 ∗ rand() + 1] ∗∆.

Akceptacja ruchu

acc(o → n) = min(1, exp{−β[Φ(n)− Φ(o)]}).

Powtórzy¢ poprzednie kroki P razy (cykl - sweep).

Oblicz estymatory »¡danych wielko±ci.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Jednoelementowe ruchy typu cz¡stki swobodnej:

Wybierz losowo jeden element ªa«cucha.
Wygeneruj nowe poªo»enie zgodnie z dystrybucja jednorodn¡:

N(x , σ) = N((xk−1 + xk+1)/2,
√
}2β/(2mP))

α(o → n) = exp{−βΦK (n)} =
exp{−mP/2}2β[...+ (xk−1− xnewk )2 + (xnewk − xk+1)2 + ...]} ∝
exp{−1/2[

xnew
k
−(xk−1+xk+1)/2

σ ]2 + ...}
Akceptacja ruchu

acc(o → n) =
N(n)α(n→ o)

N(o)α(o → n)
=

exp{−βΦ(n)} exp{−βΦK (o)}
exp{−βΦ(o)} exp{−βΦK (n)}

=
exp{−βΦV (n)}
exp{−βΦV (o)}

=
exp[−(β/P)V (xnewK )]

exp[−(β/P)V (xK )]
.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Powtórzy¢ poprzednie kroki P razy (cykl - sweep).

Oblicz estymatory »¡danych wielko±ci.

Dla du»ego P potencjaª V /P staje si¦ bardzo maªy oraz
xk−1 ≈ xx+1 ≈ xk , wi¦c prawie wszystkie ruchy próbne s¡
akceptowane.

Nowe xk nie zale»y od starego.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Wieloelementowe ruchy typu cz¡stki swobodnej:

Wybierz losowo fragment ªa«cucha x1, x2, ..., xj , xj+1.
Wygeneruj nowe poªo»enie zgodnie z rozkªadem:

α(o → n) = exp{−βΦK (x1, x2, ..., xj , xj+1, ..., xP)}
= exp{−mP/2}2β[...+ (x1 − xnew2 )2 + (xnew2 − xnew3 )2 + ...

+ (xnewj − xj+1)2 + ...]}

Powy»szy wielowymiarowy rozkªad normalny mo»na
zdiagonalizowa¢ i przedstawi¢ nast¦puj¡co

α(o → n) = − mP

2}2β
1
j

(x1 − xj+1)2 − mP

2}2β

j∑
k=2

(
k

k − 1
)u2k ,

gdzie σ2k = k−1
k

}2β
mP

= 2k−1
k
σ2.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Akceptacja ruchu

acc(o → n) =
N(n)α(n→ o)

N(o)α(o → n)
=

exp{−βΦ(n)} exp{−βΦK (o)}
exp{−βΦ(o)} exp{−βΦK (n)}

=
exp{−βΦV (n)}
exp{−βΦV (o)}

=
exp{−βΦV (x1, x

new
2 , ..., xnewj , ..., xP)}

exp{−βΦV (x1, x2, ..., xj , ..., xP)}

=
exp{−(β/P)[V (xnew2 ) + V (xnew3 ) + ...+ V (xnewj )]}

exp{−(β/P)[V (x2) + V (x3) + ...+ V (xj)]}
.

Dªugo±¢ segmentu j wybiera si¦ tak aby prawdopodobie«stwo
zaakceptowania ruchu wynosiªo 40− 50%.

Powtórzy¢ poprzednie kroki P razy i obliczy¢ estymatory.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Staging transformation:

exp{− mP

2}2β
[(x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + ...+ (xj − xj+1)2]}

(a − x)2 +
1
n

(x − b)2 =
n + 1
n

[x − na + b

n + 1
]2 +

1
n + 1

(a − b)2 ⇒

n = 1:

(x1−x2)2+(x2−x3)2 =
2
1

[x2−
x1 + x3

2
]2+

1
2

(x1−x3)2 = 2u22+
1
2

(x1−x3)2

u2 = x2 − x∗2 , x∗2 =
x1 + x3

2
.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

n = 2:

1
2

(x1−x3)2+(x3−x4)2 =
3
2

[x3−
x1 + 2x4

3
]2+

1
3

(x1−x4)2 =
3
2
u23+

1
3

(x1−x4)2

u3 = x3 − x∗3 , x∗3 =
x1 + 2x4

3
.

...

n = j

1
j − 1

(x1 − xj)
2 + (xj − xj+1)2 =

j

j − 1
[xj −

x1 + (j − 1)xj+1

j
]2

+
1
j

(x1 − xj+1)2 =
j

j − 1
u2j +

1
j

(x1 − xj+1)2

uj = xj − x∗j , x∗j =
x1 + (j − 1)xj+1

j
.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Podsumowuj¡c:

exp{− mP

2}2β

j∑
k=1

(xk − xk+1)2}

= exp{− mP

2}2βj
(x1 − xj+1)2 − mP

2}2β

j∑
k=2

k

k − 1
u2k}

= A exp{−1
2

j∑
k=2

(
uk
σk

)2},

gdzie

σk = [
}2β
mP

k − 1
k

]1/2,

uk = xk − x∗k , x∗k =
x1 + (k − 1)xk+1

k
(k = 2, ..., j).
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Przeksztaªcenie odwrotne:

xk = uk +
x1 + (k − 1)xk+1

k
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Estymatory energii:

Estymator termodynamiczny - bezpo±rednie ró»niczkowanie
funkcji rozdziaªu:

Qr =C [β−DNP/2]

∫
dr1. . .

∫
drPexp

{
−β

[
P

2β2

P∑
n=1

N∑
i=1

mi

(
rn+1

i −rni
)2

+
1

P

P∑
n=1

V (rn)

]}
,

〈E 〉 = −∂ logQr

∂β
≈ DNP

2β
+

〈
− P

2β2

P∑
n=1

N∑
i=1

mi (r
n+1
i − rni )2 +

1
P

P∑
n=1

V (rn)

〉
.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Estymator wirialny:

Zamiana zmiennych x ≡ r/
√
β:

Qr = C

∫
dx1 . . .

∫
dxP exp

{
−P
2

P∑
n=1

N∑
i=1

mj

(
xn+1

i − xni
)2 − β

P

P∑
n=1

V (β1/2xn)

}
.

〈E 〉 = −∂ logQr

∂β
' 1

P

〈
P∑
n=1

d{V [β1/2xn]β}
dβ

〉

' 1
P

〈
P∑
n=1

d{V [(β + ∆β)1/2β−1/2rn](β + ∆β)}
d∆β

〉
1. J. Vanicek, W.H. Miller, J. Chem. Phys. 127, 114309 (2007)
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Estymator wirialny z usuni¦tym ruchem ±rodka masy:
Zmiana wspóªrz¦dnych ys ≡ rs − r1, s = 2, ...,P i nast¦pnie
podstawienie x ≡ y/

√
β daje

Qr = C [β−DNP/2]

∫
dr1

∫
dy2 . . .

∫
dyP

× exp{−β[
P

2β2

N∑
i=1

mi

(
(y2i )2 +

P−1∑
s=2

(
ys+1

i − ysi
)2

+ (yPi )2

)

+
1

P

(
V (r1) +

P∑
s=2

V (r1 + ys)

)
]},
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Qr = C [β−DN/2]

∫
dr1

∫
dx2 . . .

∫
dxP

× exp{−P
2

N∑
i=1

mi

(
(x2i )2 +

P−1∑
s=2

(
xs+1

i − xsi
)2

+ (xPi )2

)

+
β

P

(
V (r1) +

P∑
s=2

V (r1 + β1/2xs)

)
]},

〈E 〉 = −∂ logQr

∂β
' DN

2β
+

1
P

〈
P∑
n=1

d{V [r1 + β1/2xn]β}
dβ

〉
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Post¦puj¡c analogicznie dla kolejnych elementów ªancucha i
u±redniaj¡c

〈E 〉 = −∂ logQr

∂β
' DN

2β
+

1
P

〈
P∑
n=1

d{V [rC + β1/2xn]β}
dβ

〉

' DN

2β
+

1
P

〈
P∑
n=1

d{V [rC + (β + ∆β)1/2β−1/2(rn − rC )](β + ∆β)}
d∆β

〉
,

gdzie rCi =
∑P

s=1 r
s
i /P .

Procedura ta usuwa ruch ±rodka masy redukuj¡c bª¡d statystyczny.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Przykªad oscylator harmoniczny:

〈E 〉 = ω

(
1
2

+
1

expβω − 1

)

lim
ω→0

ω

exp (βω)− 1
=

1
β

=⇒ 〈E 〉 ' 1
β

(ωβ � 1)

〈E 〉 =
1
2
ω (ωβ � 1)

Krok kinetyczny: σ =
√

}2β
2mP

Krok potencjalny: exp(−1
2
βmω2x2) = exp(−1

2
x2

σ2
)⇒ σ = 1

ω
√
mβ
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Zastosowania PIMC:
PIMC jest metod¡ obliczania wielko±ci równowagowych w
zespole kanonicznym.
Kwantowe ciecze i ciaªa staªe (oddziaªywania van der Waalsa)
- ukªady zawieraj¡ce lekkie j¡dra w niskich temperaturach
wykazuj¡ efekty kwantowe w zakresie od re»imu
kwaziklasycznego (np. staªy Ar) do silnie kwantowego (np.
nadciekªy He)

przej±cia fazowe z efektami izotopowymi np. staªy H2;
transfer elektronów i protonów (cz¦ste w reakcjach
biochemicznych)
dynamika klastrów wody;
kondensacja Bose'go-Einsteina (symulacja kondensacji 3He -
du»y sukces PIMC)
przesuni¦cie izotopowe staªej sieci w staªym 20Ne →22 Ne -
obliczone z du»¡ dokªadno±ci¡
ªatwe do porównania z danymi eksperymentalnymi (rozkªad
energii kinetycznej w rozpraszaniu neutronów, pojemno±¢
cieplna w funkcji temperatury)
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Solwatowane elektrony (jedno z pierwszych zastosowa«)
mody�kacja struktury rozpuszczalnika
zmiana mobilno±ci elektronu
fotochemia (hydratowany elektron - kluczowy ukªad
przej±ciowy w fotochemii w roztworze)
przej±cia metal-dielektryk obserwowane w amoniakalnych
roztworach metali alkalicznych
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Klastry; wa»ne z powodu umiejscowienia pomi¦dzy molekuªami
a ciaªami staªymi np. wykazuj¡ zachowania analogiczne do
przej±¢ fazowych ale s¡ wystarczaj¡co maªe do badania na tym
samym poziomie dokªadno±ci mikroskopowej jak molekuªy.

badano efekt sko«czonego rozmiaru w przej±ciach fazowych
ukªadów kwantowych np. przej±cie 4He do nadciekªo±ci w
przypadku klastrów (64 i 128 atomów) jest dost¦pne do bada«
eksperymentalnych i symulacyjnych
pokazane zostaªo obni»enie temperatury przej±¢ fazowych dla
H2 (para), D2, Ne
klastry - temperatura zamarzania jest ró»na od temepratury
topnienia - pomi¡dzy tymi temperaturami istnieje równowaga
pomi¦dzy formami typu ciecz i ciaªo staªe
klastry wys¦puj¡ce jako ciaªo staªe (liczby magiczne) -
minimum globalne PES jest dobrze odseparowane od innych
minimów
wzrost energii kinetycznej zwi¡zany z kwantow¡ dekolalizaj¡
klaster z ró»nymi izotopami - l»ejszy na powierzchni
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Adsorpcja; jedno z pierwszych zagadnie« to adsorpcja helu na
gra�cie - symulacje potwierdziªy eksperymentalne diagramy
fazowe; adsorpcja w strukturach porowatych - zeolity.

Reakcje chemiczne (staªe szybko±ci reakcji chemicznych i
ogólniej procesów kwantowych, równowagi, efekty izotopowe).
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Wi¦cej o nadciekªo±ci:
3He (fermion) i 4He (bozon) - nadciekªo±¢; funkcja rozdziaªu
musi bra¢ pod uwag¦ symetri¦.

Potencjaª podobny do Lennarda-Jonesa.

He pod ci±nieniem swojej pary jest ciekªy nawet w
temperaturze 0K - ruchy w punkcie zerowym wystarczaj¡ do
zniszczenia krysztaªu.

Nadciekªo±¢ to makroskopowy efekt kwantowy - atomy s¡
zdelokalizowane wi¦c nierozró»nialno±¢ cz¡stek staje si¦ bardzo
wa»na.
4He - poni»ej 2.17K obracaj¡c powoli cylinder z He pozostaje
on w spoczynku; przepªyw przez kapilary bez tarcia.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Funkcja rozkªadu radialnego.
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Kwantowa dynamika Monte Carlo - PIMC

Czynnik struktury (wyznaczany np. przez dyfrakcj¦ neutronów) -
transformata Fouriera funkcji korelacji funkcji rozkªadu radialnego.
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Dygresja - dwie metody z teorii struktury elektronowej
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Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda
Monte Carlo (DMC)

Wariacyjna i dyfuzyjna metoda Monte Carlo - s¡ to metody
oparte na funkcji falowej; s¡ one metodami chemii kwantowej.

Sªu»¡ one jako wzorce dla innych metod.

Uzupeªniaj¡ one mniej wymagaj¡c¡ metod¦ DFT daj¡c
dokªadniejsze rezultaty i gª¦bsze zrozumienie �zyki korelacji
elektronowej.

Algorytmy tych metod s¡ wewn¦trznie równolegªe i pozwalaj¡
bada¢ ukªady z nawet ponad 1000 elektronów.
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Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda
Monte Carlo (DMC)

Metoda VMC - po raz pierwszy zastosowana do ciekªego 4He

(McMillan, 1965).

Metoda DMC - w wersji ze staªymi w¦zªami (�xed-node) po
raz pierwszy zastosowana do gazu elektronowego (Ceperley,
Alder, 1980).

Techniki minimalizacji wariancji do optymalizacji próbnych
funkcji falowych - Umrigar, Wilson, Wilkins, 1988.

Czas potrzebny do wyznaczenia energii z dan¡ dokªadno±ci¡ w
obydwu metodach skaluje si¦ jak N3.
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Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda
Monte Carlo (DMC)

Dla maªych ukªadów DMC osi¡ga dokªadno±¢ chemiczn¡
tzn. 1kcal/mol ≈ 0.04eV /molekuªa. Metoda ta korzystnie
skaluje si¦ z wielko±ci¡ ukªadu - dokªadno±¢ nie spada zbyt
szybko z N; aby osi¡gn¡¢ du»¡ dokªadno±¢ potrzebne s¡
dokªadne funkcje falowe ale stochastyczna ich generacja
powoduje, »e rezultaty symulacji s¡ wolne od bª¦dów
sko«czonej bazy.

W metodzie VMC jako±¢ wyników jest caªkowicie
zdeterminowana przez jako±¢ wybranej próbnej funkcji falowej.

Obydwie metody najlepiej nadaj¡ si¦ do oblicze« energii ze
wzgl¦du na korzystn¡ wªasno±¢ zerowej wariancji - gdy
funkcja próbna zbli»a si¦ do dokªadnej (stanu podstawowego
lub wzbudzonego) �uktuacje statystyczne energii zbli»aj¡ si¦
do zera.
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Wariacyjna metoda Monte Carlo (VMC) i dyfuzyjna metoda
Monte Carlo (DMC)

Metody te nie s¡ tak dobre dla stanów wzbudzonych ale mimo
to s¡ stosowane z sukcesem do obliczania wielu wªasno±ci
stanów wzbudzonych atomów, molekuª i ciaª staªych.
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Wariacyjna metoda Monte Carlo

Opiera si¦ na zasadzie wariacyjnej; ΨT - funkcja próbna.
ΨT , ∇ΨT - musz¡ by¢ ci¡gªe tam, gdzie potencjaª ma
warto±¢ sko«czon¡.
Caªki

∫
Ψ∗TΨT ,

∫
Ψ∗T ĤΨT oraz

∫
Ψ∗T Ĥ

2ΨT musz¡ istnie¢
(ostatnia zapewnia, »e wariancja energii b¦dzie sko«czona).
Zasada wariacyjna daje ograniczenie górne na energi¦ stanu
podstawowego:

EV =

∫
Ψ∗T (R)ĤΨT (R)dR∫
Ψ∗T (R)ΨT (R)dR

≥ E0.

Aby zastosowa¢ algorytm Metropolisa przedstawiamy EV w
postaci

EV =

∫
|ΨT (R)|2[ΨT (R)−1ĤΨT (R)]dR∫

|ΨT (R)|2dR
≥ E0.
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Wariacyjna metoda Monte Carlo

Z powy»szego wzoru wynika, »e próbkujemy przestrze«
kon�guracyjn¡ zgodnie z prawdopodobie«stwem

|ΨT (R)|2/
∫
|ΨT (R)|2dR.

Energia lokalna w ka»dym z tych punktów jest dana przez

EL = ΨT (R)−1ĤΨT (R).

Ostatecznie ±rednia energia z symulacji wynosi

EV ≈
1
M

M∑
m=1

EL(Rm).
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Wariacyjna metoda Monte Carlo

Ruchy próbne otrzymuje si¦ zwykle z rozkªadu Gaussa o
pocz¡tku w aktualnej pozycji danej cz¡stki.

Inne wielko±ci ni» energia tak»e mog¡ by¢ wyra»one jako
3N-wymiarowe caªki.

Mo»na obni»y¢ wariancj¦ z jak¡ oblicza si¦ dan¡ wielko±¢
mody�kuj¡c estymator tak, aby warto±¢ oczekiwana pozostaªa
niezmieniona.
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Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

Jest to metoda rozwi¡zywania równania Schrödingera z
urojonym czasem

−∂tΦ(R, t) = (Ĥ − ET )Φ(R, t),

gdzie t jest rzeczywist¡ zmienn¡ mierz¡c¡ czas urojony.

Zasada wariacyjna dla funkcji o ustalonej powierzchni w¦zªowej
- je»eli energia DMC dla danego obszaru ograniczonego
powierzchni¡ w¦zªow¡ (identy�kowan¡ zmienn¡ α) wynosi Eα0
to

Eα0 ≥ E0,

gdzie E0 jest energi¡ (±cisª¡) stanu podstawowego. Je»eli
powierzchnia w¦zªowa funkcji próbnej ΨT (R) jest taka sama
jak dokªadnego stanu podstawowego, to zachodzi równo±¢
powy»szych energii.
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Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

�Twierdzenie kafelkowe� (tiling theorem) - stany podstawowe
wszytkich obszarów nale»¡ do tej samej klasy (zde�niowanej
przez równowa»no±¢ ze wzgl¦du na permutacje PR); w
ka»dym obszarze jest takie same prawdopodobie«stwo.

De�niuj¡c funkcj¦ f (R, t) = Φ(R, t)Ψ(R) oraz pr¦dko±¢ dryftu

vD(R) = ∇ ln |ΨT (R)| = ΨT (R)−1∇ΨT (R),

z równanie Schrödingera z urojonym czasem przyjmuje posta¢

−∂t f (R, t) = −1
2
∇2f (R, t)+∇·[vD(R)f (R, t)]+[EL(R)−ET ]f (R, t).
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Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

Odpowiednie równanie caªkowe jest nast¦puj¡ce

f (R, t + τ) =

∫
G̃ (R← R′, τ)f (R′, t)dR′,

gdzie zmody�kowana funkcja Greena

G̃ (R← R′, τ) ≡ ΨT (R)G (R← R′, τ)ΨT (R′)−1.

G (R← R′, τ) = 〈R| exp(−τ(Ĥ − ET ))|R′〉
W przybli»eniu krótkiego czasu

G̃ (R← R′, τ) ≈ Gd (R← R′, τ)Gb(R← R′, τ),

Gd (R← R′, τ) = (2πτ)−3N/2 exp
[
− [R− R′ − τvD(R′)]2

2τ

]
,

Gb(R← R′, τ) = exp{−τ [EL(R) + EL(R′)− 2ET ]/2}.
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Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

Pr¦dko±¢ dryftu vD(R) powoduje przemieszczanie si¦
�walkerów� w kierunku wzrastaj¡cego |ΨT |. Tak»e zawsze, gdy
�walker� zbli»a si¦ do powierzchni w¦zªowej vD ro±nie i oddala
go od tej powierzchni.

Funkcja Greena jest przybli»ona zatem czasem nast¦puje
przekraczenie powierzchni w¦zªowej.

Przebieg symulacji poprawia akceptacja z u»yciem poni»szego
prawdopodobie«stwa

paccept(R← R′) = min
[
1,

Gd (R← R′, τ)Gb(R′ ← R, τ)ΨT (R)2

Gd (R′ ← R, τ)Gb(R← R′, τ)ΨT (R′)2

]
= min

[
1,

Gd (R← R′, τ)ΨT (R)2

Gd (R′ ← R, τ)ΨT (R′)2

]
.
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Dyfuzyjna metoda Monte Carlo

Rezultatem metody DMC w opisanej wersji jest rozkªad
opisany dystrybucj¡ f (R, t).

Energia obliczana jest z u»yciem tak zwanego estymatora
mieszanego

ED =
〈Ψ0|Ĥ|ΨT 〉
〈Ψ0|ΨT 〉

= lim
τ→∞

∫
f (R, τ)EL(R)dR∫

f (R, τ)dR
≈ 1

M

∑
m

EL(Rm).
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Dyfuzyjna metoda Monte Carlo
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Algorytm DMC

1 Wygenerowanie zbiorów poªo»e« pocz¡tkowych zgodnie z
pewn¡ dystrubucj¡ pocz¡tkow¡ (zwykle z |ΨT |2 u»ywaj¡c
VMC). Obliczy¢ ich energie lokalne.

2 Obliczy¢ pr¦dko±¢ dryftu vD ka»dego �walkera�.
3 Je»eli τ jest krokiem czasowym nowe poªo»enie oblicza si¦

wedªug wzoru
R = R′ + χ+ τvD(R′),

gdzie χ jest 3D-wymiarowym wektorem liczb losowych o
rozkªadzie normalnym (o ±redniej zero i wariancji τ).

4 Sprawdzi¢, czy �walker� przekroczyª powierzchni¦ w¦zªow¡
(przez sprawdzenie znaku funkcji próbnej) - gdy tak si¦ staªo
wraca si¦ do poprzedniego poªo»enia.

5 Akceptacja ruchu z prawdopodobie«stwem paccept(R← R′).
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Algorytm DMC
1 Obliczenie liczby kopii (ok. 102 − 103), które kontynuuj¡

symulacj¦
Mnew = INT (η + exp{−τ [EL(R) + EL(R′)− 2ET ]/2}),

gdzie η - liczba losowa o rozkªadzie jednorodnym na przedziale
[0, 1].

Drugi czynnik mniejszy ni» 1 - �walker� kontunuuje ewolucj¦ z
prawdopodobie«stwem P; je»eli jest wi¦kszy lub równy 1 -
kontynuacja + tworzenie w tym samym miejscu nowego
walkera z prawdopodobie«stwem P − 1.

2 Zachowa¢ wielko±ci, którymi si¦ interesujemy (np. ±rednie EL
ze zbioru �walkerów�).

3 Po pocz¡tkowym rozgrzaniu symulacji kroki 2− 7 powtarza¢
do uzyskania wystarczaj¡co maªego bª¦du. Warto±¢ ET jest co
pewien czas dostosowywana tak, aby utrzyma¢ ±redni¡ ilo±¢
�walkerów� wedªug wzoru

ET ← ET − CE ln(Mact/Mave),

gdzie CE jest dodatni¡ staª¡ kontroluj¡c¡ szybko±¢ osi¡gania
zakªadanej liczby Mave .
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Funkcje próbne metod VMC i DMC

Obliczenie funkcji próbnej jest najbardziej wymagaj¡cym
etapem metod VMC i DMC. Zatem musz¡ by¢ one zarówno
dokªadne i ªatwe do obliczenia.

U»ywa si¦ funkcji typu Slatera-Jastrowa (pojedynczy
wyznacznik Slatera pomno»ony przez caªkowicie symetryczny
czynnik korekcyjny Jastrowa, który optymalizuje si¦).

Ψ(X) = eJ(X)D(X),

X = (x1, x2, ..., xN), xi = {ri , σi}.
Wyznacznik Slatera otrzymywany jest zwykle z metod LDA lub
HF.

Jednowyznacznikowa posta¢ funkcji jest zwykle wystarczaj¡ca.
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Funkcje próbne metod VMC i DMC

Czynnik Jastrowa zawiera zwykle czªony jedno- i dwu-ciaªowe

J(X) =
N∑
i=1

χ(xi )−
1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

u(xi , xj),

u opisuje korelacj¦ mi¦dzyelektronow¡ a χ - korelacj¦
elektron-j¡dro.

Zwykle ze zmiennych usuwa si¦ spin i zapisuje funkcj¦ próbn¡
z iloczynem wyznaczników z orbitalami o spinie w dóª i w gór¦

Ψ(R) = eJ(R)D↑(r1, ..., rN↑)D
↓(rN↑+1, ..., rN).

Korzy±¢ - z obliczeniowego punktu widzenia lepiej jest mie¢
dwa mniejsze wyznaczniki ni» jeden du»y.
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VMC i DMC - zastosowania

Energia kohezji ciaª staªych.

Gaz elektronowy (malej¡ca g¦sto±¢: paramagnetyk →
ferromagnetyk → krysztaª Wignera).

Relatywistyczny gaz elektronowy (poprawki perturbacyjne do
energii oddziaªywania).

Energia wymiany i korelacji (mo»na u»y¢ w funkcjonaªach
metody DFT).

Rozpraszanie Comptona w Li i Si .

Staªy wodór.

Klastry (w tym fullereny).

Stany wzbudzone.
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VMC i DMC - pseudopotencjaªy

Koszt oblicze« gwaªtownie wzrasta z liczb¡ atomow¡: od Z 5.5

(Ceperley, 1986) do Z 6.5 (Hammond, Reynolds, Lester, 1987).

Dla ci¦»kich j¡der krok czasowy powinien by¢ zmniejszony (z
j¡drami o du»ym Z zwi¡zana jest maªa skala dªugo±ci dla
wariacji funkcji w pobli»u j¡dra); istniej¡ do±¢ skuteczne
sposoby przyspieszania symulacji.

Fluktuacje energii lokalnej w pobli»u j¡dra staj¡ si¦ du»e, gdy»
energia potencjalna oraz kinetyczna s¡ du»e.
Wiele wªasno±ci (np. wi¡zania, niskoenergetyczne wzbudzenia)
zale»y od elektronów walencyjnych - mo»na u»y¢
pseudopotencjaªów do usuni¦cia elektronów rdzenia i
efektywnego zmniejszenia liczby atomowej.

Wprowadzamy pewien bª¡d ale efektywno±¢ oblicze« bardzo
wzrasta.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

VMC i DMC - pseudopotencjaªy

W teoriach takich jak HF i DFT funkcja falowa = wyznacznik
orbitali, które mo»na podzieli¢ na orbitale rdzenia i
walencyjne.

Si : [1s22s22p63s23p2]; 3s i 3p bior¡ udziaª w wi¡zaniach
chemicznych, zatem s¡ to orbitale walencyjne.

Idea: stworzy¢ potencjaª efektywny opisuj¡cy ª¡czne dziaªanie
j¡dra i elektronów rdzenia na elektrony walencyjne.
W praktyce robi si¦ to osobno dla stanów o ró»nych
orbitalnych momentach p¦du.
Pseudopotencjaª dla danego atomu V

ps
l (r) dzieli si¦ na cz¦±¢

lokaln¡ V
ps
l (r) (tak¡ sam¡ dla wszystkich momentów p¦du)

oraz poprawk¦ dla danego momentu p¦du V
ps
nl ,l (r).

Dla peªnego Hamiltonianiu wieloelektronowego:

Vloc(R) + V̂nl =
∑
i

V
ps
loc(ri ) +

∑
i

V̂
ps
nl ,i .
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VMC i DMC - pseudopotencjaªy

Nielokalny operator V̂ ps
nl ,i dziaªa na funkcje nast¦puj¡co (caªka

wybiera odpowiedni moment p¦du s, p, d , ...):

V̂
ps
nl ,i f (ri ) =

∑
lm

V
ps
nl ,lYlm(Ωi )

∫
4π
Y ∗lm(Ω′i )f (r′i )dΩ′i .

Pierwsze pseudopotencjaªy opracowane zostaªy w roku 1978
dla metod HF i LDA, po»niej u»yte z sukcesem w kwantowych
metodach Monte Carlo.
Ukryte przybli»enie - elektrony s¡ nierozró»nialne wi¦c nie
mo»na ich grupowa¢ w oddzielne zbiory.

Jest to istotne dla przypadku du»ego rdzenia i maªej liczby
elektronów walencyjnych.
Mo»na skorygowa¢ ten efekt dodatkowym potencjaªem

polaryzacji rdzenia.
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VMC i DMC - pseudopotencjaªy

Pseudopotencjaªy w metodzie DMC s¡ problematyczne i
kosztowne w u»yciu - istniej¡ alternatywne podej±cia; jedn¡ z
najwa»niejszych jest metoda pseudo-Hamiltonianu
(Bachelet, Ceperley, Ciocchetti, 1989) - operator energii
kinetycznej jest zast¦powany operatorem ró»niczkowym
drugiego rz¦du z zale»nym od poªo»enia efektywnym tensorem
mas elektronów.
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Techniki zaawansowane - wi¦zy - MC

W MC ma znaczenie czy na wewn¦trzne stopnie swobody (np.
dªugo±¢ wi¡zania) naªo»ymy sztywne wi¦zy.
Gdy gdy wi¦zy s¡ silne (ale nie sztywne) nale»y dobra¢ dªugo±¢
ruchu próbnego.

nic nie zabrania stosowania ró»nych przesuni¦¢ do ró»nych
atomów dopuki ruchy danego atomu próbkujemy z tej samej
dystrybucji

Przy bardzo silnych wi¡zaniach próbkowanie nie jest
wystarczaj¡ce.
W MD cz¦sto zamienia si¦ bardzo silne oddziaªywania
wewn¡trz-molekularne na wi¦zy sztywne.

MC - te» mo»liwe ale w MD znacznie ªatwiejsze (szczególnie
dla du»ych molekuª)
nie rekomenduje si¦ u»ywania MC dla »adnych poza
najmniejszymi cz¡steczkami z wi¦zami wi¦zami wewn¦trznymi
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Techniki zaawansowane - wi¦zy - MC

Aby zrozumie¢ dlaczego symulacje MC z wi¦zami s¡
skomplikowane rozwa»my ±redni¡

〈A〉 =

∫
dpNdrNA(pN) exp[−βH(pN , rN)]∫

dpNdrN exp[−βH(pN , rN)]

Wygodnie jest u»y¢ zamiast wspóªrz¦dnych kartezja«skich
wspóªrz¦dne uogólnione qN (q np. dªugo±¢ wi¡zania lub k¡t).

Zamiana wspóªrz¦dnych w Hamiltonianie prowadzi do

H(pN ,qN) =
1
2
pG−1p + U(qN), Gαβ =

∂rNi
∂qα

∂rNi
∂qβ

.

Po podstawieniu i caªkowaniu funkcji Gaussa po p¦dach:
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Techniki zaawansowane - wi¦zy - MC

〈A〉 =

∫
dqN exp[−βU(qN)]A(pN)

∫
dpN exp(−βpG−1p/2)∫

dqNdpN exp[−βH(pN , rN)]
=

=

∫
dqN exp[−βU(qN)]A(qN)|G|1/2∫
dqNdpN exp[−βH(pN , rN)]

Problemem jest |G|1/2 - wyznacznik jest trudny do obliczenia
dla du»ych molekul.
Je»eli niektóre wewn¦trzne wspóªrz¦dne maj¡ ustalon¡ warto±¢
⇒ inny hamiltonian i inne równanie na < A >.
Wszystko to mo»na uwzgl¦dni¢ w MC - potrzebne s¡ specjalne
ruchy dopasowane do danej sytuacji a MD uwzgl¦dnia wi¦zy w
równaniach ruchu.
Istnieje mo»liwo±¢ u»ycia technik MD do generowania ruchów
w MC.
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Techniki zaawansowane - wi¦zy - MD

Wspomniana zamiana wi¦zów silnych na sztywne -
rozwiazujemy równania ruchu pod warunkiem, »e ograniczone
wi¦zami np. wi¡zania nie zmieniaj¡ si¦ (mo»na u»y¢ wi¦kszego
kroku czasowego).
Inna mo»liwo±¢ to MD o wielokrotnych skalach czasowych
(multiple-time-scale MD)

siªy zwi¡zane z drganiami o wysokiej cz¦stotliwo±ci (wi¦zy;
ω =

√
k/m) mo»na efektywnie caªkowa¢ z krokiem czasowym

innym ni» krok czasowy dla pozostaªch siª (⇒ odpowiedni
algorytm)

Algorytm Verleta w MD z wi¦zami - rozbie»no±¢ trajektorii od
powierzchni wi¦zu jest powa»nym problemem ⇒ nale»y
zmody�kowa¢ algorytm.
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Techniki zaawansowane - wi¦zy

Obliczane ±rednie ró»ni¡ si¦ w zale»no±ci czy wi¦zy s¡ sztywne
czy nie.
Przykªad. W ukªadzie 3 atomów dªugo±ci wi¡za« r12 i r23
mo»na ustali¢ na 2 sposoby
(a) naªo»y¢ wi¦zy r2

12
= d2 i r2

23
= d2 w równaniach ruchu.

(b) u»y¢ potencjaªu harmocznego
Uharm = α

2
[(r12 − d)2 + (r23 − d)2]

Intuicyjnie mo»na s¡dzi¢, »e grancica α→∞ jest równowa»na
sztywnym wi¦zom.
Rozkªad k¡ta wewn¦trznego P(ψ) dla siª harmonicznych b¦dzie

P(ψ) = c sinψ,

a dla wi¦zów sztywnych

P(ψ) = c sinψ
√
1− (cosψ)2/4.
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Techniki zaawansowane - wi¦zy

Mo»na to ustali¢ z rozwa»a« dotycz¡cych hamiltonianu (σ -
parametr opisuj¡cy wi¦zy):

ρ�ex(q) = |H|−1/2ρhard(q), Hαβ =
N∑
i=1

m−1i
∂σα
∂ri

∂σβ
∂ri

.

Uzyskuje si¦
ρ�ex
ρhard

= c

√
1− cos2 ψ

4

Ró»nica mo»e si¦ga¢ 15%.

Stosunek ten zale»y od mas cz¡stek uczestnicz¡cych w
wi¦zach.

W praktyce zwykle efekt rodzaju wi¦zu jest stosunkowo maªy.



Wprowadzenie - wst¦p do modelowania molekularnego Mechanika statystyczna a termodynamika; mechanika kwantowa Pola siªowe i problem wielu minimów Dynamika molekularna Metoda Monte Carlo Symulacje w ró»nych zespoªach statystycznych Energia swobodna w symulacjach molekularnych Techniki zaawansowane Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami

Efekty oddziaªywania promieniowania z materiaªami
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