Czasteczki dwuatomowe. Jednostki atomowe.

. Dla stanu podstawowego czasteczki Hy Dy = 4.4781eV. Znajdz H;
(kJ/mol) dla Hs(g) — 2H(g).

. Uzywajac wartosci Dy dla Hy oraz dla Hy (2.651eV) oblicz energie
pierwszej jonizacji Hs.

. Wyprowadz atomowe jednostki czasu, elektrycznego momentu dipolo-
wego, natezenia pola elektrycznego oraz oporu i oblicz ich wartosci w
jednostkach uktadu SI.

. Podaj wartosci liczbowe w jednostkach atomowych nastepujacych wiel-
kosci: masy protonu, tadunku elektronu, statej Plancka, energii stanu
podstawowego He™ przy zalozeniu nieskonczonej masy jadra, sekundy,
predkosei §wiatta oraz jednego Debey’a (1D = 1071¥Cm).

. Oblicz catke nakrywania dla H; dla metody LCAO-MO. Funkcja probna:
O = Cqls, + cplsy.

. Wyprowadz wyrazenie na H,, dodajac i odejmujac k/r, do H, =
—%Vz — € [r, — € /ry, aby otrzyma¢ H = H, + (k — 1)/r, — 1/ry,
gdzie H, jest hamiltonianem atomu wodoropodobnego o jadrze o ta-
dunku £ znajdujacym sie w punkcie a. Nastepnie uzyj tego wyrazenia
do napisania H,, jako sumy trzech catek. Oblicz pierwsza z nich uzy-
wajac H,1ls, = —%k213a. Oblicz catke z 1/r, uzywajac wspotrzednych
sferycznych o poczatku w punkcie a. Uzyj konfokalnych wspotrzednych
eliptycznych do obliczenia trzeciej catki.

Wyprowadz wyrazenie na H .
. Pokaz ze calka F; dla stanu podstawowego H, moze byc zapisana
w postaci W = k?F(t) + kG(t), gdzie t = kR. Pokaz ze warunek
minimalizacji OW; /0k = 0 prowadzi do:
B G(t) + tG'(t)

2F(t) + tF'(t)

Uzywajac tego rownania mozna znalezé¢ k dla danej wartodci ¢ i uzy¢
R = t/k dla znalezienia wartosci R odpowiadajacej naszemu k.



Orbitale, wyznaczniki Slatera i reguty Slatera-Condona.

—

. Pokaz, ze iloczyn Hartree’ego WA (7, Ty ... n) = xi(T1)x;(%2) - - - xa(Tn)
jest funkcja wlasna hamiltonianu H = Zf\il h(i) o wartosci wlasnej
E=c¢c1+ey+...+en, gdzie h(i)x;(Z;) = €;x;(Z).

. Pokaz, ze wyznacznik Slatera W (Z1, Z2) = |x:(Z1)x;(Z2)) jest znormali-
zowany.

. Niech spinorbitale x; i x; beda funkcjami wlasnymi jednoelektrono-
wego operatora h z wartoSciami wlasnymi ¢; i ;. Pokaz, Ze iloczyny
Hartree’ego tych funkcji oraz ich zantysymetryzowany iloczyn sa funk-
cjami wlasnymi hamiltonianu czastek niezaleznych H = h(1) 4+ h(2) o
tej samej wartosci wlasnej (g, + ¢;).

. Majac dane wyznaczniki Slatera |K) = |x;x;) 1 |L) = |xxxi) pokaz, ze
(K|L) = 01051 — 6i0;x. Zauwaz, ze nakrywanie jest zerowe chyba ze
k=iil=jlubk=jil=1i.

. Przeksztal¢ wyrazenie:

(K|H|K) = (m|h|m) +

m

N | —

N N
>3 ()
m

n

do:

(K|H|K) = Z m|h|m) +ZZ (mn||mn).

m n>m

. Jezeli |K) = |x1x2x3) pokaz: (K|H|K) = (1|h|1) + (2|h|2) + (3|h|3) +
(12|[12) + (13([13) + (23][23).

. Pokaz, ze

(Ur|O1|W;) = 0jezelia#b,r+#s
= (rlh|s) jezeli a = b,r # s

= —(blh|a) jezeli a # b,r = s
N

= Z<c|h|c) — {a|hla) + (r|h|r) jezeli a = b,r = s.

[

. Poprawka perturbacyjna dla energii Hartree’ego-Focka stanu podsta-
WOWego Wynosi:

1 [{abllrs)|*
EP =23

sea—i—eb—sr—es



10.

11.

Pokaz, ze dla uktadu zamknietopowlokowego wyrazenie to przybiera

postac:
N/2
Eg _ Z (ab|rs)(2(rs|aby — <T3|ba>).

Eq T+ Ep — & — &g

abrs

Dowiedz nastepujacych wtasnosci catek kulombowskich i wymiennych:
Jii = Kii, J;;‘ = Jij, Jij = Jji, Ki*j = Ky, Kij = Kji.
Pokaz, ze dla rzeczywistych orbitali przestrzennych: K;; = (ii|jj) =
(77liz).

Zweryfikuj ponizsze energie dla wyznacznikow:

(a) byt + hoo + Ji2 — K12

(b) hi1 + hos + Ji2

(c) 2h1y + Ju

(d) 2hgs + Jog

(e) 2h1y + hog + Ji1 + 2J12 — Kio

(f) 2hag + hyy + Joo + 2J19 — Ko

(g) 2h11 + 2hag + Ji1 + Jog + 4J12 — 2K



Metoda Hartree-Focka.

. Pokaz, ze elementy macierzowe operatora Focka wyrazaja si¢ wzorem:

Ol fIxg) = (ilhlg) + D (ibllb).

. Uzywajac rezultatu z poprzedniego zadania pokaz, ze operator Focka
jest hermitowski.

. Pokaz, ze energia wymagana do usuniecia elektronu z orbitali y,. i
Xq 1 otrzymania stau opisanego wyznacznikiem (N — 2)-elektronowym
|N72W ) wynosi —e. — 4 + {cd|ed) — {cd|dc).

. Uzyj definicji wyznacznika Slatera i faktu, ze Hy komutuje z operato-
rem permutujacym elektrony dla pokazania ze |Uy) jest funkcja wlasna
Hy o wartosci wlasnej > e,. Dlaczego H, komutuje z operatorem
permutacji?

. Uzyj wyrazenia
N N N
) M Nl
i=1 j>i i=1

dla potencjatu Hartree-Focka v7%' (i) aby pokazaé, ze
1
(ol V) = 3 37 S ablja
a b

oraz ze E(()l) kasuje podwojne liczenie odpychan elektron-elektron w
E(()O) = >, cq dajac prawidlows energie Hartree-Focka Ej.
. Przeksztal¢ wyrazenie na energie orbitalne:

N

e = (alhlxa) + D Oaxel lxixe)
b

na wyrazenie dla uktadu zamknietopowlokowego:

N/2 N/2

e = (Wilhlys) + > (2(iblib) — (iblbi)) = s + Y _(2Ji — Ki).



10.

Pokaz, ze CTSC = 1 (macierze C' i S sa macierzami wystepujacymi
w rownaniu Roothaana). Uzyj ortonormalnosci orbitali molekularnych

(8

Uzyj rezultatu powyzszego ¢wiczenia dla pokazania, ze PSP = 2P
czyli, ze %P w bazie ortonormalnej bylaby idempotentna.

Przypuscié, ze funkcje bazy sa rzeczywiste i uzy¢ symetrii catek dwu-
elektronowych [((uv|Ao) = (vu|do) = (Ao|jur) = ...)] do pokazania,
ze dla bazy wielkosci K = 100 jest 12753775 = O(K*/8) r6znych calek
dwuelektronowych.

Uzyj definicji S, = [ ¢,¢,dr aby pokaza¢ dodatnios¢ wszystkich war-
tosci whasnych S. Rozwaz ), Syl = sicl,, pomnoz przez ¢y, gdzie ¢!
jest jest i-ta kolumna macierzy U.



Metoda Hickela.

. Dla rodnika allilowego -C’Hy — CH = C'Hy znajdz: HMO i energie;
rzedy wiagzan; tadunki m-elektronowe; wolne walencje; enegrie delokali-
zacji.

. Oblicz wielkosci wymienione w poprzednim zadaniu dla kationu i anionu
allilowego ([CHyCHCH,)", [CH,CHCH,|™). Przewidywana stabil-

nosé ktorego z jondéw jest wieksza?

. Oblicz catkowite rzedy wiazan HMO i tadunki 7-elektronowe dla naj-
nizszego stanu wzbudzonego butadienu.

. Energie jonizacji kilku pierwszych poliacenéw wynosza: 9.4eV" dla ben-
zenu, 8.3eV dlanaftalenu, 7.6eV dla antracenu i 7.0eV dla tetracenu.
Na podstawie tych danych oblicz warto$ci a i f w metodzie HMO.
Poréwnaj rezultat z wartoscia |3| = 2.72¢V.

Przewidz energie jonizacji pentacenu. Wartosci x dla HOMO tych po-
liacenéw wynosza: —1.00, —0.618,—0.414,—0.295 i —0.220.

. Oszacuj dlugosé¢ wiazania wegiel-wegiel w czasteczkach CsH: , CrHY
CgHZ™.



Metoda CI.

. Pokaz, ze jednoelektronowa zredukowana macierz gestosci v = {v;;}
jest macierza hermitowska.

. Pokaz, ze try = N.

. Rozwaz jednoelektronowy operator O = Zi\;l h(7)
(a) Udowodnij

(0|0, ) = / @)@, 7)) - 0.

(b) Pokaz, ze (V|O,|¥) = trhy, gdzie h;; = (i|h|j).

. Operator jednoelektronowy w drugiej kwantyzacji jest zapisywany w
postaci O = Zij(i|h|j>ajaj.

POkaZ, ze Yij = <\I’|CL;FCL1“II>

Pokaz, ze elementy macierzy v sa rowne 4;; dla 4, j obsadzonych, a

0 w przeciwnym wypadku.

. W szczegdlnym przypadku uktadu dwuelektronowego uzycie orbitali
naturalnych znacznie redukuje rozmiar rozwiniecia pelnego CI. Jezeli
1 jest obsadzonym orbitalem przestrzennym Hartree-Focka a ., r =
2,3,..., K sa wirtualnymi orbitalami przestrzennymi, znormalizowana
singletowa funkcja falowa metody petnego CI ma postac:

K K K
1 T T 1 T T
") = col11) + 201|I\I’1> + 2 Zchﬂl\Ifﬁ}
r=2

r=2 s=2

(a) Pokaz, ze |'Wy) mozna zapisa¢ w postaci:

K K
1Wo) =D D Cislvndy),
i=1 j=1
gdzie C' € Mk jest symetryczna.
(b) Pokaz, ze:
= 1 * 1/ R 7
(@, #) = 5 D (CCT)5 (D)5 (1) + i(1)Y]

ij

Sox
—~
[a—
<
S~—
S~—



(¢) Niech U bedzie przeksztatceniem unitarnym diagonalizujacym C:-
U+CU = d, gdzie (d>2j = dzéz] POk&Z, ze U+CC+U = dg.

(d) Pokaz, ze

gdzie ¢; = Zk Ui

Oznacza to, ze U diagonalizuje 1-macierz wiec (; sa naturalnymi orbi-
talami przestrzennymi dla uktadu dwuelektronowego.

(e) Poniewaz C' jest symetryczna U mozna wybraé jako rzeczywista.
Pokaz, ze w terminach naturalnych orbitali przestrzennych |'¥g) dane
w punkcie (a) zapisuje sie jako:

K
‘1‘I’0> = Z dz‘Cz§1>
i=1



Teoria funkcjonatu gestosci.

. Ktore z podanych wyrazen sa funkcjonatami: [ f(z)dzx, fol f(x)dx,
S @) + 12de, [f(2) + 12, df (2)/delmo.

. (a) Znajdz §EX*/6p, gdzie

B = 2P [l

(b) Jezeli Flp] = [ p~'Vp - Vpdv, gdzie calka jest po R* i p znika w
nieskoriczonosci znajdz 0 F'/dp.

. Sprawdz ze h'S w réwnaniu A5 (1)055(1) = eX99K5(1) jest tym sa-
mym co operator Focka jezeli operatory wymiany zamienimy na v,..

. SprawdZ réwnania: U:%CD‘A = Ui’DA + UCLDA, UﬁDA = —[(3/77)007)]1/37
VLDA = VN

b

.33 )
EilDAE/pgl’dr:_Z(%)l/SOZ/[p(f‘)]Zl/ng‘.

. (a) Pokaz, ze dla czasteczki n-elektronowej gestosé prawdopodobien-
stwa dana jest przez p(r) = n(y|0(7 — M) ) = (] 351, 0(7 — 7)),
gdzie (7 —73) = 0(z — x;)0(y — y;)0(2 — 2).

(b) Uzyj regut Condona-Slatera dla pokazania, ze jezeli v jest wy-

—

znacznikiem Slatera zbudowanym ze spinorbitali u; = 6;0;, to p(7)

>y 10i(r) .



